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这 部 书 的 第 一 卷 终 于 交 印 了 , 它 既 是 急 就 章 , 又 是 拖 省 篇 。1958 年 匆匆 上 马 , 现 想 现 
写 现 印 现 讲 , 有 时 写 稿 不 过 三 遍 ,仅仅 经 过 起 草 、 修 改 、 誉 正三 道 手续 便 拿 去 付 印 。 有 了 时候 
校对 来 不 及 , 就 不 校对 了 , 因而 原 讲义 上 错误 百出 , 疣 廖 欠 见 , 所 以 说 这 是 急 就 章 . 如 果 
能 专心 一 志 地 连续 地 干 下 去 , 那 还 可 能 比较 好 些 , 但 又 经 常 为 其 它 工 作 所 打 断 , 因而 写 一 
眉 停 一 停 , 改 一 章 放 一 放 的 情况 又 经 常 出 现 , 所 以 说 是 拖 省 篇 。 紧 紧 松 松 , 赶 赶 拖 拖 ， 
而 详 略 不 一 ,前 后 不 贯 ,轻重 失调 ,呼应 不 周 等 毛病 在 所 难免 的 了 . 

情况 是 如 此 ,虽然 经 过 同志 们 的 帮助 和 修改 重 写 ,但 还 可 能 留 下 不 少 后 遗 症 。 这 样 的 
草率 工作 本 来 不 该 交 印 的 ,但 不 少 同志 热情 鼓励 ,几经 路 路 终于 把 它 出 版 了 , 希望 经 过 读 
者 的 帮助 ,人 多 、 眼 多 想法 多 ,多 提 意 见 将 来 可 以 改写 得 更 好 些 . 

这 个 课 自 始 至 终 是 和 王 元 同志 合 开 的 ,他 对 原稿 的 形成 与 改写 都 担 了 不 少 意 见 , 并 且 
有 不 少 章节 都 是 出 诸 他 的 手笔 . 在 共同 教学 中 一 些 心得 已 经 吸收 入 我 们 合 著 的 “积分 的 
近似 计算 ”一 书 中 (科学 出 版 社 1961 年 初版 ), 1961 年 奢 升 . 吴 方 等 同志 又 用 这 讲义 教 了 
一 遍 , 修 改 了 不 少 。 最 后 定稿 又 经 过 曾 肯 成 、 许 以 超 、 史 济 怀 、 邓 诗 涛 、 李 烟 生 、 刘 药 梧 等 同 
志 的 细心 校 阅 , 提 了 不 少 意见 。 个 别 章节 还 获得 了 戴 元 本 、 陆 汝 铃 , 韩 京 清 、 周 永 佩 、 罗 祥 
钰 , 曹 传 书 、 吴 松林 、 江 嘉禾 、 李 培 信 、 邵 秀 民 、 陈 志 华 \ 石 赫 、 乃 慰 薄 等 同志 的 帮助 有 关 这 
些 我 在 这 儿 表 示 谢 意 .特别 应 该 一 提 的 是 ， 在 最 后 定稿 的 时 候 , 获 得 了 中 山大 学 吴 兹 潜 、 
林 伟 二 同志 的 帮助 ,他 们 一 字 不 苟 地 校 阅 推 项 ,使 本 书 避 免 不 少 错误 这样 的 主动 地 来 自 
其 他 院 校 的 帮助 只 能 归功 于 集体 主义 的 优越 性 . 

在 写作 的 过 程 中 参考 过 能 庆 来 的 “高 等 算 学 分 析 ”(1934); 苏 步 青 的 “微分 几何 学 ” 
(1947); 赵 访 能 的 “高 等 微 积 分 ”(1949); 孙 光 远 、 孙 叔 平 的 : 微 积分 学 ”(1952); 陈 建 功 
的 “ 实 函 数论 ”(1958); 杨 宗 般 的 “数学 分 析 入 门 ”(1958); 樊 映 咱 等 的 “高 等 数学 讲义 ” 
(1958); 陈 态 民 的 “高 等 数学 教程 ”(1958); 关 後 直 的 “高 等 数学 教程 (第 一 卷 )”(1959); 
江 泽 坚 的 “数学 分 析 ”(1960); 北京 大 学 ,复旦 大 学 南京 大 学 及 高 等 数学 教科 书 编审 委员 
会 的 “高 等 数学 教程 ”, 我 在 此 致谢 。 其 他 作为 参考 的 外 文书 籍 不 在 此 一 一 列举 了 . 
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在 写作 的 过 程 申 ,曾经 有 过 一 总 努力 ,人 企图 人 at 但 定 
由 于 自己 的 理论 和 业务 水 平 ,没有 能 够 较 好 地 做 到 ,读者 可 能 发 现 一 些 其 它 书 上 所 没有 的 
材料 ,也 可 能 发 现 一 些 稍 有 不 同 的 处 理 方法 ,但 毕 竞 是 太 少 了 .。 在 谈 到 这 一 点 的 时 候 , 感 
到 空 庶 ,并且 诚 恐 会 错误 百出 。 大 家 所 公认 的 、 轰 转 传 抄 的 已 经 成 熟 的 材料 , 错误 还 有 时 
难免 , 何 席 第 一 次 与 下 来 的 东西 , 那 更 使 人 耽 心 了 ,但 是 还 是 斗 胆 地 放 进 书 里 去 ,作为 引 玉 
之 砖 ,作为 试 矢 之 的 . 特别 是 一 些 高 的 内 容 放 低 了 , 难 的 内 容 改 易 了 , 繁 的 内 容 化 简 了 的 
部 分 更 希望 大 家 指正 .但 是 我 个 人 深信 ,只 要 每 本 书 都 有 些 章节 改进 , 集 腋 成 玖 , 我 们 教 
字 改 诗 会 汇 成 巨 六 的 ,辛勤 的 点 滴 劳 动 , 可 能 是 大 丰收 的 预兆 . 

六 学 教书 个 是 照 本 讲 , 因 此 本 书 也 准备 了 一 些 可 教 可 不 教 的 材料 ， 教师 们 可 以 灵活 党 
握 ， 余 下 的 材料 可 以 作为 学 有 余力 的 同学 的 课外 读物 . 习题 应 当做 ， 并 且 适 当地 娶 多 做 

。 本 书 没有 组 织 好 习题 ， 希 望 老师 们 自己 设法 组 织 。 习题 的 目的 首先 是 熟练 和 巩固 学 
习 了 的 东西 ;其 二 是 初步 启发 大 家 会 灵活 运用 ,独立 思考 ;其 三 是 融会 贯通 ,出 些 综合 性 的 
习题 把 不 同 部 门 的 数学 沟通 起 来 . 

在 教学 过 程 中 深 深 得 教学 相 长 的 益处 ,其 中 不 少 是 由 于 同学 所 提 意 见 的 影响 ,我 把 所 得 
到 的 一 些 不 成 熟 的 看 法 写 在 下 面 供 同志 们 参考 。 我 讲 书 喜 欢 埋 些 伏笔 ,把 有 些 重 要 概念 、 
重要 方法 尽 可 能 早 地 在 具体 问题 中 提出 ， 并 且 不 止 一 次 地 提出 。 目 的 在 于 将 来 进一步 学 
习 的 时 候 会 较 易 接 受 局 深 的 方法 。 很 可 能 某 些 高 深 方法 就 是 早已 有 之 的 朴素 简单 的 方法 
的 抽象 加 工 而 已 。( 有 些 深化 了 些 , 有 些 并 没有 深化 而 仅仅 是 另 一 形式 而 已 . ) 我 也 喜欢 生 
节 熟 奔 , 熟 书生 温 的 方法 ,似乎 是 在 温 熟 书 , 但 把 新 东西 讲 进去 了 , 这 是 因为 一 般 讲 来 , 生 
书 比 旧 座 ,真正 原则 性 的 添加 并 不 太 多 的 原故 ， 找 另 一 条 线索 把 旧 东 西 重新 贯穿 起 来 ,这 
样 的 温习 方法 容 饭 发 现 我 们 究竟 有 哪些 主要 环节 没有 懂 透 .有 了 时 分 讲 合 温 , 或 合 讲 分 温 ， 
先 把 一 个 机 礁 的 零件 一 一 搞 清 ,再 看 全 局 , 或 先 看 全 部 机 器 的 作用 和 目的 , 再 分 析 要 造成 
这 个 机 堪 硕 要 电 些 零件 而 把 条 件 一 一 讲 明 . “ 数 ” 与 “ 形 ” 的 “分 "和 “ 合 ”,“ 抽 象 ” 与 “具体 ” 
的 分 与 合 都 是 在 反复 又 反复 的 过 程 中 不 断 提高 的 。 同学 也 要 求 讲 讲 “ 人 家 怎样 想 出 
来 的 ,因而 在 讲 书 时 也 曾 作 过 尝试 ,主观 地 推测 一 下 , 这 很 可 能 并 不 是 原来 的 想法 , 但 给 
出 一 条 这 人 一步 看 下 步 并 不 难 , 连 看 几 步 就 达到 目的 ”的 途径 ,作为 同学 们 的 参考 . 

以 上 一 些 肤 浅 的 看 法 在 讲课 时 都 尝试 过 ， 但 绝 大 部 分 写 不 下 来 ， 或 者 写 下 来 就 走 了 
样 ,因此 , 同 是 一 部 书 , 可 以 多 样 讲 , 讲义 作 参 考 , 结合 同学 的 实际 情况 能 灵活 掌握 才 好 . 
拉 杂 地 与 了 这 些 意见 ,与 其 说 是 对 教师 讲 的 ,还 不 如 说 是 对 同学 (或 自学 的 人 ) 讲 的 . 
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总 之 ,由 于 水 平 的 限制 ,虽然 晶 勉 从 事 , 但 缺点 一 定 不 少 ,我 诚挚 地 希望 读者 们 多 提 意 
见 ,更 希望 教师 们 多 多 指教 . 

最 后 ,特别 需要 提起 的 是 ， 由 于 中 国 科 学 院 数学 研究 所 党 组 织 的 支持 , 才 使 我 有 机 会 
讲授 基础 课 和 编写 讲义 ; 在 编写 过 程 中 ， 自 始 至 终 得 到 了 中 国共 产 党 中 国 科学 技术 大 学 
委员 会 的 鼓励 ,关怀 与 支持 ,还 给 予 了 具体 的 帮助 ,这 是 我 衷心 感激 的 ， 有 了 党 的 鼓励 、 关 
怀 与 支持 ,使 我 这 几 年 来 敢于 按照 自己 的 一 些 肤浅 的 设想 来 进行 教学 的 尝试 ,使 我 这 几 年 
来 有 勇气 把 第 一 次 写 下 来 的 东西 放 到 课堂 上 去 教 ,使 我 这 几 年 来 能 把 这 项 工作 坚持 下 来 。 
至 于 中 国 科技 大 学 教务 处 ,数学 系 与 数学 教研 室 的 同事 们 , 在 我 从 事 这 项 工作 的 时 候 , 一 
直 给 我 方便 与 帮助 ,也 在 此 表示 感谢 ， 对 科学 出 版 社 的 感谢 , 那 就 更 应 当 在 此 一 提 了 , 他 
们 花 了 大 量 的 劳动 ,在 制图 ,编辑 加 工 ,排版 印刷 ,校对 等 方面 都 做 了 细致 而 深入 的 工作 . 


华 罗 庚 


1962 年 6 月 11 日 
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第 一 章 ”实数 与 复数 


$1. 有 理 数 


数 起 源 于 “ 数 ”, 一 个 一 个 地 数 ,因而 出 瑰 了 
1，2:，3， 4，5，。 
这 叫做 自然 数 ， 

用 自然 数 来 数 物件 ,看 来 简单 ， 但 是 却 包 含 了 一 些 数学 中 逻 常 用 到 的 基本 原则 例 
如 ,一 一 对 应 的 概念 ,先后 次 序 的 概念 等 等 。 特别 值得 注意 的 是 ,这 是 数学 中 第 一 个 用 抽 
象 符 号 来 处 理 具体 事物 的 例子 。 拿 任何 实物 做 标准 (如 手指 , 算 珠 ), 都 有 穷尽 的 可 能 ,而 
自然 数 系 却 可 以 悦 明 一 切 可 以 数 得 完 的 客观 事物 的 件数 ， 

但 是 ,如 果 鞭 的 要 创造 出 无 穷 个 符号 来 表达 自然 数 , 那 不 仅 不 方便 而 且 也 不 可 能 .这 
样 就 产生 了 计数 法 .这 方法 是 用 有 限 个 数字 来 表达 一 切 自然 数 ， 我 们 熟悉 的 是 十 进位 的 
表达 法 , 郎 闪 十 进 一 的 方法 .左边 的 一 算 作 右 边 一 位 的 十 ,这 样 我 们 就 有 可 能 用 

0,1,.2,3,4,5,6,7,8,9 
来 表达 一 切 自然 数 了 . 

人 类 大 都 是 用 十 进位 ， 可 能 是 因为 人 有 十 个 指头 。 开始 计数 时 是 以 指头 做 标准 的 . 
实 厦 上 ,符号 用 得 最 少 的 要 算 二 进位 ,只 要 用 0 与 1 就 可 以 表达 出 一 切 自然 数 来 ， 二 进位 
就 是 连 二 进 一 ， 用 二 进位 表示 自然 数 鞭 ,可 以 依次 写成 为 

1, 10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, -。. 
书写 时 二 进位 较 长 ,例如 ,二 进位 的 四 位 数字 1000 仅 代 表 十 进位 的 8。 一 般 讲 来 ,一 个 数 
党 用 二 进位 的 位 数 是 用 十 进位 的 位 数 的 三 倍 以 上 ( 狗 3.3 倍 )， 

这 里 我 们 只 提 一 下 自然 数 的 两 个 基本 的 重要 性 盾 : 

1) 如 果 有 一 批 自然 数 都 不 大 于 一 个 给 定 的 自然 数 , 那 末 其 中 一 定 有 一 个 最 大 的 术 
语 :在 有 上 界 的 自然 数 集 合 中 一 定 有 一 个 最 大 的 . 

2)“ 一 个 有 上 界 的 自然 数 集合 不 能 和 它 的 鞭子 集合 建立 起 一 一 对 应 的 关系 ”” 这 旬 
术语 旋 得 似乎 有 些 支 虞 ,实质 上 就 是 2 个 物件 不 能 和 少 于 > 个 物件 成 立 一 一 对 应 的 关系 . 
这 样 简单 的 糊 果 为 什么 还 值得 一 提 昵 9 因为 这 是 有 限 集合 的 基本 性 质 ， 任 何 一 个 非 有 限 
集合 都 有 可 能 和 写 的 子 集合 一 一 对 应 。 例如 , 自然 数 的 集合 便 可 以 和 偶 自 然 数 的 集合 建 
江 起 一 一 对 应 来 : 

Nn <——> 2 
仅 有 自然 数 ,还 远 远 不 能 满足 我 们 的 需要 .我 们 有 时 需要 分 ,但 分 不 尽 怎 么 办 ? 因而 


es- 站 ea， 


产生 了 分 数 了 , 称 为 有 理 数 ， 一 就 是 个 人 分 “ 件 东西 ,每 个 人 应 得 的 正确 答案 ， 


修 数 只 不 过 是 有 固定 分 苹 的 分 数 的 另 一 种 表达 形式 ， 写 的 分 峡 只 克 放 证 10,，10 ， 
10°, “和 和 例如 ，。 
0.314 一 了 上 -二 二. 
10 10: 10 
因为 分 苹 是 特殊 的 ,所 以 我 们 并 不 能 把 任何 分 数 都 表 为 有 限 沾 数 . 例如 ， 


工 = 0.333* .+ 
3 


就 是 一 个 无 穷 小 数 ， 但 是 我 们 知道 有理数 的 小 数 表达 是 有 特殊 形式 的 ,就 是 所 诅 循 环 小 
数 。 我 们 也 知道 ,凡是 循环 小 数 都 能 表 成 有 理 数 ,特别 需要 注意 的 是 循环 小 数 
0.999 .。， 

实质 上 代表 1， 

仅 有 有 再 数 ,还 是 不 能 满足 我 们 客观 上 的 需要 .我 们 有 时 要 流 , 但 不 够 泪 怎 么 办 ? 很 
自然 地 就 产生 了 负数 . 

到 了 这 样 的 阶段 ,我 们 已 释 得 到 了 正 、 负 有 理 数 ， 这 些 数 作为 一 个 整体 来 谣 已 权 达 到 
了 基 种 意义 的 完备 性 ,这 种 数 的 全 休 称 为 有 理 数 域 ， 用 一 句 行医 来 脱 , 有 理 数 域 对 四 则 运 
算 自 封 ; 通 俗 一 些 朋 ,任意 二 有 理 数 的 和 、 差 、, 积 、 商 (除数 二 0) 仍然 是 有 理 数 . 


一 般 诗 有 理 数 定 指 所 有 的 正 \ 全 有 理 数 , 而 整数 是 指 0, 土 1, 土 2, 土 3,**:。 正 整 数 
就 是 自然 数 1,2, 3, 四 
任何 两 个 有 理 数 之 间 有 无 瓷 个 有 理 数 存在 。 要 证 明 这 点 , 先 证 明 两 个 有 理 数 之 间 一 
定 有 一 个 有 理 数 存在 车 二 < 乞 ， 则 显然 有 
a 一 4 十 ci 2 
b 六 十 如 bp” 


乓 然 两 个 中 立 有 一 个 , 那 末 对 ，< 士 4 中 并 又 至 少 有 一 个 ,等 等 ， 这 种 做 法 可 以 无 限制 


地 八 强 下 去 ,所 以 就 证 明了 以 上 所 襄 的 话 . 


3$2. 无 理 数 的 存在 一 


上 节 中 我 们 已 鑫 说 明了 在 某 种 音义 下 有 理 数 域 有 写 的 完备 性 ,但 是 换 一 个 角度 来 看 ， 
: 便 双 显示 出 七 的 不 完备 之 处 ， 例 如 ,最 简单 的 一 欢 方程 
2 一 2 (1) 
就 没有 有 理 数 解 。 从 几何 方面 说 , 连 极 简 单 的 几何 图 形 的 长 度 都 无 法 
用 有 理 数 表达 出 来 ， 边 是 单位 长 的 正方 形 的 对 角 线 的 长 度 V 2 就 不 
是 有 理 数 . 


四 1 何以 见得 方程 (1) 没 有 有 理解 我 们 用 反 证 法 。 如果 有 一 个 弃 物 
。 2 


分 数 一 是 (1) 式 的 解 , 那 末 


a 一 22 
右边 是 偶数 ,所 以 左边 应 当 是 偶数 ;, 故 a 是 偶数 ， 合 a 一 2a', 基 得 
OD 一 叶 

这 又 褒 明 5 应 当 是 偶数 ， 这 与 a/5 是 诫 移 分 数 的 假定 相 子 盾 , 因 此 (1) 式 没有 有 理解 ,也 
就 是 计 V 2 不 是 有 理 数 ， 虽 然 如 此 ,直觉 上 我 们 对 V 2 并 不 是 毫 无 所 知 ， 首 先 ;我 们 知道 
它 是 在 1 与 2 之 间 , 计算 得 精确 些 , 知道 它 是 在 1.4 与 1.5 之 间 , 1.41 与 1.42 之 阅 ,1.414 
与 1.415 之 间 。 换 车 之 , V 2 可 用 

2, 1.5, 1.42。1.415，-。。。c，---。。 

1, 1.4, 1.41, 1.414,.*-, bs *** 
来 无 限 台 近 ， 实 际 上 ,这 样 的 过 程 也 就 定义 了 2 ,因为 


oa bn i 


也 就 是 V 2 与 m (及 5b.) 的 谭 盖 一 i n 全 大 , 谭 关 也 就 多 接近 于 0. 换 阁 之 ,， V7 


可 以 用 {as} 从 右边 接近 它 , 也 可 以 用 {6。} 从 左边 接近 写 . 
如 果 仅 仅 是 为 了 V 2 以 及 它 对 四 则 运算 的 完备 性 ,我 们 可 用 如 下 的 方法 来 解决 问题 
对 所 有 的 整数 4, b,， 2 3 形 如 


xz 十 5AW 2 
C 


的 数 征 对 四 则 运算 自 寿 的 。 但 是 我 们 的 目的 在 于 使 无 限 接 近 成 为 完全 可 能 ,所 以 我 们 采 
用 其 他 的 上 方法 ， 


3 3. 余数 的 描述 


现在 我 们 描述 性 地 来 属 明 实数 ， 
我 们 作 一 条 直线 , 取 其 上 一 点 作为 原点 ,并 取 一 个 单位 长 ， 依 单位 长 一 段 一 段 地 往 友 
边 接 闭 量 , 便 得 出 所 有 的 自然 数 所 对 应 的 点 。 由 0 点 向 左 量 , 便 待 出 负 整 数 ( 图 2). 


一 2 一 1 0 |! 2 
re ee a ee ee 


图 2 

过 0 点 作 任 一 直线 ( 异 于 原 直 线 )， 在 其 上 取 了 B 点 使 0B 一 6。 连 单 位 点 4( 序 04 的 

长 是 单位 长 ) 与 B, 通 过 08B 直线 上 的 单位 点 C 作 平行 于 43 的 续 交 04 于 万 , 则 0D 一 = 
(图 3)， 如 此 可 以 在 直线 上 表 出 所 有 的 有 理 数 ， 


从 0 点 作 一 45? 的 角 , 取 单位 长 得 4 点 。 作 04 的 垂 线 交 原 直线 于 8. 在 x 直线 上 这 
样 作出 的 一 段 ， 它 的 长 度 是 V2 (图 4). 


所 以 从 儿 何 来 看 ,V2 几 平 是 先 验 性 地 存在 著 的 ,也 可 以 把 V 2 看 作 一 点 ， 写 是 可 以 
用 有 理 数 点 来 无 限 接近 的 。 襄 得 形式 化 些 , 答 出 一 个 任意 小 的 正 数 。, 一 定 有 一 个 有 理 数 
r+ ,使 


IV2 一 >| 一 4. 
所 有 的 实数 都 和 2 一 样 是 雪线 上 的 点 ; 振 且 每 一 点 也 对 应 于 一 个 实数 ， 我 们 可 以 
用 以 下 的 方法 来 描述 一 个 实数 a: 如 果 “所 对 应 的 点 可 以 用 有 限 位 小 数 表达 出 来 , 那 七 是 
有 理 数 ， 这 我 们 已 经 定义 好 了 . 现在 假定 a 不 能 用 有 限 位 小 数 表 达 出 来 ,我 们 一 定 可 以 
选 出 一 个 整数 a。……al, 使 


Cave <co ad 十 1，0 委 巡 < 委 9 (1) 
《这 也 称 为 Archimedes 公设 )?， 把 区 间 (1) 分 成 10 份 , a 一定 落 在 其 中 之 一 。 命 
amab Lacaniabt0l, Oa: © (2) 
再 把 (2) 分 成 10 份 , a 又 洲 在 
ao arbibs a an' arbib 十 0.01，0 委 兄 委 9 (3) 


中 。 这 样 一 步 一 步 做 下 去 ,这 手续 给 出 有 一 个 无 穷 小 数 
它 与 实数 & 对 应 . : 
我 们 束 用 这 个 裘 达 方法 来 定义 实数 . 
下 实数 a 是 由 无 穷 小 数 玫 示 出 来 的 : 
a 一 Co “arbibbs** 
但 是 我 们 有 个 约定 : 如 果 a 是 有 限 小 数 , 我 们 把 最 右 的 一 个 数字 泪 1, 后 面 添上 无 盎 个 9。 
例如 ， Ey =— 0.4999…- 


不 同 的 表示 代表 不 同 的 实数 . 
这 样 表示 的 几何 意义 是 : zx 是 这 样 的 一 个 数 ， 写 是 由 an a an ai.D， 
Gm GloC1p2 * ”等 无 上限 接近 的 . 
正 实 数 可 以 比 大 小 . 先 对 准 小 数 点 ,小 数 点 前 位 数 多 的 就 大 。 如 果 位 数 相等 , 那 末 我 
1) 和 公 最 是 : 奏 了 两 个 缕 息 * 与 2. 如 果 a 的 长 度 比 5 的 长 度 短 ,用 a 作为“ 尺 ”, 量 有 限 次 一 定 能 超过 
pb 
及 


们 就 一 .个 数字 一 个 数字 地 从 左 往 右 比 , 首 先 出 现 壳 大 数 的 便 大 ， 我 们 用 < 委 有 8 来 代表 
小 于 或 等 于 8B8， 这 样 的 大 小 概念 有 以 下 三 个 性 质 : 
(i) 任 和 给 两 个 正 实数 ,我 们 能 够 折断 那个 大 那个 小 ; 
(ii) 如 果 a 夺 BB, Ba, 则 a= 8B; 
(iii) 如 果 c< 委 8B, BY, 则 a 志 7. : 
我 们 定义 两 个 实数 的 加 法 ,就 是 对 准 了 个 数 点 一 位 对 一 位 地 相 训 ,但 必须 注意 必要 的 
进位 。 襄 得 更 确切 些 , 命 这 两 个 数 各 为 
CC 一 Core dtPDIDI 
B = cz cl.2102。 
如 果 从 对 一 位 起 ,两 个 数 的 尾巴 每 一 位 对 应 的 数字 加 起 来 都 是 9, 即 有 V. 当 > > N 时 ， 
5 十 br 一 9， 那 末 a 十 B 就 是 co arpp bw 十 oai00 2 然后 再 添上 无 限 
个 9. 不 然 , 我 们 一 定 有 无 限 个 自然 数 二 二 zn3 二 ……, 使 
br, + bn, S909, (v=1,2,.…). 
作 
am* “arbi bn, + a a1b1 bn,. 
取 到 nn 一 1 位 赴 数 ,这 就 肯定 了 a 十 B 到 小 数 第 和 一 1 位 ， 一 步 一 步 做 下 未 ,我们 
有 可 以 痛 定 a 十 B 的 任何 一 位 数字 . 
我 们 用 定义 遂 运 算 的 方法 来 定义 减 法 ,说 得 更 确切 些 , 假 定 a > B， 如 果 从 某 一 位 开 
她 ,，& 与 上 的 尾巴 完全 相同 , 那 就 变 为 有 限 个 数 的 沽 法 。 如 果 不 是 如 此 ,一 定 有 无 限 个 自 
然 数 二 二 二 ，…*, 使 | 
bs, s bn,. (p=1,2,3,.**) 
作 
am* “ab 一 Ga. 
取 到 m 一 1 位 小 数 ,这 就 肯定 了 a 一 有 B 到 小 数 第 一 1 位 .一 步 一 步 做 下 去 ,我 们 就 
肯定 了 a 一 B 的 任何 一 位 数字 由 减 法 可 以 引出 鱼 实 数 , 极 易 看 出 〈i)。(i)，( 过 ) 对 
所 有 的 实数 (不 论 正 与 负 ) 都 对 ， 
对 一 实数 4 我 们 定义 它 的 移 对 值 : 
z oa, 如 果 a 之 0， 
Ia -1 —a, 如 果 a 二 0. 
不 难 证 明 我 们 有 不 等 式 
la+ Bl< |al + 1B8|. 
在 此 式 中 用 8 一 7 一 a 代 之 ,可 得 
lyY| lal + |y—al. 
所 以 
ly 一 xj >|ly| — lal. 


$4. 极 限 


极限 这 一 个 概念 在 中 学 里 学 习 循环 小 数 时 已 沟 介 绍 过 了 。 我国 古 代 早 就 有 了 这 一 站 
念 的 萌芽 .“ 一 尺 之 机 , 日 取 其 牛 , 万 世 不 章 " 就 是 极限 的 看 法 ， 这 句 吓 的 意义 是 一 尺 长 的 
一 根木 棒 , 第 一 天 拿 掉 一 牛 ,当然 还 留 下 1/2 尺 ;第 二 天 取 留 下 的 一 秆 ,还 留 下 原来 的 1/4; 
第 三 天 剩 下 一 一方, …, 第 + 天 剩 下 了 六 尺 。 当 # 大 时 ， 广 虽 小 ,但 并 不 是 0. 这 
就 是 万 年 不 竟 的 道理 。 我 们 用 符号 


来 代表 这 一 事实 ， 它 的 癫 法 是 : 当 7 趋向 无 穷 时 ， 六 接近 于 0。 数学 中 也 常用 以 下 的 发 


法 :任意 给 一 个 很 小 的 正 数 一 0, 一 定 可 以 选择 一 个 且 然 数 N, 使 当 4# 二 NN 时 , 芝 有 
0 一 工 << 6 
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(在 现在 这 个 情 现 中 ,NN 是 可 以 具体 算出 的 , 它 就 是 一 个 大 于 logw 二 /logw 2 的 自然 数 ) 


现在 我 们 一 般 地 来 定义 极限 . 
定义 . 对 于 一 个 实数 贯 ( 有 时 也 称 为 叙 列 ) 


C1, U2, “” ”9 Ons 赤 闪 天 


任 给 一 个 正 数 8 一 0, 性 有 一 个 自然 数 N 存 在 ,使 当 n> 时， 


|a， 一 ga| 一 3。 


我 们 用 符号 
lima, 一 上 
来 代表 . 
不 难 证 朋 
lim(a,+B,) = lima,+ 1imB,. 
俩 1。 数 贯 
0.3，0.33，0.333，-。。 
以 = 为 其 极限 . 
鲍 2. 数 贯 
0.9，0.39，0.339，0.3339，“。。…。 
出 以 = 为 其 极限 . 
例 3。 数 贯 


0.3，0.9，0.33，0.39，0.333，0.339，。。 


也 以 = 为 其 极限 . 


匀 夺 ”如 果 4 > 1, 则 贰 | 二 以 0 为 极限 . 


全 5 贯 生计 39) 以 二 为 极限 


给 了 se 之 0 当 4>3 时 , | 人 37 6n— 1 3 
”2e ”|12m+1 
任何 一 个 实数 % 都 有 写 的 无 穷 小 数 表 示 法 : 


忆 一 一 GCC 


2(42z 十 工 ) 272 


A 
Cn ~ Gm aubi Dn» 

则 

-_ _ _Oon+l Dnt2 . 。 9 9 

% an] 10*+! 十 1 DOzT 十 < or £0"+2 和 

9 ( 1 ,1 ) 9 10 1 
一 一 一 (1 十 一 十 一 十 |) 一 一 一 .一 一 一 -， 
T02+1 10 16 10"*ti 9 10= 


答 了 es > 0, 我 们 取 N 一 | logs 工 | 4- 1 (K[G] 玫 二 的 整数 部 分 ), 旭 得 


N> logs -+t, 10ov> 工 
局 局 


故 当 n>N 时 ， 
1 


a 8_ 
1 0” 


所 以 任何 一 个 实数 都 可 以 看 作 是 宅 的 无 穷 小 数 取 zz 位 所 得 轩 的 数 的 极限 ， 由 此 显示 出 ， 


任何 一 个 实数 可 以 霄 为 一 个 有 理 数 芙 的 极限 . 非 有 理 的 实数 也 称 为 无 理 数 ， 


_ 工 一 -经 一 1 36 
2 | 


由 此 也 可 看 出 ， 存 在 着 以 有 理 数 为 元 素 的 芙 ， 写 的 极限 超出 有 理 数 域 的 范围 《例如 


V2 所 代表 的 无 穷 小 数 )， 于 是 就 产生 了 下 面 的 半 题 : 如 果 以 实数 为 元 索 作 贯 ,能 否 通过 


取 极 限 而 得 出 实数 以 外 的 新 数 来 、 在 下 节 中 ,我们 将 证 明 它 不 可 能 ( 昂 下 市 定理 2)， 我 


倍 先 引进 收 化 其 的 定义 . 


定义 . 一 个 实数 贯 ital} 如 果 适 合 以 下 条 件 , 就 称 为 收敛 芙 或 称 Cauchy 贯 : 对 任 一 


正 数 之 0; 有 自然 数 L( 一 Cs), 这 表示 过 与 ss 有关) 存在 ,使 当 : 与 《都 大 于 上 时 ， 


la 一 ok | 一 6。 
如 果 一 贯 收敛 于 a, 则 这 贯 束 是 收 仇 芙 。 所 根据 的 理由 是 


ool loal + Ia —al. 


如 采 将 收敛 贯 的 定义 换 为 对 任 一 。 > 0, 有 一 自然 数 N 存 在 ,使 当 > 盖 N 时 ， 


[cr 一 an < 一 E， 


此 处 7 不 超过 某 一 常数 c”, 则 {cy} 可 能 没有 极限 ， 例 如 m 一 logom 取 一 | 


则 当 n>N 时 ， 


| log 0 十 1) log oz | < 一 log io @ 十 <) < 2 。 


但 对 于 任意 自然 数 N, 当 4 之 102 时 ，logon > 2V。， 所 以 log 没有 极限 . 
定理 1。 一 个 单调 上 升 的 贯 : 


各 在 


Qo 


oRM, n= 1, 2 


证 . 先 比 较 整 数 部 分 。 由 于 都 不 大 于 M :所 以 除 掉 前 面 若 于 (有 限 ) 项 外 ,从 某 一 项 开 
始 一 定 是 一 个 不 再 变化 的 数 ; 再 论 第 一 位 小 数 , 也 一 定 从 某 一 项 起 都 相同 ,这 样 继续 进行 ， 
我 们 便 一 步 一 步 地 决定 出 一 个 无 穷 小 数 。 因 此 得 出 本 定理 . 

同样 地 ,一 个 单调 下 降 的 贯 ,如 果 受 限于 下 的 话 , 这 个 贯 也 一 定 有 极限 . 


例 6， 贯 一 (1 一 士 ) (1 一 土 )…(1 一 去 ) 为 单调 下 降 的 贯 , 且 有 下 限 零 ,所 以 
有 极限 。 


例 7， 试 证 贯 x 二 2 二 V2 二 人 十 V2 (n 重 根 式 ) 有 极限 . 
先 证 明 x 过 2。 当 # 一 1 时 ,VY 2 二 2. 假定 xx<2， 则 sx 一 V2 十 区 达 2. 
故 由 归纳 法 可 知 *。 < 2。 另 一 方面 , x, 为 单调 上 升 贯 ， 故 有 极限 . 


例 8. 员 一 1+ 袜 十 计 十 训 二 于 趋 一 极限 c=2.7…). 由 #1 之 2 


可 知 ,x 二 1 二 1+ 二 十 …… 十 一 一 < 之 3， 所 以 x 是 有 上 限 且 单 调 上 升 的 货 , 故 有 一 


Dn 
极限 . 这 。 是 目 然 对 数 的 基数 . 

从 实数 

Ge a di 5B5 on。 
的 表示 法 ,我 们 可 以 得 到 一 个 单调 上 升 的 贯 
Qs = dma bb ob,. 
这 个 贯 的 极限 就 是 a。 从 8 也 可 以 作 一 个 单调 上 升 的 贯 Bp,。 乘 积 
ob z 

也 是 一 个 单调 上 升 的 有 理 数 贯 ,并 且 受 限于 上 , 它 有 一 个 极限 。 这 极限 就 定义 为 实数 we 与 
5 的 乘积 。 

不 难 证 明 

Him(ango) = (lime,) (limp,) 

及 对 任 一 目 然 数 g, 有 


、 ‘lim (os) 一 (limoag,)?. . 


又 如 果 a 二 0, 划 必 有 一 自然 数 N 存 在 ,使 当 z 盖 N 时 
an 二 0， 


于 是 鞋 成 为 一 个 单调 递减 的 贯 , 并 且 受 限于 下 ,因而 有 一 极限 存在 , 命 之 为 B， 不 难 证 
Cn 

明 c8 二 1， 我 们 写成 8 一 ca7L 

命 Y 表 任 一 自然 数 ,我 们 一 定 有 一 自然 数 ! 使 a 过 104， 现 在 10"ea,， 是 一 自然 数 ， 
我 们 有 一 唯 一 的 自然 数 P。 使 

Pp 二 10*av 一 (P, 十 1)4. 
命 B, = P,/10", 如 此 得 出 的 是 一 递增 贯 ,而 且 由 uv 三 a 过 10% 可 知 Bs 声 10', 因 此 
limB, 一 有 

存在 ， 由 Bs 区 < (8 + -1 】 可 知 

二 Br ss Cna ~ 捍 107 


BY = limang = a, 
入 


即 


我 们 由 此 可 以 定 出 “的 p/g 次 方 . 

对 任 一 正 实数 B, 研 究 c * 的 单 诗 性 ,由 此 可 以 定义 实数 af. 

不 难 永明 ,实数 对 四 则 运算 自封 ,也 可 以 售 所 有 的 实数 构成 一 个 域 . 加 法 的 交换 、 畦 
全 律 依旧 正确 ,乘法 的 交换 、 和 结合 律 也 正确 ,加 乘 之 间 的 分 配 律 也 正确 。 在 下 节 中 ,我 们 还 
将 证 明 宅 对 极限 运算 也 是 封 阴 的 ， 


$ 5。 Bolzano-Weilerstrass 定理 


从 实数 贯 
ai ao ao (1) 
中 我 们 住 意 取 出 一 部 分 
Gm) Gry ns “°° (2) 
此 处 mm， 是 目 然 数 ,上 且 
村 
鞭 (2 ) 称 为 贯 (1 ) 的 子 贯 . 
车 甘 (1) 有 极限 a, 则 子 贯 (2) 也 以 同一 a 为 其 极限 ， 
如 果 xc 是 (1 的 极限 , 那 末 对 任 一 。 > 0, 必 有 一 自然 数 NN, 使 当 2 盖 N 时 
[ec —a| <= 6. 
因此 可 得 当 ni 汪 N 时 ,有 
lan, — a| < s, 


即 有 一 六 存在 , 当 和 盖 天 时 上 式 成 立 ， 这 束 证 明了 我 们 的 命题 . 


1108202 


世上 命题 的 首 命 题 是 不 对 的 , 换 藻 之 , 子 奸 有 极限 着 不 能 属 明 原来 的 贯 有 没有 极限 ， 
例如 ，zxs 一 《一 1)” 是 一 贯 ,七 的 两 个 子 贰 : 


和 一 1)z 一 1 1 
到 
二 一 1 一 一 1,…… ,XA 一 一 1 
孝 有 极限 ,但 原 贯 没有 极限 ， 
我 个 还 可 以 有 更 复杂 的 例子 : 


1, 1,.2, 1,2,3, 1,2,3,4, 1,2,3,4,5,.-*, 
这 一 个 贯 有 一 个 子 贯 以 1 为 极限 ,也 有 子 贯 以 2 为 极限 ,也 有 子 贯 以 3 为 极限 等 等 ， 
定理 1 (Bolzano-W eierstrass). 在 一 有 办 的 无 穷 点 集中 ,一 定 可 以 选 出 一 个 有 极限 的 
于 遇 
证 。 由 假定 可 设 一 切 数 都 在 a, 5 之 间 ，， 适合 于 < 委 x* 委 2 的 实数 称 之 为 区 间 〈 或 
卫 区 间 ), 以 上 a, 2] 表 之 。 我们 把 区 间 [e, 2 平分 ;其 中 一 定 有 一 千 含 有 无 穷 个 点 。 假 定 
包 有 无 穷 个 点 的 一 年 是 Lal, 人 ， 显然 有 


1 
bia); 


同 法 ,把 区 图 [ ci， 51] 分 为 二 等 分 ;, 则 写 的 一 牛 [a;, b2] 中 亦 有 无 旁 个 点 ;等 等 ， 第 8 次 
分 出 的 区 间 【ex, bx」 照 样 包 售 有 无 穷 多 个 点 
这 些 区 并 的 每 一 个 都 包 售 在 前 一 个 中 , 开 且 第 个 区 间 的 长 度 


1 
br a te a) 


随 着 的 增 大 而 趋向 于 0, 如 此 得 出 两 个 单调 里 


5 < da 委 di< 委 -…。 


与 
1 之 之 0 之 … 


写 倍 都 有 极限 ， 双 由 Bb 一 ar 一 0 可 知 , 这 两 个 极限 相等 , 命 之 为 gc, 朗 


ima, 一 limob, 一 一 a, 


天 .站 中 


[| ax, br」 中 含有 点 集 的 无 穷 个 元 素 ,我 们 任 取 其 中 一 个 , 命 之 为 ox, 划 由 于 


ak SE ak SE bk 


及 
lim | a, bn | 一 0， 
所 以 知道 
lima, 一 a. 
定理 已 灶 钙 朋 , 


这 证 明 中 包括 了 一 个 很 重要 的 原则 , 即 逐 步 平 分 的 原 旧 ,也 称 为 Bolzano 原则 . 


现在 我 们 来 说 朋 上 证 最 后 一 句 话 ,也 就 是 证 朋 
定理 2 (基本 定理 )，。 实数 范围 内 任 一 收 伍 芙 一 定 收敛 于 一 实数 . 


“10“ 


证. 由 假定 ,给 一 任意 的 e > 0, 长 有 自然数 尽 存在 ,使 当 1 二 人 时 ,请 有 
一 ai < 6. 
固定 1, 则 对 所 有 的 & 之 N, 汉 有 
co 一 ee<akr< oa 十 8 
换 音 之 ,在 [la 一 seyaw 十 sj 之 间 有 死 穷 个 点 ak 依 Bolzano-Weierstrass 定理 可 知 , 有 
一 子 贯 fa } 使 
Jimnam 一 C 
现在 仅 须 证 明 , a, 也 趋向 于 C。 我 们 可 以 选取 充分 大 的 x4, 使 
le 一 CI <; 
又 同时 当 ”> 盖 N 时 


[es 一 on, | < 一 5， 


所 以 得 到 当 2 >>N 时 
ia， 一 C | < | an 一 Qn | 十 [zw 一 C| < 26。 


Ima, = C。 
= 


例 1，。 贯 一 本 十 方士 十 方 有 极限 . 


2 
logu 芯 
绽 Jj as> 盖 0, 当 7 二 及 7 之 0 时 ， 
jogino 2 
1 
1 1 1 1 :一 也 
eic Ce 1 一 一生 8， 
2 


改 贯 xz。 有 极限 ， 
例 2。 贯 x 一 1 十 上 二 十 … 十 二 岂 有 极限 
2 了 


给 了 6 > 0, 当 + > | 二 | 及 1 汪 0 时 ,由 于 二 < 一 一 一 上 (x 一 2,3,…), 所 
17 7 


的 一 1 
以 
1 1 
i 
[ot | [is (x +7) 
< | 
7 7 十 1 nl1 十 2 如 十 7 72 

磷 贯 x, 有 极限 . 


定义 如 果 “适合 以 下 的 条 件 , 则 称 为 一 实数 集合 的 确 上 限 : 集合 中 的 任意 一 个 数 
都 不 大 于 a ,但 对 任意 的 e > 0, 集合 中 至 少 有 一 个 数 大 于 a 一 6. 
类 似 地 ,如 果 B 活 合 以 下 的 条 件 , 就 称 为 一 个 实数 集合 的 确 下 限 : 集合 中 任意 一 个 数 
都 不 小 于 有 ,但 对 任意 的 s > 0, 集 合 中 至 少 有 一 个 数 小 于 B 十 6. 
e-] . 


例 1， 贯 1 一 一 以 1 为 确 上 限 . 

例 2，1, 一 1,1, 一 1, 1, 一 1,… 以 1 为 确 上 限 ， 
例 3. 一 (z 一 1， 2, .………) 也 以 1 为 确 上 限 ， 

例 4.。 自然 数 贯 没有 确 上 上 限 . 


汪 


证 .限于 上 的 意义 就 是 所 有 的 数 都 不 超过 某 一 定数 B， 在 集中 任 取 一 点 a, 把 [a,B] 
分 为 二 等 分 : |a， 二 (B 十 a) | 和 | 二 (B+ a),B|， 如 果 后 考 包 有 原 集合 的 点 ,我 们 就 
信之 为 [a, Bi]; 如 果 后 者 大 不 包 有 原 集 合 的 点 , 我 们 就 把 [ce , 8] 表 前 一 分 区 间 。 此 
法 获 行 ,得 出 [a;, B;]， ”9 [cx ， Bx]， 四 我 们 可 以 知道 

lima = limB = C. 
不 0 ke 
这 个 C 了 束 是 确 上 限 了 , 因 汶 对 任何 R， 有 CR < GC < Bi, 旦 在 区 于 [cx ， Br] 内 至 少 包 有 原 
集合 的 一 个 点 ,而 Bi 之 石 再 没有 原 集 合 的 点 
同 法 可 许 受 限于 下 的 实数 集合 一 定 有 一 确 下 限 . 


§ 6. 复数 的 定义 和 天 量 


次数 域 对 加 \ 减 \ 乘除 自持 , 对 极限 手续 也 自持 。 但 依旧 有 不 完备 的 地 方 , 就 是 连 极 

简单 的 方程 
x 十 1 二 0 

在 实数 范围 内 都 还 没有 解 。 由 于 这 样 的 客观 情况 ,我 们 很 自然 地 便 要 求 进一步 扩充 数 的 
范围 ,引出 新 数 ,使 钱包 有 实数 ,又 保留 实数 的 基本 运算 定律 . 

我 们 先 来 属 明 平面 直角 坐标 系 。 在 平面 上 取 两 根 相 交 于 一 点 0 而 且 相 互 垂直 的 直 
线 ， 分 别称 它们 为 x 轴 与 ? 轴 ，0 又 称 为 原点 ， 使 每 根 轴 上 的 点 都 与 实数 一 一 对 应 起 来 
(如 $ 3 所 示 ), 原点 对 应 于 需 . 我 们 用 下 面 的 方向 来 确定 x 轴 与 y 轴 的 正方 向 , 朗 由 x 轴 
的 正 向 逆 时 狂 转 90? 即 得 y 轴 之 正 向 。 ’ 

过 平面 任意 一 点 P, 作 两 条 直线 ,分 别 垂直 于 * 轴 与 y》 轴 。， 改 垂 足 对 应 的 二 实数 分 别 
是 和 与 mm 于 是 已 点 便 决 定 了 一 实数 对 (x1, 41). 反之, 如果 有 一 实数 对 【〔xi, 六 1) ,我 们 分 
别 过 x* 埋 与 y 轴 上 的 点 x1 与 科 ， 作 两 条 分 别 垂 站 于 x* 加 与 了 轴 的 直线 , 这 两 条 直线 相交 
于 一 点 P。 因此 实数 对 与 平面 上 的 点 成 为 一 一 对 应 ， 称 (zi yi) 为 点 P 的 座 标 , 其 中 x 
又 称 为 模 座 标 ，y1 为 堆 座 标 。 上 述 座 标 系 芋 吓 做 直角 座 标 和 柔和 统 ， 也 称 为 Descartes 座 标 

* 轴 与 了 珊 将 平面 分 成 四 个 象限 ,这 四 个 象限 中 点 的 座 标的 符号 为 

复数 (或 称 复 虚 数 ) a 就 是 一 个 实数 对 (a,5)， 命 B= 二 (c,d) 是 另 一 复数 ,这 两 数 
的 加 法 定义 为 : 


a -12 


| 

笠 号 ] 1 1I II11 lV 
坐标 
, + | -|| 
| 
图 5 

a+B=(a+c, b+ ad). 

而 乘法 的 定义 是 


aB = (a,b)(c,d)= (ac— bd,ad + bc) 
定义 天 量 为 平面 上 有 方向 有 长 短 的 线段 。 我 们 现在 讨论 的 矢量 是 指 有 以 下 意义 的 自 
由 天 量 : 同方 器 等 长 度 的 和 关 量 不 加 区 别 地 看 成 为 一 个 矢量 。 例如 ,由 原点 出 发 到 (4, 5) 
点 的 矢量 和 由 《€, 7) 点 出 发 到 (a -H &, 6 十 7) 点 的 矢量 就 被 看 成 为 同一 矢量 ， 所 以 ， 
一 个 复数 代表 一 个 拓 量 ,并 且 一 个 和 拓 量 也 代表 一 个 复数 . 


(a+c,b+d) 


《ea 中 $s， 十 7) 


(a, 6) 


图 6 图 7 


两 个 天 量 的 和 的 定义 :把 第 二 个 矢量 的 起 点 接 在 第 一 个 矢量 的 终点 上 ,由 第 一 矢量 的 
起 点 到 第 二 和 天 量 的 和 络 点 的 矢量 便 是 这 两 个 和 关 量 的 和 .第 一 个 矢量 用 (ec, 5) 表示 ,第 二 个 
用 (c, 2) 表示 。 把 第 二 个 矢量 移 成 为 从 点 (ca, 6) 到 点 (4 十 c,2 十 了 ) 的 线 眉 ， 显 然 可 
见 , 这 两 天 量 的 和 矢量 (a 十 c,2 十 2) 就 是 以 矢量 (a,5) 及 (c, 4) 为 边 的 平行 四 边 形 
的 对 角 线 。 这 中 做 平行 四 边 形 法 划 。 由 此 可 见 ， 矢 量 的 加 
法 和 复数 的 加 法 是 完全 一 致 的 。 

2 个 复数 


ak =— (at, bk), & 一 了 2。 -7 


的 和 等 于 
ct 十 十 am 一 (ci 十 十 any pl 十 十 5) 
ca ot ota 它 的 几何 意义 就 是 把 所 对 应 的 各 个 矢量 一 个 接着 一 个 地 而 
图 38 下 来 , 从 & 的 起 点 到 a 的 终点 连 戊 一 个 舌 量 , 这 个 矢量 就 


® 3 +* 


代表 了 我 们 的 复数 之 和 | 

不 难看 出 ,复数 的 和 并 不 依赖 于 各 项 的 先后 次 序 ( 交 换 律 ,就 是 a 十 B 二 Bi 十 a); 各 
项 可 以 任意 粗 合 地 先 求 和 或 后 求 和 ( 征 合 律 ,就 是 a 十 (6 十 7) = (a 十 B) ++7). 

减法 就 是 加 法 的 道 运算 ， 两 个 矢量 的 差 为 

(a, 6)— (c,d) = (a— ce,b—d), 
这 就 是 做 一 个 与 (c, 4) 方向 相反 的 矢量 (一 c, 一 4)， 
把 它 加 在 (a, 5) 上 . 

由 勾 股 定理 可 知 ,矢量 (a, 5) 的 长 度 ( 朗 原点 (0, 0) 
至 点 (a, 5) 的 距离 ) 等 于 V ec 十 天; 写 称 为 和 关 量 的 模 数 ， 
也 称 为 所 对 应 的 复数 o 的 息 对 值 ， 用 |a| 表 它 。 同 样 可 
知 , 点 《as 5) 至 点 (cz 5) 的 距离 为 


Va 一 Cj 六 十 《下 一) (1) 
因为 三 角形 两 边 长 之 和 不 小 于 另 一 边 医 ,可 知 
lol + 1B| 宇 |at Bl. (2) 


这 一 公式 的 解析 表达 式 是 
VETB+ VETRS VO Tia C3) 
读者 试 自己 直接 证 明 一 下 。 一 般 悦 来 ,上 式 是 取 不 等 号 的 ,只 有 当 两 天 量 同 阅 的 时 候 ;, 才 
取 等 号 。 
同样 可 知 
/ at | < al+.…+|a,l, 
且 仅 当 wm， -…, a 都 同 向 时 闭 取 等 号 . 
命 7 二 (e, 用， 在 式 (2) 中 以 y 一 a 代 B, 可 知 
cl 十 ly 一 ol 辫 |7|。 
所 以 得 出 
ty 一 al>llyl 一 tel 
从 而 我 们 得 出 
lal ~ lpl|< la— Bl< lal + IBl. 


$7. 极 坐标 及 复数 乘法 


在 发 明 复 数 乘法 之 前 , 先 介 焰 复 数 a 一 (a, 5) 的 另 一 才 示 法 , 即 极 华 标 雪 示 法 ， 用 
P 表示 矢量 的 长 度 Va 十 ,用 0 表示 矢量 和 xz 埋 所 夹 的 角度 , 称 为 辐 角 。 现 在 任何 一 点 
(a, 25) 都 可 以 表 成 为 
| d= pcos0, b= psin0, 0p, O00< 27, 
就 是 a 一 (pcos9, psin0)， 除 掉 原 点 (0, 0) 以 外 ,其 他 任 一 点 一 定 有 了 唯一 的 一 粗 p, 0， 
兰 且 对 适合 以 上 条 件 的 不 辐 的 p, 6 租 , 对 应 的 点 也 各 不 相同 . 
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如 染 
B= (rcosy, rsind)， 
则 乘积 
aB = (ac — bd, ad + be) = 
— (pr( cosOcosy 一 sinO siny), 
pr( cosOsinyg 十 sinOcosy)) = 
一 Te 十 > pT nC 十 J )); 图 10 


| 


当然 可 以 推广 为 :」 个 复数 汪 积 的 失 对 值守 于 光合 沾 因 了 了 要 对 从 的 采取 江 各 入 和 于 
各 个 辐 角 的 和 . 
上 由 此 可 兄 ， 复数 的 胰 法 并 不 依 天 于 各 项 的 先后 次 序 (交换 律 ， 束 是 aB = Ba), 也 不 依 
占 于 任 章 和 粗 合 地 先 求 积 或 后 求 积 (结合 律 ,就 是 a(By) 二 (aB)Y), 也 不 难看 出 分 配 律 
(al 2)B = aB + oaB 
成 并， 信者 试 自 证 之 . 
际 夺 古 乘法 的 逆 运 算 ， 我 们 有 


% (pcosO, psing __ PI EW onlh 
B re ranp) TO ,sin(O— 0)), (rz 0), 


把 均一 (ce, 一 5) 定义 为 a 的 共 二 数 , 显 然 有 
wa 一 (ac， 2 (a, 一 - p) -一 (0D2， 0 ) 


及 
a+B 一 5 十 5， 一 25. 
由 乘法 的 性 盾 可 知 ,在 研究 复数 时 ,我 们 有 两 个 重要 的 单位 
(1, 0), (0, 1). 
第 一 个 单位 具有 


(1, 0)(a, 6) = (a, 6) 
的 性 厦 、 所 以 我 们 就 用 1 来 吉它 。 (a, 0) 对 应 于 4a。 所 有 的 (a, 0) 与 实数 系 狗 完全 一 
玖 ,我 们 也 束 简 单 地 用 a 来 代表 (a, 0). 

第 二 个 单位 用 以 下 的 符号 : 
i = (0,1). 
显然 有 
= 一 -一 1 

形 如 《0, 5) 的 复数 ,我 们 就 用 bi 来 表 它 ,如 此 任 一 复数 都 可 以 写成 为 

a—= (a,b6)=a+t oh, 
运算 法 则 可 以 写成 为 

x 十 有 一 4a 十 bp 如) 十 (cc 十 如) 一 za 十 c 十 (2 十 dz， 
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aB = (a+ bi)(c 十 ii) 一 ac 一 2 十 (cd 十 be)i, 
ax 一 (人 4 十 25) 一 0) 一 到 十 天 一 |aj 
4 称 为 复数 a 的 实数 部 分 ， 有 时 用 符号 Ra 表 写 ; 2 称 为 虚数 (或 和 纯 虚 数 ) 部 分 ， 用 Sa 表 
它 。 我 们 称 * 轴 为 实 轴 , y 轴 为 虚 轴 . 
我 们 现在 谈 一 下 复数 乘积 的 几何 意义 ， 
定义 .二 矢量 a 一 (a,5) 与 B = (c,d) 的 内 积 为 
a-:B=(a,6)* (c,d) = ac od, 
用 极 坐标 , 内 积 就 是 
pr( cosgcosu + sinOsing) = prcos(6 一 由 )， 
这 儿 0 一 几 是 两 矢量 的 来 角 ， 
aa 一 4 十 WW 是 和 拓 量 0 的 长 度 的 平方 ,矢量 0 与 B 的 夹 角 的 余弦 也 可 以 表示 为 
ac + bd _ a.B 
VE PVTE Vi rave 
由 此 可 昂 , 如 斥 二 天 量 的 户 积 为 堆 , 则 它们 是 互相 垂 站 的 . 
对 应 于 (a, 5) 与 (cd4) 的 复数 命 之 为 w 与 B, 则 
aB = (ac + bd) + (be — ad)i. 
所以 该 二 和 拓 量 的 内 积 也 就 是 ap 的 实数 部 分 ,也 就 是 


Ca, 65)“ (c,d) — (aB + aB). 


cos(0—7)°= (1) 


上 此 可 以 得 出 余 汞 定律 
la— B= |al?*+ |Bl?— aB —aB= |al*+ |Bl*—2|allB|l eos (0 — Hp). 

aB 的 虚数 部 分 是 
于 (aB — aB) ~— bc — ad = pr(sinOcosd 一 cosgsiny) 一 Prsin(g 一 少 )， 


这 就 是 以 矢量 a, 6) 与 〈c, 4) 做 边 的 平行 四 边 形 的 面积 . 


$ 8. De Moivre 定理 


我 们 江 齐 可 以 把 乘法 公式 推广 到 几 个 复数 命 ak = px cosbi + isinOQ), = 1,2, 
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es。。72，。 朋 
ai ay 一 0 * :pr cos (0 十 :十 0)- 二 zsin(O 十 十 0)). 
可 以 用 归纳 法 来 证 明 这 一 千 果 . 当 n= 2 时 ,由 $7 可知 本 和 结论 正确 。 假定 这 一 竺 
论 当 zw 一 1 时 正确 , 旧 
(a1: " “Cn 1 0 一 Ai” “ps—1( cos(O 十 *… "十 0 一) 十 
+isin(6 十 -十 0)o(cos9 + isinO,) — 
一 pl pcos( 十 十 吕 ) 十 zsinCo 十 -… 十 0.))。 


特别 当 pi 一 一 py 一 p; 有 一 一 和 一 和 时: 我 们 有 
De Moivre 定理 .对 任 一 自然 数 ”>， 常 有 
(plcosO + tsin0)) = p"( cosn0 + isinn0). (1) 
义 由 


(cosO + isin0O)( cos0 — isin0) = 1, 
(cosO + isin0) = (cos(—0)T+ isin(— 0)) 


可 知 , 式 (1) 对 负 整 数 7 也 正确 . 
利用 De Moivre 定理 我 们 可 以 解 方 程 
/ x” = 1 (2) 
或 者 更 一 般 些 , 解 方 程 
x =a, = po(cosy tising), p>0, OY 27, (3) 
命 x 一 7+《cos0 十 zsng0), 则 得 
7r"=p, 70= y+ 27k, : (4) 
此 处 是 一 整数 ,由 此 得 出 


1 
加 1 
7 一 pp ,， 0 一 一 (由 十 278)， & 一 0,1., 2 7 一 


它们 都 是 方程 (3) 的 不 同 的 解 ,一 共有 ?个 . 
特别 是 方程 (2), 宪 的 7 个 根 就 是 单 仔 图 的 内 接 上 正 # 边 形 的 项 点 ， 命 
8 一 cos < 十 i sin <, 
7 7 


卓 其 他 话 要 可 以 写成 为 


se, ss， 6 一 1 < 


一 般 谣 来 ,如 果 如 是 式 (3) 的 一 个 根 ， 则 xo8，xo8:,'*"*, Xo8”! 


也 都 是 式 (3) 的 根 . 
当 wp 一 3 时 ， 1 
sl+iV3, lV s 一 1。 
2 2 
当 2 一 4 时 ， 
86 一?， 8 一 一 1， 8 一 一 7 6: 二 1 
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De Moivre 的 定理 有 以 下 的 应 用 . 
例 1。 由 
cos20 十 zsin20 = (cos0 + isin0) = cos0 — sin’0 + 2isinb cosO), 
比较 实数 部 分 与 虚数 部 分 ,得 出 们 和 角 公 式 
cos20 = cos: 0 — sin:0, sin20 = 2 sinO cost. 
一 般 地 说 ,从 
cosn0 十 i sin nd 一 (cos0 十 z sin 0 )" 


\ 
7] _ 
cosz = cosz 一 ( ) cos” :0 sin:08 十 


” 


si 


十 (2 ) cos™™' 0 sintO + “十 人 《一 D* (2 ) cos"™ Osin*0+ 


4 2 
| (一 1)zsinng， 当 了 是 偶数 ， 
.省 
(— 1) cos0 sin"””10， 当 是 奇数 
a 
. nn _1p,. nn _anp ， 
sin nb 一 ( ] ) cos2 ~10sine 一 (3 ) cos”™30 sin;0 十 
十 -十 (一 1)* (zp 二 1 cos ~ 人 1 DO sin**+10 十 
| (— 1) cos0 sin"””10， 当 ww 是 偶数 ， 
~。 十 1 fm 
(—1)*"™ sin 0， 当 x 是 奇数 . 
例 2。 求 和 


A, =1+ rcos0+t rcos20 .+ rlcos(n 一 1)0, 
1 rsin0++ risin20 二 .+ risin(n — 1)0 
作 复 数 A 十 iB,, 由 De Moivre 定理 可 知 


4 十 zz, 一 1 十 (cos0 十 zsing) 十 
十 72cos20 十 zsin20) 十 -- 十 zolcos(zz 一 1)0 -zsin(n 一 1)0) 一 
一 1 十 7rkcosg 十 ising0) 十 六 cosg + isin0) + 二 + ri( cos0 + isind)! = 
了 一 r"( cosz1 十 ysin n0) 
1 一 7(cos0 + isinO0) 


| [ 
rie ee ee ee (ee ye ee ee | [| 


t—r(cos0 十 rsin0O) 1 一 yceos0 十 37sinf 

rtlcos(n — 1)0 — r"cosn0 — rcos0O+1 
7 — 2rcos0O+1 

rtisin (nO— 1)0 — r?sin nO 十 rsind . 


r*— 2rcos0 -1 


ee 
ai 


上 


十 


和 


比较 实数 部 分 反 虚 数 部 分 可 知 


tt 1 名 ” 尝 


cos(n—1)0—r"cosnO 一 7cos@ 十 工 

六 一 27rcos0 十 工 > 
B, = sin(n—1)0—r"sinnO + rsing 
一 一 27rcos0 十 1 


A 一 


$ 9. 复数 的 完备 性 


关于 极限 的 概念 也 十 分 容易 地 推广 到 复数 范围 , 
定义 1。 一 个 复数 芙 
xi，a2y，-。， ap，-。。， 
如 果 复 数 a 具有 以 下 性 质 , 则 称 x 为 这 个 复数 贯 的 极限 : 任 给 8 > 0, 存 在 一 个 自然 数 N， 
使 当 w 宝 时， 
[mw —al<=s. 
定义 2. 适合 以 下 条 件 ( 称 为 Cauchy 币 别 条 件 ) 的 复数 贯 
ay oo -on 
称 为 收 化 贯 : 任 给 s > 0: 存 在 一 个 自然 数 N ,使 当 1, wm 都 大 于 和 NN 时 ,有 
iw 一 ao =. 

定理 1 ， 凡 收 化 芙 一 定 收 敏 于 一 个 复数 

这 定理 的 证 明 很 容易 。 由 条 件 可 知 , ao 的 上 错 、 实 部 分 各 成 一 收 敏 芙 ,然后 由 实数 的 性 
质 立 记得 出 本 定理 . 

所 以 复数 具有 实数 所 有 的 一 切 完备 性 : 对 极限 自封 , 对 加 \ 减 、. 乘 、 除 自封 , 并 旦 还 多 
了 一 个 性 质 , 吏 是 二 十 1 一 0 是 可 解 的 。 是否 还 有 方程 在 复数 范围 内 不 可 解 9 如 有 ,我 
位 还 可 能 攻 号 复数 系 和 芋 ， 不 上 坚 册 扩张 了 ,因为 任何 方程 在 复数 范围 内 孝 可 解 , 

定理 3 (代数 方程 共 本 定理 )。 仁 何 -个 复数 方程 一 定 革 少 有 一 个 复数 根 。 换 
之 ,在 复数 范围 内 没有 一 个 方程 是 不 可 解 的 . 

我 们 不 在 此 证 有 明 这 一 定理 ,以 后 讲 复 变 数落 数论 时 再 加 以 论证 ， 

如 果 xi 是 代数 方程 

f(x) = axz2 十 ar- 十 -十 ax 十 ao 一 0 
的 一 个 根 , 也 吏 是 做) 一 0, 则 由 
XX) zx ) 
可 知 多 项 式 
az) 一 axzr 十 siz"! 二 -二 ax a 
= f(r) — fr) 一 oo 和 一 好 ) 十 oocx Oar 下 oo 
一 《xz 一 Xx)(an(x "十 -二 X71) 二 orilx 二 十 a)， 

即 f(x) 有 一 个 因子 (“一 X1). 并 人 句 话 膏 ， 如 果 f(x1) 一 0， 剧 (x 一 2) 一 定 除 得 尽 
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帮 x)。 去 掉 因 子 (x 一 1) 之 后 ,仍然 得 一 多 项 式 , 用 以 上 方法 又 可 求 思 另 一 因子 (x 一 x2)， 
等 等 ， 依 此 方法 第 行 ,可 知 在 复数 范围 内 任 一 多项式 可 分 解 为 
f(x) 一 osx — x1)* (x 一 xn 

也 就 是 启 , 如 果 连 重 根 的 个 数 也 计算 在 内 , 那 示 一 个 次 方程 一 定 有 ”个 根 ， 并 且 不 能 再 
多 . 

这 说 明了 复数 域 有 代数 自封 性 . 

从 以 上 所 得 的 精 果 也 可 以 看 到 ， 

aoxa 十 .十 ax 十 aa 一 an(x 一 3) (x CO— xX,) = 
一 anfx” 一 Gix?1 十 -十 (一 1T)kokxzr 十 .十 ( 一 1)"ao]， 
此 外 ox 是 从 xj (i = 二 1,2,……, 2) 中 任 取 个 所 得 乘积 的 总 和 ,也 就 是 
01 一 2 十 … 十 za Ga 一 XIxXa 十 XiX3 十 -十 X2x3 十 -十 Xp 一 Xp， On 一 XIX2' Xn 
比较 系数 可 网 
0i 一 一 o/s Ga 一 ar-z/as ***, 
ot 一 《一 1)ta /ar ""*", Go 一 《一 1)"ao/a。 

我 们 现在 考虑 实 系数 多 项 式 四 

(x) 一 aox2 十 Cixze 小 -十 ax 十 ao 
如 果 f(x) 有 一 个 复 根 a 十 Bi, 邵 

f(a + Bi)= 0, 

则 a 一 Bi 也 是 一 根 , 所 以 f(x) 可 以 鹤 
[x—(at+Bi)llx—(a—B)]l=(x—a}+PB=*+pr+g, 
(p=—=—~—2a, g=o+B) 

除 尽 。 用 x* 十 px 十 9 除 f(x), 得 出 
f(x) = (x + px 十 9g) 广 (xz)， 
再 研究 f(x) 一 0， 陆 绪 进 行 可 得 以 下 的 
定理 1、 一 个 实 系数 多 项 式 可 以 分 解 为 一 次 与 二 砍 的 实 因 子 . 
所 以 一 个 实 系 数 方程 的 复 根 是 共 顽 地 成 对 出 现 的 ,并 且 一 对 复 根 的 重 数 相 等 ;由 此 也 
推出 , 实 杀 数 的 奇 次 多 项 式 至 少 有 一 个 实 根 . 


$ 10. 四 元 数 科 介 


上 面 我 们 已 径 看 到 了 把 实数 扩充 到 复数 的 过 程 , 开 且 已 经 知 道 复数 对 四 虽 运 算 自 封 、 
对 代数 运算 自封 和 对 极限 也 自封 诸 性 质 ， 在 代数 的 研究 中 ,我 们 还 可 以 把 复数 再 扩展 , 扩 
搬 成 为 一 个 更 大 的 柔 笠 ， 称 为 四 元 数 .。 复数 仅 有 两 个 单元 1 与 i, 而 四 元 数 有 四 个 单元 
1, z 7 4。 一般 的 四 元 数 的 形式 是 
2& 一 4 十 2Dz 十 cy 十 CR 
此 处 a, 6,c ,4 是 实数 . 两 个 四 元 数 的 和 与 着 定义 如 下 ; 设 


s 了 De 


== 4 十 2 十 cy 十 志 R， 


ll z : / 
atB= (ata)+ (bio)i + (cte)i + (dtd )h. 
乘法 的 规则 依赖 十 
1 一 一 一 一 1 一 一 天 一 A 
人 一 一 好 一 1。 二 一刻 一 
一 般 讲 来 


oB= (e+Bi+eci+t dk)a obit+ej+ dkh)=(ae — bo — ee — dd)+t 
十 (cc 十 pe ted ~—dc)i+i+(ac 十 ca + db — bd )i+ 
十 (el 二 da’ + bc’ — ch’ )R. 

四 元 数 的 加 法 也 适合 交换 律 和 结合 律 。 我 们 不 难 证 明 , 葬 法 虽然 适合 千 合 律 , 但 是 开 

不 泛 合 交换 律 ,这 是 和 复数 与 实数 最 显著 的 不 同 。 换 早 之 ,我 们 有 
«(BY) 一 (xpB)7， 
但 是 一 般 讲 来， 
aB ~ Ba. 

而 科 、 加 之 阅 的 分 配 律 依然 正确 . 

现在 先 研 究 怎 样 的 < 能 使 任 一 四 元 数 有 带 有 aB = Ba， 由 ci 一 ia 可知 c 一 ?一 0; 
父 由 aj 二 ja 可 知 2 一 4 一 0, 即 当 4 是 实数 4 时 才 可 能 与 所 有 的 四 元 数 艾 澳 。 实数 域 
是 四 元 数 域 的 一 部 分 , 它 是 和 所 有 的 四 元 数 都 可 以 交换 的 数 的 集合 

我 们 定义 

& 一 4 一 到 一 cj 一 < 
为 a 的 共 地 数 ,实数 
ww 十 区 一 2g; o 哎 一 i2 十 姑 十 cc 十 大 
各 称 为 «的 迹 和 a 的 模 ,各 以 S(a) 与 N(a) 表 之 。 显 然 有 
sla+ B)= Ss(a) + S(B). 
我 们 现在 证 朋 
N(aB) = N(a)* N(B), 
在 证 明 此 式 之 前 ,我 们 先 提出 另 一 重要 性 质 
下 一 丽 
这 可 以 从 乘法 公式 直接 推出 来 ,由 此 立 得 
N(aB) 一 (aB) (aB) = (aB) (Ba) = a(BB)a = N(a) . N(B). 
如 此 Nl(a) 二 0, 即 所 十 如 十 + 看 一 0) 旧 4 一 bb 二 0 一 4 一 0, 因 而 a 一 0, 
义 和 在 aB 二 0 而 a 产 0, 在 此 式 两 边 同 鲜 以 &， 则 得 
Nl(a) .B= 0, 

所 以 B 二 0; 同 法 若 B 关 0， 可 以 得 到 a 二 0。 换言之， 从 aB 一 0 可 知 a= 二 0 或 
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B=0. 
义 & 洁 合 方程 
x Sta)x 二 + N(a) 一 0， 
原因 是 如 果 把 x 二 a 代 进 去 , 旧 得 
o— (a+a)at oa 二 0. 
同样 x 二 a 也 是 一 根 . 但 与 复数 域 中 不 同 的 是 二 次 方程 往往 不 止 两 个 根 , 例如 , 最 简单 
的 方程 z 
x 一 一 1, 
一 豚 束 看 思 它 至 少 有 x 一 土 i， 土 ;， 土 和 六 个 根 ,实际 上 它 有 无 穷 个 根 ,适合 于 产 十 十 
十 7 一 1 的 实数 p,q, 7 常 使 
\ 扩 十 gj 十 7 大 一 一 (大 十 天 十 让 一 一 1 
关于 四 元 数 的 一 些 儿 何 意义 将 见于 下 童 中 。 
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$11. 二 进位 计算 


在 $1 里 已 提 到 二 进位 ,部 只 要 用 0, 1 两 个 符号 就 可 以 表达 出 一 切 自 然 数 来 . 当然 
在 书写 的 时 候 , 二 进位 最 长 . 但 由 于 可 以 用 电路 的 开 来 表示 1, 电路 的 关 来 表示 0, 所 以 
用 二 进位 最 便于 化 成 机 器 的 动作 ， 因 此 二 进位 制 已 沟 成 为 非常 实用 的 了 。 下 面 介 铭 二 进 
位 的 一 般 运算 . 
例 1. 101011.1011 十 111.0011 一 110010.111， 算式 是 
101011,1011 
十 111.0011 
110010.1110 
网 2。 101011.1011 一 111.0011 一 100100.1， 算式 是 
101011.1011 
to0lL 
100100.1000 
例 3.， 1101,1 x 10.1 二 1000901.11， 算式 是 


1101.1 
x 10.1 


11011 
110110 


100001.11 
SS 72 9 


Ml 


俩 4 1100i0 于 101 一 1010， 算式 是 
1010 
101/ 110010 
101 
101 
101 


cS|oc 
蝎 


怎样 化 一 个 十 进位 数 为 二 进位 数 > 于 把 这 数 的 整数 部 分 与 小 数 部 分 分 于 来 算 . 

先 介 绍 把 十 进位 的 整数 化 为 二 进位 的 方法 ， 用 2 除 余 1 记 1, 余 0 写 0 作为 个 仔 ; 上 四 
用 2 除 所 得 的 商 , 把 余数 记 在 上 数 之 左 ; 表 用 2 除 丙 ,把 余数 到 在 上 数 之 左 等 等 。 

例 5、 十 进位 的 25 等 于 二 进位 的 11001， 宅 的 算式 是 


2| 25 .……- 1 

2| 12 ……- 0 

2 O00 

2[3 1 
1. 


将 十 壕 仔 小数 化 为 二 进位 的 方法 是 将 小数 乘 以 2, 得 出 的 整数 部 分 如 作 小 数 的 第 一 
位 ; 留 下 的 分 数 部 分 再 瑟 以 2. 把 整数 部 分 记 作 小 数 的 第 二 位 等 答 . 
俩 6。 十 进位 的 0.6145 等 于 二 进位 的 0.10011101…， 写 的 算式 芋 
0.6145 


1| 2290 


0| 4580 
0| 9160 
1 | 8320 
1| 6640 


| 


1 | 3280 


0| 6200 


1 | 3120. 


所 以 ,十 进位 的 25.6145 等 于 二 进位 的 11001.10011101…。 

把 一 个 二 进 公 数 表 为 十 进位 数 的 方法 也 是 相同 的 ， 须 把 这 数 的 整数 部 分 与 小 数 部 分 
分 开 来 算 . 整数 部 分 的 算法 为 除 以 1010( 朗 十 进位 的 10)， 所 得 余数 化 为 十 进位 数 记 作 
个 位 ; 再 除 以 1010, 所 得 余数 化 为 十 进位 数 亿 作 十 位 ; 如 此 钱 行 , 即 得 出 百 位 \ 生 位 ,以 至 
我 们 所 需要 的 位 数 ， 

钢 7。 二 进位 的 1110111001 等 于 十 进位 的 953。 算式 是 


3 


1110111001 


010 1010 
1011111 | 020 
i 1010 | 1ool 
1111 让 位 ) 
10011 1 1 
1010 
一 一 一 一 101 
10010 (十 位 ) 
1010 
10000 
1010 
1101 
1010 
11 
(个 位 ) 


将 二 进位 小 数 什 为 十 进位 小 数 的 方法 是 将 小 数 乘 以 1010. 得 出 的 整数 部 分 化 为 十 进 
位 数 记 作 小 数 的 第 一 位 ; 留 下 的 部 分 再 乘 以 1010, 把 整数 部 分 化 为 十 进位 数 记 作 小 数 的 
第 二 位 等 等 . 

现在 我 们 把 求 平 方 的 方法 介 右 如 下 :与 十 进位 数 开 方 的 万 法 相似 ,也 是 先 将 欲 计算 的 
数 分 段 ， 但 由 于 在 二 进位 中 

(a + Cat 6) =aa + 104.5 + 5.b, 

所 以 在 原来 乘 20 的 地 方 换 上 乘 100. 

甸 8。 V110001 一 111， 算 式 是 


11 | 00 | o1 | 111 
1 一 一 
100 XxX1 |10 00 
+1 | 1 ol 
100 x 11 11 ol 
+1 11 ol 


例 9 ”V10 = 1.011…， 算式 是 


100 


1000 十 1 | 10000 
1001 


10100 十 1 | 11100 
10101 
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读者 不 难 由 此 推出 任意 7? 进位 的 四 则 运算 以 及 将 ” 进位 表 为 * 进位 数 的 方法 。 


$12. 人 和 全 环 小 数 


若 有 自然数 ?及 和 使 bintt 一 6+r (一 1， 2 3 1 一 1, 2,…)， 则 称 小 数 
0 一 Cream-i alpla 为 循环 小 数 , 简 记 为 
C= gm nb bnbntl Botr 
定理 1 每 一 循环 小 数 均 为 有 理 数 . 
证 。 是 


7 fof 
一 一 人 、 
Qi Gm 021 0 B 一 0.00- :0841 * "Dnt+1, 
剧 
Bl1 
B ,，... B ( 1 ) 
orn ot ht mt Ti mT 
1 一 一 一 一 
10* 
由 例 4.4 可 知 
v= Lm Xi 人 一 Cn 十 上 9 
I~ 1 Ll. 
10* 


故 & 为 有 理 数 ， 定 理 旋 完 ， 
定理 2。 有 理 数 都 是 循环 小 数 ， 


证 ， 我 们 只 讨论 正 有 理 数 的 情形 ，p, 4 都 是 正 整 数 ， 用 4 除 p, 得 商 数 2， 余 数 


1; 匀 10 村 ”再 以 9 除 之 ,得 商 数 六 ,余数 >:; 再 乘 10 于 72, 并 以 4 除 之 ,又 得 商 数 5b2, 余 
数 ”3， ……' 等 等 。 用 式 子 表示 ,就 是 
一 6 十 71， 0 二 71 二 gq， 
i0n 一 2g 十 7 07,< gq 
l0r2= b+73, 0 委 73 一 了 ， 


第 二 


4 就 是 三 的 整数 部 分 ; b1, 51, 5;, -…… 则 是 的 小 数 表示 中 的 第 一 、 二、 三 、… .位 小 数 . 


如 果 有 自然 数 ” 与， 使 rs 一 7,+1, 那 未 乘 它们 以 10, 再 以 4 除 之 ,所 得 的 疝 数 与 余数 应 
当 相 同 , 也 就 是 设 


| 一 bnt+lt+l, ntl 一 77 二 全 1。 
同 理 z 
bat2 一 brntit2y Tn+2 一 7 2 十 二 29 


汪 人 an 
DA 一 DA， 7 pz 十 人 一 ”人 7 十 213 
Dntrtl 一 DA21+1。 Tn dl 一 六 no 十 241 


区 和 


ve 


pJ 忒 PIH 一 Drtk (一 1,2,-…… :7 一 1， 2。、.。' ). 因此 开 的 小数 者 示 是 循环 的 . 
由 陡 0 < 委 7; dq (i 一 1 2,*。。)，, 所 以 在 g 十 1 个 余数 71》， ”74+i 中 ,一定 有 网 个 
相等 。 于 是 根据 上 面 的 说 明 ， ,2 一 定 是 循环 小 数 . 


$ 13. 有理数 接近 实数 
用 小 数 来 接近 实数 当然 也 就 是 用 有 理 数 接近 实数 的 一 种 特殊 形式 . 在 应 用 中 ,有 时 我 
们 要 用 分 母 最 小 的 有 理 数 来 接近 实数 ， 我 们 现在 还 是 从 W 2 说 起 , 5 一 V2 一 1 在 0 与 
1 之 于 去 一 V2 十 1 大 于 1, 七 的 整数 部 分 等 于 2, 而 分 数 部 分 等 于 &。 换 鞋 之 ,有 
等 式 


1 
一 一 2 十 有 ， 
é 
也 就 是 
1 
2+£ 
用 0 和 十 来 比 ， 工 更 接近 于 二 . 艇 然 如 此 ,上 式 右边 如 采用 十 代 应 当 比 0 代 & 更 
精密 些 . 算出 了 一 - = 二 也 就 是 说 ， = 比 = 更 接近 于 € 些 ; 右边 代 以 更 糖 密 的 
2 十 一 
2 
二 , 左边 一 -一 一 之 对 二 一 定 更 精密 些 . 用 这 样 办 法 算出 一 批 分 数 
5 2 2 12 
S 
1 2 5 12 29 70 16 
2”5 12” 29” 70” 169”408" 
如 此 得 出 的 


L102 -~ 0.414215 
408 


准 到 了 五 位 小 数 ， 这 个 方法 使 用 简单 ( 指 比 开 方 法 ), 并 且 收 钱 得 也 不 慢 ,同时 象 本 还 是 


分 母 不 大 于 408 的 分 数 中 与 V 2 一 1 最 接近 的 近似 值 . 
以 上 的 方法 还 体现 了 分 析 学 上 的 一 个 重要 方法 一 一 潜 代 法 的 原则 . 
现在 我 们 把 上 面 的 竺 果子 以 推广 . 


人 阶 世 表 一 正 的 实数 ，ao 古 七 的 叉 数 部 分 ， 久久 台 一 a0 一 二 上 基 66 也 十 正 实数 ,而且 


大 于 1。 再 命 a 是 & 的 整数 部 分 及 6 一 al 一 二 如 此 绩 行 ， 命 6 _， 的 整数 部 分 是 


2 


Ss 26.-5 


好 7 一 13 而 


如 此 吏 得 出 了 一 个 分 数 
GD 十 
ul 十 l 
人 十 1 
“十 
dn~i 十 一 
这 样 的 写法 占 的 篇 幅 太 多 ,我 们 简写 为 
TI 1 ... 1 1 


zi 十 az 十 十 al 1 E。 
或 


| <。， Hls UH23 ”> 了 11 一 3 Enj. 


经 过 计算 易 得 


十 1 
Lao) 2 [a0, dl] 一 ll, 
1 Al 

[a 4 a dD 十 2 十 0 

1 2 全 Te 

人 201 十 1 
普通 命 
[ ao, “3 as] 一 全 一 mo 


称 为 E 的 第 二 个 渐 近 分 数 或 渐 近 值 . 
定理 1。 半 近 分 数 的 分 母 与 分 子 之 间 有 以 下 的 关系 : 
加 一 ao， pi= a 11, po = anpo-!l tT pr- 
dl1, 9g 和 一 041 ， dr 一 dnqdn—i 十 gp 一 2。 


证 。 我 们 用 归纳 法 。 当 > 一 2 时 ,上面 的 结 花 显 然 正 确 。 假定 已 经 知道 以 上 的 各 
其 对 也 已 经 成 也 ,由 


Pat 一 [aas as eos mt] 一 | asa samts om + | =- 
df mp 十 i Gmtl 
1 1 
Gm 证 pm—! 十 Pm—2 Umpm—!l 十 Pm—? 十 Pm—l 
(a 十 je- 十 Cr 一 2 dmdm—! 十 Um—2 十 -dm 
m+l tmnt 
1 
二 Pm Umtl Po —— dm+1iP sm 十 ?1 一 个 
dm 十 di dm+lidm 十 dm—l 
ntl 
可 得 定理 , 
定理 2. pp 与 qr 还 适合 以 下 的 公式 : 
Pndn—!l 一 pn—ildn 一 (一 1)? 一 、 并 之 1 (1) 
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pngr—?2 一 pr-2qn — (— 1)"a,, 2 之 2. i (2) 
证 ， 当 ”一 1 时 ,(1) 式 显然 成 立 ， 现 在 行 归纳 法 ,由 定理 1 可知 
pndn—l 一 pn-ign — (anpo~l pa-2)qni — (anqal 十 qr)poi 一 
一 pari 一 9s-zjpa-l 一 《一 1) 《一 1)", 
政 得 (1) 式 ， 册 此 并 定理 1 又 可 得 出 
pndn-? 一 pn-2n = (anpn~i 十 pa-2) Gr-2 一 Pr-2angn-i 十 qr-2) 一 
一 as(pr-igdn-2 一 po—2dr-1) 一 《一 1)"an, 
由 (2) 立 烈 得 出 一 个 单 疆 递 升 芙 
Co a 一 C4 < 。。， 


及 一 个 单调 化 降 贯 
ZL 03 Qs> +**, 
和 共 且 由 (1) 立 记得 出 
C2n < C2n—l, 
我 们 现在 来 证 明 
定理 3. 


jim a, 一 lim aoo-l — €, 
R= 00 


FE 一 Or 


因为 dn -一 Cndn—l 十 dn—2 之 dn—i 十 | 之 (人 d ,一 : 十 1) 十 1 之， “9 所 以 这 定理 又 可 以 是 


下 述 定理 的 推 规 . 
定理 4. 
ee 
dn qrqdntl1 qa 
证。 我 们 有 
é 本 | aa an 十 二 |， 
一 Entips 十 Pn—l ~ ~ 1 
‘ Entidn 十 dn—i Sen HT 
所 以 
6 __ pn 工 | (E+ips 十 1) qn 出 类 a (Ent1dn 十 1) | < 
dn (Et19s 十 da—1) ds 
< 1 -1 
(antiqdn 十 qo-)lds qrqo+l 
例 1 
Vz _1-_169|- .1 -~ L 一 


| 408| ™408 XxX (408 X2169) 408 X985 4 X 10" : 
一 - 169 ,，、， . 、 
V 2 一 1 与. 的 误差 不 超过 四 十 万 分 之 一 ， 


x—[3,7,15,1,292,1,1,.°.°] 
的 渐 近 分 数 是 
3 22 333 355 103993 


1 ” 7 ”106” 113” 33102 ” 


在 我 国 五 世纪 时 , 租 冲 之 以 各 作为 玖 率 ， > 作为 密 率 ,由 以 上 的 定理 可 知 


I 一 -L 
113 113 X 33102 108 


故 取 z 为 将 准 到 小 数 关 位， 


附 记 。 实质 上 ， 耳 是 分 母 过 qs 的 一 切 有 理 数 中 与 最 接近 的 数 。 关于 此 点 ,我 个 


各 


这 儿 不 加 证 朋 ( 可 参考 数论 导 引 ，p。271 一 272). 
甸 3. 为 什么 四 年 一 团 , 每 隔 四 年 添 一 天 ?为 什么 第 一 下 年 又 少 闫 一 天 ? 
地 球 锐 太阳 一 周 需 365 天 5 小 时 48 分 46 秒 ,也 就 是 


365 + S48 46 — 365 10463 


十 一 。 
24 24 X60 24 X60x 60 43200 


展开 为 于 分 数 得 
1 1 
5 十 64” 


-> 


算法 为 
43200 
10463| 4 |141852 
9436| 7 | 1348 


1027| 1 | 1027 
903| 3| 321 


七 的 分 数 部 分 的 渐 近 分 数 是 

工 , 二 ， 8 3 163 10463 

4 29 33 128 673 ”43200” 
这 说 明 四 年 加 一 天 是 初步 的 最 好 的 鼻 近 .但 29 年 加 7 天 更 精密 些 ; 33 年 加 8 天 又 精 灾 
些 (也 就 是 99 年 加 24 天 , 我们 的 算法 是 100 年 加 24 天 ); 128 年 加 31 天 更 精密 (这 就 是 
说 , 头 三 个 33 年 加 8 天 ,后 一 个 29 年 加 7 天 , 共 29 十 33 X 3 = 128 年 加 31 天 ， 在 四 百 
年 内 ,有 三 个 128 年 ,四 个 4 年 ,所 以 四 百年 加 3 X 31 二 4 X 1 = 97 天 ,这 与 我 们 的 算法 
相同 ) ;等 等， 

由 .上 看 来 ,我 们 的 历法 是 相当 精确 的 . 
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例 4. 农历 月 大 月 小 是 怎样 来 的 ? 
从 太阳 上 看 月 亮 佬 地 球 一 周 所 需要 的 时 间 为 29.5306 天 , 屡 成 速 分 数 得 


0.5306 一 二 1 1 1 1 1 1 


七 的 新 近 分 数 是 
1 1 8 9 26 3867 ... 


1” 2” 15” 17”49”1634? 
故 就 一 个 月 来 说 ， 最 近似 的 30 天 ，2 个 月 就 应 当 一 大 一 小 , 15 个 月 中 应 当 8 大 7 小 , 17 
个 月 中 9 大 8 小 等 等 ， 就 49 个 月 来 司 ,前 两 个 17 个 月 里 , 均 育 8 个 大 月 ,再 15 个 月 里 有 
8 个 大 局 , 共 49 个 月 中 有 26 个 大 月 。 
甸 5 怎样 算 农历 的 天 月 2? 


365.2422 _ 12.37.。。 
29.,5306 
将 0.37 诬 开 成 连 分 数 ,得 
2 十 II 十 2 十 2 十 十 3 
写 的 源 近 分 数 为 


i113 2 了 10 
2 3 8 19 27 
因此 ,二 年 一 半天 多 , 宇 年 一 关 太 少 , 八 年 三 半 太 多 ,十 九 年 七 问 太 少 ,等 等 . 

你 6. 月 蚀 的 周期 是 多 少 ? 

蝴 至 月 融 是 相同 的 月 面 位 相隔 的 时 间 ， 写 等 于 29.5306 日 。 交点 月 就 是 月 球 在 宅 轴 
道上 从 交点 《交点 就 是 月 亮 佬 地 球 罗 道 与 地 球 伐 太阳 殉道 的 交点 ) 开 始 伐 地球 一 周 再 
回 到 这 个 “交点 所 需 的 时 间 , 写 等 于 27.2123 量 ， 

29.5306 -1+1L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
27.2123 t1 十 1 十 2 十 1 二 4 十 2 十 9 十 1 十 25 士 2 
1 


考虑 1+ 工 工 3 二 一 2 ， 即 汐 过 223 个 铸 望 月 或 242 个 交点 月 ,这 就 


tt1TI 二 2 二 1 二 4 223 
是 月 蚀 的 周期 , 它 等 于 223 Xx 29.5306 天 一 6585 天 一 18 年 因 11 天 . 
全 7.。 火星 高 地 球 最 近 的 一 年 呀 火星 的 大 训 , 已 知 火 星 公 转 一 周 是 687 日 ， 因 为 


687 rt 1 1 1 1 I 
365.25 1 二 7 二 3 二 1 二 4 二 2 


考虑 1 十 一 一 =， 所 以 每 隔 15 年 有 一 次 大 溃 ， 


“$14. 强 六 
上 看 我 们 用 无 穷 小 数 来 描述 实数 ,但 在 实际 计算 时 ， 我 们 总 是 用 有 限 部 分 来 计算 的 ， 
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v) 


这 种 取舍 之 闻 便 产生 谈 差 。 取 近 似 值 的 方法 有 两 种 :一 种 是 取 到 小 数 第 z 位 ,以 下 的 都 含 


奔 挤 ,如 此 就 得 
1 . 
102 


为 一 种 是 四 会 五 人 法 地 取 到 小 数 第 7 位 ,这 样 的 近似 值 ps 适合 于 


0 三 a 一 ay < 一 


在 实际 计算 时 ， 我 们 必须 注意 两 件 事 : (1) 原 资料 数字 的 精确 程度 ; (2) 在 计算 时 可 
能 产生 的 驶 差 。 如 果 我 们 用 位 数 过 多 的 和 天 不 可 笋 的 数字 人 算 ,是 徒劳 无 功 的 ,因而 也 是 完 
全 不 必要 的 .我 们 现在 不 讨论 原 资 料 所 产生 的 可 能 误差 ,而 只 谈 计 算 误差 。 在 计算 的 时 
低 ,我 们 上 内 须 先 和 注意 所 和 人 算 的 数字 的 可 拷 性 ; 另 一 方面 ,我 们 也 必须 了 解 对 答案 的 精确 度 
的 要求 。 这 样 ,人 针对 前 者 ,我 们 可 以 不 算 没 有 把 握 的 计算 ,而 对 于 后 者 ,我 们 可 以 免 去 不 必 
要 的 计算 . 

我 们 更 在 只 准备 襄 明 几 条 最 简单 的 估计 方法 . 

定义 ， 著 量 4 以 数 4 为 其 近似 值 , 则 4 与 4 的 其 的 引 对 和 值 称 为 a 的 超 对 讽 差 ,又 相对 
误差 是 4 的 筷 对 误差 和 宅 本 身 的 筷 对 值 的 比值 ,就 是 14 一 /zl2. 

多 对 误差 和 相对 误差 都 是 没有 实用 价值 的 概念 ， 一 般 讲 来 ,我 们 应 用 最 大 绝对 谭 差 
(或 称 外 移 对 误差 ) 或 最 大 相对 识 差 (或 称 外 相对 误差 )、 所 请 最 大 相对 体 蓉 ， 就 是 指 
|4 一 a|/ja| 的 某 一 有 把 握 的 上 界 . 例如 ,用 四 爹 五 入 取 zw 位 小 数 所 得 的 最 大 相对 误 盖 


0.0016 
3.14 


一 0,00051 


十 琶 大 相对 识 蓉 . 
我 们 用 6, 表 4 对 4 的 最 大 相对 误差 , 草 得 
| A=a+a08,, |0| <1. 
今后 我 们 用 0 代表 一 个 绝对 值 委 1 的 数 , 但 是 每 次 不 一 定 代 表 同 一 个 数 , 
从 
可 得 


= b+ 508,, Ii0l 志 1 


4 二 BB 一 4 十 56 十 (a + 5)0( 8, 十 8 ) < a 二 b+ (a b)max(d,, 6,); 
+ 上 i 十 忆 
骨 一 方面 
4 十 了 za 十 厂 一 (es 十 b)max(6,, 65) ， 
因而 每 而 


1) 有 时 也 将 焰 对 误 盖 与 量 4 的 外 对 值 的 比值 14 一 al/14| 定义 作用 “ 来 近似 4 的 相对 融 差 ， 


@ 31 。 


6. SE max(6,, 6;), 
此 处 max(a, B,……) 代表 这 些 数 中 最 大 的 一 个 . 
又 从 / 
AB = ab(1 + 06,)(1 + 06,) = abl(1 + 0(6, + 6 + 6.6,)) 


可 知 | 
6 6s + 6 + 6.6,, 


但 是 一 般 讲 来 ， 5。 6 都 是 很 小 的 数 , 所 以 666。 更 小 ， 因此 我 们 也 不 妨 号 成 为 


0» 06+ 6 (2) 
同样 ,对 任 一 自然 数 加 有 : 下 
Oa” < m6 (3) 
又 
A_a 1+ 00 a (1 9 Se— 6 ) 
B bp 1+0s, pb 1 + 06; 
由 于 
1+06 宇 1 一 6 
及 z z 
2 
[1 
1 —6, 1 一 65 
2 06.03 O03 天 
司 知 ,如 果 略 去 646,, 这 ,一 一 一 与 -一 一 一 即 得 
1 一 如 1 — 8, 
Oo/b < 0。 十 05。 (4) 


例 1，。 在 求 方 柱 体积 六 一 /区 时 ,6y 二 26, 十 64. 
俩 2. 4 与 B 用 四 会 五 入 所 得 的 数值 各 为 3.14 与 2.32, 求 4 十 B, 4 一 B，, 48 与 
A/B 的 误差 ， 


A+B=5.46+- 
10* 


可 知 5.45 达 4 十 BB 和 5.47，4 十 B 的 准确 小 数值 是 5.4, 准 两 位 而 4 一 B = 0.82 十 
二 -人 0.81 委 4 一 下 委 0.83, 所 以 4 一 下 的 准确 小 数 是 0.8， 间 法 , 7.25 <AB < 去 7.31 ， 
AB 一 7.3.1.36 < A/B<138, 4A/B=14 : 

定义 ， 从 左 方 数 过 来 第 一 个 非 0 的 数字 叫做 第 一 位 有 效 数字 ， 例如 ，0.034 中 第 一 
位 有 效 数 字 是 3。 一 般 膏 来 ,一 个 数字 有 +w 位 有 效 数字 的 意义 是 :在 第 4 位 以 前 的 数字 与 
精确 数字 相同 ,只 有 第 ”位 数字 可 能 与 精确 数值 的 同位 数字 有 所 不 同 ,但 差别 也 不 大 于 一 
个 单位 ”| 
例 1。 3.1416 是 x* 抄 四 使 五 人 法 来 计算 出 的 五 位 有 效 数字 ,而 3.1415 是 略 去 尾巴 而 
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得 出 的 五 位 有 效 数字 . 

租 神 之 首先 指出 
/ 3.1415926 < x < 3.1415927. 

这 对 有 效 数字 和 误差 是 极 好 的 例子 ,是 数学 史上 极光 辉 的 贡献 

向 2. 任何 一 [ 悍 米 于 气体 所 合 的 分 子 数 目 是 2.683 X 10” 个， 它 有 四 位 有 效 数 字 

(Loschmidt 数 )，Avogadro 数 
6.023 X 1023 [ 克 分 子 ]71 

( 即 一 [ 克 分 子 ] 中 质点 的 数 目 ) 有 四 位 有 效 数 字 ， 

例 3， log2 二 0.3010 有 四 位 有 效 数 字 . 

例 4. 一 悍 等 于 3,704 华里 , 宅 有 四 位 有 效 数 字 . 

现在 证 月 : 如 果 有 4 的 近 伏 值 z2 具有 有» 位 有 效 数字 ，、， 旭 a 的 最 大 相对 训 这 5 不 超过 
一 (不 用 四 舍 五 人 法) 或 者 二 (用 四 舍 五 入 法 )， 其 中 zx 是 4 的 第 一 位 有 效 
数字 
假定 a 的 第 一 位 有 效 数字 是 z.10”, 从 假定 可 知 

14 一 cl < 委 10 一 “1， 

所 以 


719 一 才 十 | 1 1 一 为 二 上 
10 二 10 _ 1 


a z2*.10” 2'10"—!™ 


反之 ,如 果 * 是 满足 不 等 式 


0。 一 


(x 十 1)6, < < 10-: 
的 最 大 指数 , 则 a 是 4 的 至 少 具 有 #2 二。 十 1 1 位 有 效 数字 的 近似 值 


原因 是 从 
IA4—al a6, (zt 1)10"6, 10 
即 得 所 述 和 结果 . 
借 1. 已 知 e 一 … 具有 0.59% 的 相对 误差 , 可 取 和 多 少 位 有 效 数 字 ， 若 已 知 e 的 
第 一 位 是 2、 那 末 


0.5 1 
(2+1)2 < 
100 1 


oo 


故 可 取 二 位 数字 . 
注意 , 由 6, 二 一 一 一 - 还 不 能 推出 a 有 :二 1 位 有 效 数 学 ， 


例 2。 4 一 = 4.4814... ，4 二 4.47， 
0.0115 -1 


一 


0, = 。 
4.47 4X 地。 


但 a 只 有 二 位 有 效 数 池 . 
进行 四 则 运算 之 后 的 有 效 数 字 的 法 则 如 次 ; 


.33. 


1. 加 法 : 项 数 不 多 时 ,全 部 和 数 中 仍 保 留 最 大 项 的 数学 位 数 作 为 和 的 位 数 , 在 不 利 的 
情形 下 ,可 能 减少 一 位 . z 

例 1. 求 和 a = 二 3454.70 十 386.350 十 32.4350 十 1.24430.， 各 有 六 位 有 效 数字 ,最 
大 项 取 六 位 ,其 他 可 以 保留 的 数字 就 大 大 地 溅 少 了 ， 兵 去 千 分 位 ,加 之 如 下 式 ， 


3454.70 
386.35(0) 
32.43(50) 
1.24(430 ) 


3874.72 
2. 沽 法 ， 如果 属 泪 数 与 沽 数 相差 很 大 , 仍 如 加 法 的 情况 ， 但 如 果 两 者 相 盖 很 小 ,如 有 
效 数字 将 大 大 地 入 沽 。 一 般 在 计算 中 最 好 避 驶 相差 极 小 的 数 相 注 . 
例 2. 1234 一 1231 一 3， 原来 的 有 效 数 字 各 四 位 ,而 减 后 仅 有 一 位 3. 
3. 乘法 和 除法 : 放 多 接连 的 乘法 与 除法 运算 的 结果 ， 湖 加 运算 的 数字 最 小 位 数 了 要 少 
一 位 ,至 多 少 两 个 有 效 数字 . 
这 些 靶 则 都 可 以 从 (1 (2),(3) 推 出 . 


$ 15. 三 四 次 方程 解法 


二 次 方程 的 代数 解法 已 为 大 家 所 熟知 ， 我 们 自然 会 提出 高 次 方程 的 代数 解法 间 题 ， 
所 谓 代 数 解 法 ， 融 是 由 方程 的 系数 经 有 限 次 四 则 运算 和 和 开 方 运算 得 出 根来 的 方法 ， 我 个 
已 知 三 、 四 次 方程 的 代数 解法 ,我 们 也 知道 五 次 及 更 高 次 的 方程 没有 一 般 的 代数 解法 ， 后 
者 属于 方程 论 的 范围 ,我 们 不 加 倒 述 ， 在 此 我 们 只 讲 三 、 四 次 方程 的 解法 . 
三 次 方程 的 一 般 形式 是 : 
y Tay 二 ay 十 a3 二 0. (1) 
用 新 未 知 数 x 一 y 一 a 替代 y， 则 得 
* 十 (3a a)x + (30 + 2a TT a)x (ot ac t+ wa + a3) = 0, 
取 a 一 一 = ma 可 使 好 项 消失 ,如 此 得 出 
2 十 pz 十 9 一 0， (2) 
此 处 疡 一 培 一 本 村 9 一 四 一 二 aaa + 世相 命 
X= 二 vv, 
则 得 
= 二 二 3wv0(u 十 po 一 二 十 上 十 3xopx 
和 (2) 式 比较 系数 可 知 


37V 一 一 力 。 纪 十 允 一 一 4。 


ww” 与 o 是 二 次 方程 


3 
”+gz 一 ( 达 ) 一 0 
3 
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2 3 

一 一 和 十 + 人 = Ri, 
2 4 27 
2 3 

2 Lt 
2 4 27 


因而 得 出 Cardan 公式 
* 一 MRI 十 VR:. (3 ) 
每 一 立方 根 有 三 个 不 同 的 值 ,本 来 应 得 出 九 种 可 能 性 ,但 是 因为 ww = 一 二 所 以 仅 
有 以 下 三 种 可 能 性 : * 等 于 
MRit MR; VRiwt+ VRo’; VRioz 二 VRao， 
此 处 


一 cos2T + isin< 人 一 一 十 十 
3 3 2 


当 p,q 均 为 实数 时 ,我 们 分 四 种 情形 求 讨论 方程 (2): 


1) 假定 
2 3 
代 十 二天 0， 
才 27 
当然 有 pp 二 0，(3) 式 中 的 Ri, R; 是 共 辐 虚数 . 作 
7 gq p3 g gq p? 
一 一 十 ,| 一 十 一 一 一 十 1 ,|/ 一 一 一 二 二 r+(cos9 土 1 sin 
2 3 2 2 4 27 (cosp ?)， 
此 处 
p __4 
7 一 | 一 cos 中 一 一 -一 。 4 
Y 27” 下 27 (4) 


代入 Cardan 公式 可 用 


一 V 7 (ees 卫 一 2 A 二 isin < - A ) 十 


十 V 7 (cos 于 一 2 一 isin pC 一 2V 7 cs 于 一 R=0,1,2 (5) 


所 以 方程 (2) 有 三 个 实 根 . 
2) 假定 
4 了 0 及 p < 0, 
4 27 
由 此 可 知 


引进 朝 劝 角 w: 


335 。 


_p sino, T+ + 名 一 荆 cosw， 
27 


于 是 
/一 r+ -一 人 + 人 co 了 十 本 cos 一 一 [tg © 
4 3 
_949_ /ro,p _4_ 4, 地 
re VE + 总- -L400 2 -一 3 人 VE 
再 引进 角度 
tr = 上 全 
各 | 多 2 ? 
我 们 得 到 实 根 
z= 一 /2 (tg Petgm)—=— 2V—p/3 
3 SIn ZL 
其 他 二 根 是 虚 根 / : 
VP/3 -VD ag29. 
sin < 中 
在 此 情况 下 ,(2) 式 有 三 根 , 一 实 二 虚 , 
3) 假定 
了 十 p 汪 0 及 p 放 0, 
4 27 
与 2) 相似 ,但 是 上 可 能 小 于 | rie 和 | 我 们 现在 引进 uw: 


2 3 
4 27 2 cos 地 


于 是 
i EAE 
2 和 27 COS CD 3 2 
JJ- e+e ~ ase fe .ase 
2 4 27 COS 四 3 2 
再 引进 角度 : 
3 Cy 
gSPT VES; 
最 后 有 实 根 
Y1 一 = (tgP 一 ctg ) 一 一 < Fatg 29, 
慌 二 虚 根 为 
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(6) 


(7) 


(8) 


2 ctg “四 圭一 一 一 。 (9) 
4) 假定 


在 此 情形 下 Cardan 尿 式 变 为 


:一 全， -1/-4， — 一 工 (10) 
2 2 \ 2 


三 个 实 根 ,两 个 等 根 的 情 次 . 
用 这 些 三 角 公 式 , 代 利用 三 角 对 数 玫 ,可 以 算出 三 次 方程 的 根 , 且 有 高 度 叭 从 性 ， 
例 1.， 解 了 妈 十 9 十 23x 十 14 一 0， 
合 Y 一 ?一 3, 旭 方程 化 为 
和 一 47 一 二 一 0， 
此 方程 有 三 个 实 根 , 分 别 记 为 yay y3。 由 1) 可知 
V27 


cosp 一 人 logncosp — 1.51156, 9p — 71°%2'56". 23°40'59"， 


P+ 2n + 2 143°40'59", Pe = 263°40'59”。 


多 
logu2 Vr = logw 广 一 0.3635, 
3 

改 得 

yi 二 2 V 7 cos 一 一 2.1149， 

人 
y2 一 2 Vy 7 cos 卫 二 人 一 一 1.8608 ， 
yy—2Vr cos pe = 一 0.2541, 


原 方 程 之 二 和 根 为 一 0.8851, 一 4.8608, 一 3.2541, 
负 2.， 解 妇 一 3 十 5 一 0. 
由 2) 可知 方程 有 二 个 复 根 与 一 个 实 根 . 又 由 2) 得 
logy sinw 一 1.60206， w 一 23°34'41”, ~ 一 11°47’, 
logw tg P = 1.77009, 29 = 60°59'34”, 


一 0.05821, L 


sin 29 sin 29 


logio 


一 ].1434。 


loglo V 一 pctg 20 一 1.98244, V—pctg29 一 0.96037 ， 


+ 37 4。 


故 得 三 根 为 一 2.2868，1.1434 土 0.96037i. 
虽然 以 下 的 解 四 次 方程 的 方法 在 实际 中 大 不 应 用 ,但 为 了 完备 ,我 们 仍然 简单 地 介 络 
如 下 ,在 介 半 中 不 涉及 根 的 性 盾 的 讨 诅 . 
一 般 的 四 次 方程 的 形式 是 
yay 十 ay 二 ay 十 44 一 (0, (11) 


以 y 二 x 一 了 代入 , 姑 方 程 (11 ) 化 为 


x 十 px 十 qrx 十 7 一 0， (12) 
此 处 
p 一 一 二 村 十 ao 1 一 工本 一 22z 二 aa， 
8 2 
r 一 一 5 二 二 < 一 二 am 十 人 
由 于 恒等式 
4 2 2 p 2 p” 2 2 
X 二 px Tgqr+r=l TT Te taxtrT oo 一 2ax’ 一 pa, 
故 方程 (12) 化 为 
pp 2 / p? 
(e+ 之 十 -| zuz 一 az+(e+a 一 + 过 | =。 (13) 
取 a 使 方术 
2 
zxe2 gt (w+pa—r+ 之 ) 一 0 (14) 


有 重 根 , 即 它 的 特别 式 必 须 等 于 震 , 亦 即 


: 
Ca (15) 

等 式 (15) 为 未 知 量 4 的 实 系 数 三 次 方程 , 它 有 三 个 根 ， 设 m 为 它 的 一 个 根 、 它 可 以 由 
_Cardan 公式 (3) 表 出 , 亦 朗 四 可 以 由 (11) 的 系数 烃 四 则 运算 及 开 方 运算 表 出 。 利用 m 可 
以 将 (13) 式 写 为 


亦 即 它 可 以 分 解 为 两 个 方程 


2 Vlgmrt (+ ot 4 ) = >, 

< ZV 4% (16) 
z+ V2mz 二 (之 十 m 一 ) = 

2 2 20, 


因为 由 方程 (12) 到 方程 (16) 我 们 用 的 都 是 恒 等 变 换 , 所 以 方程 (16) 的 根 即 方程 (12) 的 根 . 
从 而 方程 (11) 的 根 可 以 由 其 系数 经 四 则 运算 及 开 方 而 得 出 . 
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第 二 章 矢量 代数 


$1. 罕 间 坐标 条 及 天 量 的 定义 


我 们 现在 来 把 矢量 的 概念 推广 到 空间 (三 稚 丛 间 )， 人 先 计 明 一 下 空间 直角 坐标 系 ， 取 
三 很 相交 于 一 点 0 县 两 两 得 得 的 人 直 和 线 , 分 别称 它们 为 + 轴 ,y 轴 与 z 轴 . 我 们 用 以 下 的 
方法 使 每 根 轴 . 上 的 点 都 与 实数 一 一 对 应 起来 。 先 取 一 单位 ,在 每 一 轴 上 都 由 0O 量 起 ， 哪 
边 为 正 哪 边 为 负 2 原 可 任意 ,但 为 了 明确 起 见 , 我 们 依 以 下 的 物 定 办 事 ， 在 x,y 轴 上 各 
任 取 一 正 向 , 头 向 * 韩 的 正 向 ,面向 y 轴 的 正 向 ,而 = 珊 的 正 向 在 左手 边 , 这 样 的 取 法 一 般 
称 为 右 旋 坐 标 邓 (为 什么 称 为 “ 右 " 旋 , 请 与 螺旋 比较 )， 显 然 , 如 果 头 向 轴 的 正 向 , 面向 
z 朝 的 正 向 , 则 * 轴 的 正 向 也 在 左 ; 又 头 向 z 埋 正 向 , 面向 * 拙 正 向 , 则 7y 轴 的 正身 也 在 
左 ;, 序 xx, ?7，z; y, z，,X*; xy 都 成 右 旋 系统 ， 但 如 果冻 向 了 正 疝 , 夯 疝 * 正 问 , 则 z= 的 
正 同 在 石 ， 这 样 的 次 序 称 为 左旋 坐标 系 。 x*，x，y; x,，y,* -本 y,*， 一 样 都 是 左旋 条 
靶 . 
过 空间 任意 一 点 己 作 三 个 平面 ,分 别 垂直 于 * 轴 , y 轴 与 x 轴 ， 褒 化 足 对 应 的 三 个 实 
数 分 别 是 xi ys 4 ，、 于 是 了 点 决定 了 一 个 三 实数 粗 (x1, ms); 反之 , 如 果 我 们 有 一 个 
三 实数 组 (xz1， V1 zZ1)， 过 xX, ys 轴 上 的 点 X11 Yi> 21 作 三 张 平 面 ， 分 别 垂 间 于 ys 
轴 , 这 三 张 平面 相交 于 实 间 一 点 了 P。， 因 此 三 实数 租 (x4, ,21) 与 空间 的 点 一 一 对 应 ， 称 
(zi my A》 为 点 P 的 坐标 .上述 利用 三 实数 粗 决 定 实 阐 点 的 位 置 的 方法 ,叫做 填 角 坐标 
柔和 统 , 也 称 为 Descartes 坐标 水 ， 

(zy，0) 对 应 于 平面 点 (zy y) ,所 有 的 点 (x,，y,，0) 与 平面 上 的 全 体 点 完全 一 政 ， 


图 14 图 15 
过 x 加 与 ? 轴 , 7 轴 与 zs 陨 及 x 鄞 与 + 了 釉 的 平面 分 别称 为 xy 在 面 , yz 平面 及 xx 平 
面 ， 这 三 张 平 面 两 两 垂直 且 将 公关 分 成 八 个 卦 限 。 这 八 个 卦 限 中 点 的 耸 标的 符号 如 下 表 
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NS 
象 限 
符 号 I II TI {V V VI VII VII 
世 十 一 一 十 十 一 -— + 
y + 十 一 一 十 十 一 一 
和 + + + 十 一 一 一 一 


过 空间 一 点 P(r1i, y1， 21) 作 值 线 敢 站 于 xy 平面 ， 交 xy 平面 于 点 P'(xi, y1, 0). 
由 于 原点 至 P' 的 距离 OP 为 Vx? 十 六 ,所 以 由 色 股 定理 ,原点 至 P 的 距离 OF 为 
0P 一 VOP?+ 必 一 VR 十 六 十 并. 
同样 可 证 P 了 与 0(xi, ya， x1) 的 距离 PO 为 
PO= V(x — a) + (yO— y+ Cz — zi) 
一 个 矢量 就 是 一 个 有 方向 的 线 妇 ， 由 字 的 起 点 和 图 点 
蛤 一 决定 。 命 起 点 为 (x1, x2, x3), 艇 点 为 (zi 十 cly xy 十 cc， 
zs 十 a3)， 我 们 通常 所 研究 的 矢量 有 以 下 两 种 : 
图 1 ”不 管 起 点 如 何 ， 所 有 的 同方 向 等 长 度 的 矢量 都 算 做 相 
同 ， 这 样 的 矢量 称 为 自由 矢量 , 由 (a1, cay ai) 唯一 决定 ， 
用 重 体 字母 a 一 (qi, az, 43) 来 表示 ， 
在 同一 直线 上 不 管 起 点 如 何 ,所 有 的 同方 向 、 等 长 度 的 
矢量 都 算 做 相同 ,这 样 的 矢量 称 为 滑动 矢量 
Cx xn xs) 以 下 所 讨论 的 矢量 仅 指 自由 矢量 一 个 自由 矢量 


《之 1 二 dj > 二 42 Y3 十 a3) 


因 9 a = (ai wy 43) 的 长 度 是 
lal =V a+e+ a, 
方向 由 
cose 一 Ta cosB -Te cosy = 


决定 ， 显然 好 1 人 29 他 3 各 是 天 量 a 在 YY 守 轴 上 的 投影 的 长 度 , 而 i B,， Y 是 天 量 与 
*，y， > 贺 所 成 的 角度 称 《cosa,coshB，cosY) 为 和 关 量 a 的 方向 余弦 。 矢 量 的 三 个 方 
同 余弦 的 平方 和 等 于 1.. 


”$2. 大量 的 加 法 


一 和 天 量 a 一 (Ca, 02, 03 ) ， b= (bi, b2, b;) 的 和 定义 为 
ai+b= at hh, a b, at b;). 
显然 有 


se 故人 时 


a+b=b-+a, a+(b+c)=(a+b)+c. 


零 矢量 定义 为 
0=(0,0,0) 
ac 的 反问 天 量 定义 为 
一 G 一 (一 cl, — 4, — 4;)., 
把 关 量 的 起 点 移 到 原点 , 以 a, 有 为 边 作 率 行 四 边 形 , 由 原点 做 出 的 对 角 线 就 才 矢 量 
wx 十 8 


ia = (Mas, lc Na) 
ia+ b= hat ib, ipa) 一 人 LHC 


如 果 有 一 实数 4 关 0, 使 
a = 1b, 
唱 此 二 天 量 平 行 ,或 称 为 共 线 天 量 ; 反 之 灰 置 。 注意 ， 一 Ga 
与 & 等 长 度 ; 但 指 问 相反 ， 
长 度 为 1 的 天 量 称 为 单位 天 量 . 对 任 一 大量 a 关 0， 
一 定 有 一 个 与 a 平行 的 单位 矢量 a ,使 a = 二 lala. 
一 般 厂 来 , 如 果 有 ?个 天 量 ai aa ,ctx， 其 和 十 …… 十 a, 可 以 用 以 下 的 方 
法 求 出 ， 拒 @ 的 轩 发 点 移 到 原点 , 骨 把 az 的 出 发 点 移 到 @ 的 终点 ,再 把 as 的 出 发 点 移 
到 az 的 终点 ……, 最 后 把 a, 的 起 点 移 到 移 定 后 的 qi 的 黎 丰 。 从 原点 到 a, 终点 的 天 量 
吏 是 天 量 as 十 az 十 … 十 ar。 由 此 可 见 , 如 果 - 一 组 天 量 之 和 为 8, 则 上 法 所 得 的 折线 成 一 
闭合 折线 ;反之 亦 莫 ， 
由 两 点 之 于 让 线 最 每 这 个 概念 立即 知道 
io 十 十 as 委 |ol 十 十 |a,|， 
上 式 当 且 仅 当 各 矢量 一 个 接 一 个 地 位 干 同一 直线 上 且 其 指向 相同 时 取 等 号 . 


$ 3. 矢量 的 分 解 


假定 a, 5,c 是 黄 夯 矢量。 现在 把 它 倍 引 到 公共 起 点 
0 , 由 矢量 e 的 烙 点 C 作 两 条 平行 于 a, 4 的 直线, 各 交 a， 
pp 于 M,N， 朋 
c 一 0OMT+TON 一 Ma 二 0 图 19 
假定 a, b,c 非 共 面 矢量 。 命 d 为 任 一 矢量 ， 把 它们 都 移 到 一 公共 起 点 DO， 由 矢 
量 d 的 终点 DD 作 三 张 王 面 ,分 别 三 行 于 (6, c) 乎 面 ，(c, a) 三面 与 (a, 56) 平面 , 且 交 
a,b,c 于 工 , M,N, 则 得 


d= OL+OM+ON=Aha+ub+ ve, 
这 称 为 天 量 d 对 他 》 b,c 的 分 艇 . 取 


-村 >. 


i =— (1,0,0), Jj=(0,1,0), k= (0,0,1), 
乔 @ 一 (al, az 43) 的 分 解 式 显然 为 
a©—~=ait a + ak, 

Qt (及 ao， 43) 耽 是 矢量 在 x (及 y, z) 轴 .上 投影 的 长 度 , 

一 般 地 膏 , 对 矢量 a, 6, c 作 矢 量 

过 一 Ma 十 Hp 十 pc 
的 分 解 ;, 哆 等 于 解 方 在 租 
d; 一 人 Mi 十 HB 十 pc 1=—=1,2,3, 

其 中 人 , ,7 是 待 求 的 数值 . 

定义 ， 如 果 有 非 0 的 人 ,App, -使 

Ma 十 pzpc 十 … 一 0， 

则 a, 656,c,--- 称 为 有 线性 关系 . 

定理 1。 若 二 非 0 矢量 a 与 5 有 闭 性 关系 , 则 两 矢 共和 线 ; 其 逆 亦 里 . 


定理 2。 若 三 非 0 矢量 a, b,c 有 线性 关 和 条, 卓 三 和 关 共 面 ;其 逆 亦 鞭 , 
证 ， 设 Xa 十 jb 十 vc 一 0, 并 可 假定 关 0, 则 a 一 一 人 5 一 二 <: 印 “在 b,c 


所 成 的 平面 上 ; 反之 ,如 果 ay, 8, c 共 面 ,而 其 中 有 二 矢量 a,b 非 共 线 ， 则 可 以 分 解 为 
c 一 人 Ma 十 AD 与 产 不 会 同时 为 0， 否则 与 假定 了 矛盾， 如 果 a, 共 线 , 即 a 二 45, 我 
们 显然 有 关系 a 一 4b 十 0c 一 0. 

定理 3。 四 个 (或 更 多 的 ) 欠 量 a, 6, c, d 必 有 线性 关系 . 

” 证， 如 果 其 中 有 三 个 矢量 a, 8, c 不 共 面 , 则 任 一 矢量 d 都 可 以 分 解 为 d = Ma 十 

十 pb 十 vc。 故 得 定理 . 

如 果 三 个 矢量 共 面 , 则 有 Xa 二 pb 十 ve 一 0， 也 得 定理 . 

习题 ， 已 知 起 点 相同 的 三 和 拓 量 a, 6, ec 其 终点 共和 线 的 必要 且 充 分 条 件 是 有 不 全 为 0 
的 三 个 数 4 pp; 使 4 十 所 十 Dp 二 0 及 ha 十 pb 十 ve 一 0， 试 提起 点 相 网 的 四 矢量 
a, b,c, d， 其 罗 点 其 面 的 必要 日 充分 条 件 为 何 ? 


$9 4. 内 积 ( 无 同 积 , 数 性 积 ) 


定义 ， 二 矢量 a, 的 内 积 定义 为 
a :b= abi + ab; + aybs. 
有 时 也 用 符号 (ap) 代表 它 ， 显 然 有 
a:b=b'!a, a:(b+c)—~a:b+i+-a:ce, 
(a) (pp) 一 人 pa pa.a 一 |al 


» 42。 


由 余 东 定 律 知 道 
la— bl*=— ea 十 15 一 21alijplcoso6， 
而 6 是 a，p 两 矢量 的 夹 角 . 又 由 
ta 一 8 一 (a 一 ba 一 0 一 aa+p.p 一 2a.0 一 ia 十 0 一 2a. 0 


可 知 
ob 
cos0 ratior: 
15lcos 0 
图 20 21 
又 把 这 式 丰 成 为 


a.:b= lal(lb| cos0), 
故 内 积 可 以 看 成 为 矢量 a 的 长 度 乘 以 矢量 g 在 a 上 的 投影 的 长 度 。 如 果 a 与 平行 
《或 共和 线 ) , 则 ac' 6 就 是 ga, 2 的 长 度 之 积 . 
如 果 ay, 重 让 , 旭 wa. 2 一 0; 且 反之 亦 捧 
如 果 用 无 实数 部 分 的 四 元 数 表 天 量 , 即 
& 一 CE 十 Cj 十 Ci 及 B= B+ bi + ow, 
划 
C ， 一 一 (aB+ Ba )。 


即兴 积 等 于 四 元 数 一 aB 的 实数 部 分 . 
省 题 。 空 阅 一 租 矢 量 ,两 两 内 积 均 为 0, 问 租 中 最 多 有 几 个 矢量 。 


$5. 天 量 积 (外 积 ) 


定义 ， 二 矢量 a, 6 的 矢量 积 为 
a X b= (063 一 api — LI153，c1p 一 Co ) 
显然 有 
axb=—bxa, (a+b)xec—~axcece+bxe, 
(ha) x (p68) = h(a x 8): 

特别 有 a Xa 一 0， 也 得 a X (al) 一 0; 反之 ,如果 a x 65 一 0， 则 也 可 以 得 到 
a, bb 共 线 . 

和 天草 积 有 以 下 的 几何 总 义 : 


本 所 


1) a Xe 垂直 于 ae 与 6, 邹 垂 直 于 Ga，& 所 成 的 平面 , 

证, Ga : (a Xx 6) = alabs; OO— a3b;) 十 aid 一 Cl103) + gs ab 一 ab) = 0, 

2) a Xb 的 长 度 等 于 以 a, 86 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ,而且 

lax bl’= |al’lb’— (a: 0) 
证 。 由 
《ez23 一 asb2) + Gabi 一 ab3) + (Cab 一 461)’ 一 
=— (ei 二 a ai)(B + b+ 5) — (Cab qb + ci) 
得 
la x 6|?= |al’b|l?— (a-:6)= |al:lbl?(1 — cos:0) = lal’|bl? sin’0. 

明 所 和 欲 证 ， 

3) gaGXz8 的 指向 是 : 我 们 如 果 依 a X & 站 立 , 则 循 反 时 人 对 方向 由 a 到 & 所 扫 过 的 
角度 三 x, 也 就 是 膏 ，a, 6, a Xe 成 一 右 旋 系 和 统 . 

为 了 设 明 这 一 点 ,我们 取 a 的 底线 作为 x 韩 , a 的 方向 是 x 轴 的 正 向 ， 有 取 a,， 2 所 
在 的 平面 为 x, 平面， 假定 由 Ga 到 的 角度 是 0, |0| 委 r， 如 是 则 

a= |al(1i, 0,0), b= |b|i(cos0, sin0, 0), 
因而 得 
c—axb= lallbl(0,o0, sin0). 

这 矢量 e 的 底线 与 z 韩 相同 ,但 是 它 的 方向 却 视 8 的 正 负 而 定 ， 如 果 9 > 0， 朗 方向 由 a 
到 65, 则 < 的 指向 与 z 轴 同 ;不 然 方 向 由 6 至 ,而 c 的 指向 正 是 与 z 轴 的 负 向 同 。 这 样 
我 们 定义 带 正 负 号 的 平行 四 边 形 的 面积 等 于 |al|6| sin4. 

如 果 用 无 实数 部 分 的 四 元 数 

a= at 二 a+ eR, B= bu 6 + bk, 
裘 示 和 天 量 , 卓 
a x b =— ~ (ap 一 oB); 


图 22 图 23 
也 就 是 矢量 积 a x 65 等 于 四 元 数 aB 的 非 实 数 部 分 . 
特别 有 i Xi=0, jXj=0,kxk 一 0 及 iXj=k, jxk=i,kxi=j. 
从 此 可 得 


下 和 


—a:b-+-axb =aB. 
这 样 的 关 采 把 罕 几 和 天 量 和 四 元 数 窜 切 地 联 在 一 起 . 
者 感 。 起 明 
(a—b)x(a+b)=2axb 
(a—b):(a+b)=a.a—b:.5b 


$86. 多重 积 
1) 三 矢量 的 混合 积 ， 命 a, b,c 表 三 矢量 , 则 


(axb)-.c=e:. (a x b= (wb ab)ectt 
+ Casbi 一 aib3)cs tt (abi 一 abi)cs 一 
ja a a 
b: 6b: 6b3 1 《用 (a, b,c) 表 它 )。 


C1 C2 C3 


Bp 
rr 
Wr 


于 然 可 见 
(axb):c=(bxcec):.a=(cxa):b=—=— (bxa)':.c= 
一 一 (exp).-a 一 一 (axc),， 

定理 1 (a Xe):.ec 的 先 对 值 等 于 以 a, b,c 为 边 的 秆 行 六 面体 的 体积 ， 其 正 氏 
号 的 取 法 如 下 : 依 c 而立 , 照 反 时 侨 方 同 由 qa 到 2 所 扫 过 的 角度 小 于 7 时 得 正 , 不 然 得 
外 . 

证 。@ X 2 的 长 度 等 于 以 @ 及 了 b 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ，d :ce 等 于 d 的 长 度 
乘 以 c 在 d 上 的 投影 的 长 度 , 所 以 

(a X 6) .ece 一 (以 a, 20 为 边 的 平行 四 边 形 的 面积 ) X (c 在 a Xx 5 上 的 投影 )， 这 
就 是 三 行 六 面体 的 体积 . 

从 而 三 和 天 共 面 的 条 件 是 

(a Xx 6b).c=0, 

总 车 得 出 : 

两 和 拓 共 线 ( 或 平行 ) 的 条 件 是 舌 量 积 等 于 0, 序 a xXx6 一 0. 

两 天 慌 坦 的 条 件 是 内 积 等 于 0, 即 ca .一 0. 

三 矢 共 面 的 条 件 是 a (b xc) 一 0 

a, ,ec 三 矢 成 右 旋 系统 还 是 左旋 系统 , 税 混 合 积 (qa, 6, c) 为 正 或 为 鲁 而 定 . 

2) 三 天 量 的 天 量 积 . 

定理 2. 

ax (bxece)=(a:c)b— (a. bec, 
证 。 此 式 左 边 等 于 


(qs 42, 43) X (bcs— bac2s b3c1 一 bc Bic 一 brci) 一 


ase 


— (gbics — bct) 一 apBcl 一 pic3)，ai(p2ci — B73) ~ a bcs — bc1), 
a bac1 一 b1c3) 一 a Bb2c3 一 6302)) 一 (人 (eicl 十 ecz 十 ae) 一 (ap 十 ob 十 aaca)cl， 
《eici 十 aacz 十 aacz)pa 一 《ab 十 aapa 十 asb3)c2, (qici 十 qc2 十 laca)23 一 
(Cabr abs asbs)es) — (a :cb — (a. bce. 
由 定理 2 立刻 推出 
ax(bxc)+bx(cxa)+cecx(ax 6b)=0. 
3) 四 重 积 . 
定理 3. 对 任意 四 和 关 量 ae, 56, c,d, 下 烈 恒等式 成 立 : 


ae a:d 


(ex 有 ex 用 -| gd -a d) (a.d)(b.e). 


不 .由 混合 积 的 等 式 及 定理 2 我 们 有 
(axb)'(ecxd)=(bx (cxd)).:.a=((b.d)c—(b:c)d)'a= 

~ (a:c)b.d)—(a. d)(b .ce). 

定理 4. 对 任意 四 矢量 a, 5, c, d, 下 烈 慰 等 式 成 立 ， 
(a Xx b)x(cxd)= (a,b,d)ec— (a, b,c)d = 

~ (c,d, a)b— (ec, d, b)a. 
证 . 将 a, 5b, c,d 四 矢量 的 矢量 积 看 作 三 矢量 a X b,c, d 的 矢量 积 , 并 利用 定 
理 2 得 

(a x 6)x (cxd)=((ax b):d)c—((a x b).:c)d= 
~ (a, b,d)c— (a, b,c)d. 
力 一 式 可 用 同 闭 证 之 . 
如 (a, 6, c) 天 0, 则 得 d 对 a, b,c 三 矢量 的 分 解 式 


上 


1 
这 个 分 解 式 相当 于 解 三 元 一 欢 方 程 组 的 Crammer 法 则 。 
如 题 1. 诈 明 
axipx(cxd) 一 (pawl)(axec) 一 (5 -ce)(a Xx d), 
(axb,bxc,cxXa)= (a,b,c), 
(axp,bxg,cxXr)+(axg,bxr,cxp)+i 
+ (axr,bxp,cx gq)=0. 
2. 解释 人 下列 每 式 的 几何 意义 : 
(ha, b,c) = (a, b,c), 
(at+a’,b,c)= (a, b,c) + (a’, b,ce), 
(a + 48, b,c) = (a, b,c). 
» 46 。 


$7. 和 坐标 的 变换 
现在 所 讨论 的 都 是 韦 角 坐标 系 , 旧 坐标 骤 .O; X,Y 了 ,2Z} 与 新 华 标 系 10'; X,Y', 2Z'}. 


两 坐标 的 单位 矢量 分 别 为 i, J, R 与 了; 有 .。 新 坐标 对 旧 坐 标的 位 置 , 决定 于 以 下 两 个 
因素 : 


1° 新 原 点 的 旧 上 坐标 (wo, Yos z0)} 


2” 新 坐标 地 与 日 坐标 翰 租 成 九 个 角度 的 方向 余弦 : (ea, B, 7Y)，(a', B',7Y), (a”， 
B',Y ). 


24 
内 积 表 示 法 如 下 : 

=:1, B=7:.J7, y=1 .kk: 

wx 一 了 了 1 B=7:J, 7 =J .RkR; 

oe =Rk :i, B=k .7, y=k:k 


任 一 点 M 的 旧 矢 量 表示 7 与 新 矢量 表示 ” 之 并 有 关系 
rr 一 7o 十 7， 

此 处 ro 是 OO 了 一 (zi yz) 及 一 (x yz) (对 新 坐标 )， 又 已 知 
{==ai+t Bt 7k, 
=ait+BI+YyRk, 
k'—oaitBit+y’k, 

所 以 


=xo 二 ox 十 ay 十 az， 
7 一 yo 十 pz 十 By 十 Bxz， 
2 一 30 十 ?xd 十 yy7 十 了 2. 
因此 远 过 新 华 标 x ，y , x” 及 方向 余弦 a, B, 7Y…*… 等 可 以 表 出 旧 您 标 x, y, x 来 。 当 
R 一 和 ,so 一 0 时 , 即 等 平面 的 坐标 变换 公式 . 
由 于 苹 ; 了, R 是 单位 矢量 且 互 家 垂直 ,可 知 
o 咏 十 居 十 入 一 1 
co 十 及 十 yy 一 工 、 
co 十 B2 十 了 2 一 1 


ca 十 BB 十 YY 一 0， 
oo -十 BB 十 yy -一 0， 
a 十 B BT+TY 7 一 0. 
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又 由 7?, 7 是 单位 矢量 且 互 相 垂 站, 得 
+ali+oa ?=1, ep 上 ap 二 op 一 0， 
B+B*+B’=1, 8r+pB7Y TBpBY 一 0， 
入 十 7 十 一 1 YX 十 Ya 十 ya 一 0. 
虽然 有 九 个 方 问 余弦 ,但 是 其 关 有 六 个 关系 式 。 我 们 可 以 用 三 个 独立 参 变数 来 确定 
这 些 方向 余弦 ,这 参数 的 取 法 在 不 同 的 场合 中 可 能 各 异 .。 在 天 文学 及 力学 中 最 常用 的 是 
Euler 和 角 . 
(i, JR) 与 (qa, 6, ec) 为 两 组 原 点 公共 的 正 向 三 直 交 单位 矢量 ， 现 在 用 三 个 和 角 
0, 9p，, 来 确定 (qa, 5b, c) 对 (i, j, R) 的 位 置 . 
1) 9 角 。 名 为 倾角 , 郎 开 与 ce 间 的 夹 角 , 亦 即 
RkR'c = cosOh. 
2) 四角。 名 为 节 线 角 , 平 面 (i, 让 与 (qa, 6) 的 交 线 单位 矢量 命 之 为 u, 上 划 i 与 a 
的 交角 就 是 p。 如 果 确 定 u 的 指向 是 (au, kh, ec) 成 右 旋 系 社 ,出 


uO— Rxe = icosq 十 Jsin 9, 


sin 0 

3) 由 角 ， 即 zz 与 a 两 矢量 的 夹 角 . 

引进 以 下 的 辅助 矢量 : 

”单位 天 量 在 (i, 站 平面 内 ,而 且 与 a 垂直 和 代 使 (4o，v， 且 ) 成 右 旋 系 瓯 三 矢量 , 则 由 
村 下 一 zcosyp 十 Jsino， 所 以 

2 一 Tsin — Jcosm, 

单位 天 量 9 在 (a, 2) 平面 内 ,而 且 与 ee 稚 直 并 使 (q, c, a) 是 右 旋 系 烷 三 矢量 , 则 

dq=cCcXu, 


图 25 阳 26 
完 证 e 在 〈p, R) 平 面 上 ， 这 可 由 wu 垂直 于 (oa, R)， ec 垂直 于 za 得 之 ;由 此 
c 一 Vsing 十 Rcos0 一 (zsinmp 一 JcosDy)sing 十 ARcosb 


cC 一 sinopsin0 一 Jecosgpsing 十 kcos0. 
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再 证 a 在 (wu, 9) 平面 上 ， 这 可 由 e 垂直 于 (u, 9) 而 a 垂直 于 e 得 之 ; 由 此 
C = ucosyJ — qsing = ucosy — (cc Xx uu)sinyg, 
即 得 
a =— i(cospcosy + sin®singeos0) + jsingeosy — cospcos0sing) 一 
— Rsiny sin 6. 
再 由 8 一 cXxa 可 知 
b=—i(cosgsing — sinecoscosD) 十 也 cosbcosmcos 中 十 sing sing) 十 
十 Reosy sin 0. 
这 样 得 出 了 从 坐标 系 《a, p, ec) 变 为 坐标 系 (i, j, R) 的 变换 公式 
实质 上 ,这 些 公 式 可 以 由 如 下 运动 来 说 肯 它 们 .将 右 旋 系 欧 三 矢 (i, J, k) 
1) 绕 有 轴 转 动 角 度 p， 把 (i, J 了, 有) 变 为 (v, a, R); 
2) 和 绕 u 轴 转 动 角度 6， 把 (v, u, R) 变 为 (9，c，z); 
3) 绕 c 轴 围 动 角度 由， 把 (gq, ce, u) 变 为 (a, b,c)， 
则 得 右 旋 系统 三 矢 (ga,， 5, c) (有 时 PP 称 为 进 动 角 , 9 称 为 章 动 角 ). 


$8. 平 而 


我 们 现在 用 天 量 符 号 来 复习 一 下 直线 .平面 的 性 扶 : 

在 容 间 取 一 点 O 作为 原点 或 起 点 ， 空 间 的 任意 点 M 可 以 用 一 个 位 器 矢 景 > 一 OM 来 
表 宅 ， 我 们 求 平面 方程 ,使 其 经 过 点 Mao(ro) ,和 并 且 垂 站 于 矢量 m。 命 MGr) 为 个 而 上 上 的 
-- 变 点 ; 则 MoM = r 一 m 就 垂直 于 n, 也 就 是 

(Fr 一 Ti 7 一 0 
这 了 吏 是 用 和 天 量 写 出 的 平面 方程 ,也 可 以 写成 为 
六 天 一 用 
合 > 一 (zy 2z)， 严 一 (4 有 BC); 则 平面 方程 为 
Ar 十 By 二 Cz= D0. 
现在 将 几 种 条 件 下 平面 方程 的 表达 形式 列 于 后 . 
1) 已 知 平 面 过 三 点 Mi(r) (1 一 1,2,3), 命 M(r) 为 平面 上 任意 一 点 , 则 


(r CO—r):[(ri—r) x (rs3~—71))=0 


XX yy Fa| 
X21 YY 32 一 8l 一 0， 
X33 NR YY 2Z3 人 21 | 
丝 引 r= 二 (x， ys 3), ri = (xi, yi, Ti) 4 = 1, 2, 3). 
2) 已 知 平面 过 二 点 MAT1) 与 Mra) 且 平 行 方向 矢量 rn, 旧 平面 方程 为 
fi [kr 一 Pa X(Cnm 一) 一 0 
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TX 一 JJ gz 一 2 
xz2 一 XML yy 22 一 2 | 一 0 

/4 B C 

3) 已 知 平 面 过 点 Mil(r1) 且 平 行 于 二 方 同 矢量 与 mi 则 平面 方程 为 


Cr 一 rnxm) 一 0 


或 
Xi VY BS gl 
/A B C - 0 
A Bi C! 


4) 已 知 平 面 与 原点 的 距离 为 上 且 答 诠 于 单位 方向 矢量 Pp' 一 (cosay cos 有 ,cos7), 则 
和 平面 方程 为 
rp—p 
或 
xcoso 十 ycosB+ zcosy = p. 
我 们 已 知 两 平面 的 交角 就 是 从 交 线 上 一 点 到 两 平面 内 各 作 一 垂 钱 所 成 的 角 或 等 于 
rn™=D, rrF* R= Di, 
二 和 平面 的 夹 角 的 余弦 也 就 是 
cos0 = 土 cos(n, mi) 亚 土 —— 
In| | ma 
加 时 全 n= (4 ， B,， C ) ， TR 一 (Ai, Bl, C1), 可 知 
二 441 十 BB 二 CC 
VA:+ B+ CA Bi Cc?) 


若 Rn Xn 一 0, 也 就 是 竺 = 上 = 二, 则 二 平面 平行 ;其 逆 本 芙 . 
A B CC, 


若 n .ni 一 0, 草 二 平面 互相 垂 协 ,此 时 4 十 BBCC 一 0; 
7 其 逆 亦 旱 . : 

求 一 点 Ma(ru) 到 平面 r .nn 一 D 的 距离 4; 这 距离 也 就 是 M。 
四 27 到 平 面 上 一 点 Mi(r) 的 距离 , 而 且 矢量 MiM。 的 方向 就 是 n 的 方 


i 
MMo=roO—ni= td 
In| 


乘 以 n (内 积 ) 可 得 
nnR—n-.n= dlnl. 
因 ri* n= 二 D, 所 以 
了 To nD 
In| 
三 张 平 面 ?7-:R==D，7: 册 一 DD， 1 一 DPI (ma 一 (4 Bi, C;)) 的 交点 
50 。 


(xo, A zo) 为 


心 全 
此 处 
A BB XC | D 了 了 CC 
会 一 |4 DB Ci |, Ax 二! D: Bb CI |， 
2 8B; Ca D; ‘Bb, CC; 
A DD C A BB DD 
4Ay 一 | 上 4 DI Cil, A =| A!: Bi-.D 
A; D; OC, A; B; DD, 
直人 六 0, 划 三 张 于 面相 交 于 一 点 。 洪 仿 二 0, 但 信 至 少 有 一 个 二 阶 子 行列 式 不 等 
于 0, 例如 六 0， 央 了 .j= 二 D; 平行 于 :天 一 也 与 7 ' 一 Di 的 交 线 . 
1 Bi 


大 全 的 二 阶 子 行 烈 式 都 等 于 零 , 则 三 张 平面 平行 , 


$9. 抵 间 下 和 线 方程 


求 通过 Mu(ro) 并 平行 于 一 个 方向 矢量 p 一 (2, pv) 的 直线 方程 ， 命 Mr) 是 
下 和 线 上 的 任 一 点 ，MoM 一 了 一 ro 与 Pp 在 行 ,所 以 
(r 一 ro) 久 及 一 4， 


也 砚 是 
二 7 一 了 A 
和 bv 
从 此 式 等 于 z:， 划 得 
7 一 To 十 Pr 
这 不 下 线 方 程 的 参数 直达 式 ， 
直线 也 可 以 看 为 两 个 平面 


7 ， 了 | 一 力 
3 (Pi Xx n; ~ 0) 
r* Nf = DD;,, 


的 葡 线 , 歼 线 的 方向 P 垂直 于 ni 与 mm) 所 以 


刀 一 人 7 X n. 
直线 方程 是 


两 直线 


(fC—ro) X (mx n)=0. 
(r—r)xp=0, (r—r)xp:=0 
的 夹 角 中 出 融 是 方向 矢量 pi, pi 的 夹 角 ,所 以 


cos9 一 pi: Pp/|pi| ip;|. 
售 一 直线 


与 一 平面 


(r—r, )xp=0 
rr°-* 放 n= 上 DD 
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的 夹 角 为 9, 旭 n 与 p 的 夹 角 等 于 90°+9, 所 以 
sing = 土 cos(90° 圭 0) 二 nn:p/ln Ip|, 
一 点 Mu(ro) 到 直线 (r 一 ?1) XP = 二 0 的 号 高 竺 十 
Mo MM MM Xp lr—r)xpl 
d = MiMosin® = MiMyg 一 一 一 一 一 一 
HR mM Ip Ip| 
求 二 非 王 行 的 直线 


Mo 


(r—r)xp:=0, 

(r—r)xXp:=0 
之 间 的 最 短 距离 ， 公 垩 线 ， 的 方向 与 P Xx PP 相同 , 公 垂 线 
的 长 度 4 壬 寺 ri, 了; 的 联 线 在 s 上 的 射影 ,所 以 


CR d= nr) PP . 
图 28 Ip1 x pl| 


J 
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$ 10. 球面 三 角 的 主要 公式 


未 妨 候 定 它 就 是 下 位 球 于 而 二 外 学 就 是 古 灾 球面 上 以 天国 的 为 边 的 二 外形 的 学 间 
所 齐 大 图 力 指 过 球 中 心 的 平面 与 球面 所 交 的 图 ， 我 们 用 4 ,8B， 
C 表 三 顶点 ，a, B, 7y 表 三 顶点 的 对 边 ， 我 们 用 a, 6,c 表 通 
过 球 中 心 到 顶点 4, B,C 的 矢量 , 他 们 都 是 单位 矢量 . 我 们 
也 用 ax 代表 5, e 二 矢量 所 成 角 的 弧度 或 角度 (BB, 7y 也 代表 相 
应 的 弧度 或 角度 )， 我 个 也 用 A 代表 矢量 a,。6 所 定义 的 平面 与 
矢量 ay e 所 定义 的 在 面 的 夹 角 的 弧度 或 角度 , 邹 矢 量 656X a 与 图 ?9， 

c x a 的 夹 角 的 缴 度 或 角度 (B,C 也 代表 相应 的 弧度 或 角度 )，4, B,C,a, B, y 间 的 
关系 就 是 球面 三 角 学 中 的 研究 寺 题 我们 现在 假定 4, B,C, a, B, 7Y 都 小 十 180, 

定理 1 ( 余 蓄 定律 ). 


cosa 一 cosBceosy 十 sinB sinY cos A, 


cosB = cosycosw 十 siny sinacosB, 


cosy = cosacosB+ sin a sin Bcos C. 


证 ， 在 矢量 刁 等 式 (a X56):(cxd)==(a':c)(b.:d) 一 (a:'d)(b':'c) 中 取 
a, 6b 一 d,c 为 本 节 开 始 所 定义 的 单位 矢量 ,由 于 


a'C— cospBp，a.8 一 cosy， ,ec 一 cosaw. 
以 及 6.8 一 1 又 矢量 axXxa 与 exXB 的 长 度 各 为 ay sina 其实 角 就 是 | a,， CO 所 


df 号 7 dh， 


定义 的 平面 与 ce, 6 所 定义 的 平面 的 夹 角 , 也 就 是 角 B, 所 以 
(a x b)' (ec x 6b) = sinasiny cosB. 
于 是 得 到 
sinasinycosB = cos 有 一 cosacosy, 
这 就 是 定理 1 中 的 第 二 式 ， 辐 法 证 有 明基 他 庄 式 ， 
定理 2 (正弦 定律 ). 


gig 


旗 . , 余弦 公式 第 一 二 式 将 右边 第 一 项 移 往 左边 ,然后 求 至 广阔 得 
(1 一 cos2yJ)(cos2a — cos: B) 一 sin2y(sin2B cos: A — sin’ wu cos’ B)., 
以 正弦 代 余 弦 并 简化 之 得 
sin’ a sin’ B =— sin’? B sin’” A, 


开 方 ,并 取 正 号 (各 角 都 小 于 180" ) 得 


Sing sin 有 
sinA sinB 
定理 3 (五 元 素 公 式 ). 
sinacosB = cosBsiny 一 sin BceosyceosA, 


sinwcoseC 一 cosy sin 及 一 siny cosBecosA, 


sinBcosC 一 cosysinaw 一 sinycoswcos 忆 ， 
sin BcosA 一 coswsiny 一 Sinacosycos 了 已 ， 
siny cosA 一 coswsin 有 一 sinawcos8gBcosC ， 


siny cos B= cospBsinw 一 sin 有 coswcosC， 
证 .余弦 定律 第 一 式 中 的 cosB 以 第 二 式 的 表达 式 代 入 , 即 得 
cosw 一 (人 cosycosa 十 siny sinacosB)cosy 十 sinBsinycos4， 
即 
sin ycosa 一 siny cosy sinacosB + sinBsiny cosA. 
除去 sinY( 0) 郎 得 定理 中 的 第 四 式 ( 当 siny 一 0 时 , C 一 0, a 一 B， 定理 显然 
正确 )， 同 法 可 能 其 他 五 式 ， 
定理 4( 余 切 公式 ). 
ctg osinB = cosBcosC 十 sinC ctg A, 
ctg wsiny 一 cosycosB+ sinB ctg A, 
ctg Bsiny = cosycosA + sin A ctg B, 
ctg Bsina = cosacosC 十 sinC ctg B, 
ctg 7y sin@g 一 cosacos B+ sin Bcetg C, 
ctg ¥ sinB = cosBcos A sin A ctg C., 
证 .在 五 元 素 公 式 


sinacos B+ sinBcosy cossA = cosBsiny 


© 3 9 


出 用 正弦 定律 sinaw 一 sin A sin B/ sin B 代 人 并 除去 sin B, 即 得 
sin A cig B+ cosycosA = siny cig B, 
即 定理 中 的 第 三 式 、 同 法 可 证 甘 他 各 式 . 


定理 5《 和 牛角 公式 ) 
nl d= sin(p—7)sin(p—B) 
2 sin Bsiny 


eos 4 _ /2 -一 C.4 


sin Bsin7y 


sin(p—Yy)sin(p— 8B) 
~， 


tp 4 一 
2 sinpsin(p — a) 


其 中 p— (at+B+7). 
证 ， 在 余 绳 定律 第 一 式 中 用 1 一 2sin? 分 代 cos 4 得 


cosa = cosBcosy + sinBsiny 4 一 2 sin” 全), 


即 
2 sin B sinYy sm 全 一 cosBcosy 十 sin Bsiny 一 cosa 一 cos(8B 一 7) 一 cosa 一 
一 一 2 sin 《8 一 7 十 a) sin 一 (有 一 7 一 gg) 一 2sin(zbp 一 7)sinkbp 一 有 )。 
再 以 2 cos 全 一 1 代 cosA, 可 以 得 出 
2 sinBsiny cos 全 一 cosa 一 cos(B+ 7y) = 2sinpsin(p — a)., 
由 此 可 得 
on /= — 7Y)sin(p — B) | 
2 sin Bsiny 
A sinp sin(p— a) 
cos 一 一 | 
2 sinBsiny 
友 


i sin(p — Y)sin(p— BB) 
2 sinpsin(p— oa) 


由 于 4 不 大 于 180”, 所 以 仅 取 正 号 .。 


4 B C&C 
系 ， tg — tg — tg— == 
8 > 2 > $2 


sin*p 


$11. 对 倘 原 则 
从 三 个 单位 矢量 &，5，e 做 出 以 下 的 三 个 单位 矢量 a ,b,c ,它们 是 与 56x ec， 


4 = 


c Xa, axXxp 间 问 的 单位 矢量 显然 a, 6,c 也 是 与 5 xce exea axp 同 
回 的 电位 天 重 ， 
从 Ga, ,ec 也 得 到 一 个 球面 三 角形 , 称 为 原 三 角形 的 对 偶 三 角形 ，。 顶点 角 是 4 
B', C', 对 边 是 a, PB',Y， 由 于 a', 及 各 垂直 于 平面 b,c 及 ca， 所 以 ay 6 的 夹 
角 与 二 平面 bg, c 及 c, ae 的 夹 角 互补 , 即 y 十 C 二 180*， 同 法 可 知 
co 二 A=180", B+B=180",， y+ 十 C=180°;: 
a+ A =180",， B+B =180", y+C =180°., 
将 上 布 的 几 个 基本 公式 应 用 于 对 偶 三 角形 ,可 得 田 与 之 对 应 的 对 倡 公式。 例如 , 由 上 
面 的 定理 工 可 知 


cosa = cosB cosy 十 sinp siny’'cosA’, 
因而 得 出 
定理 1 ( 余 强 定律 ). 
cos/A = —cosBecosC 十 sin BsinC cosa, 
cosB = —cosCcosA sinC sinA cosh, 


cosC = —cosAcosB +t sind sin Becosy, 

ED 定理 2 所 表示 的 正弦 定律 的 对 偶 公 式 也 就 是 原来 的 公式 ,部 自我 对 偶 。 
定理 2 五 元 素 公 式 )， 

sin AcosB = cosBsinC 十 sin BeosC cosaw， 

sin Acosy = cosCsinB 十 sin C cosB cosa, 

sin Bcosy 一 cosC sinAA + sin CC cosA cosB, 

sin Bcosg = cosAsinC 十 sin /A cosC cosh, 

sin C cos& 一 cosAsin B+ sinAcosBecosy, 


sin CcosB = cosBsinA+t sin BceosAcosy. 
上 定理 4 所 表示 的 余 切 公 式 的 对 倡 公式 也 是 自我 对 偶 的 . 
定理 3 ( 咎 角 公 式 ). 


, 
SI1N 人 。 - a 
2 sin B sinC 


/= cospcos(p— A) 


sin B sinN CC 


Cos = cos(p — B)cos(p— CC) 
2 


ou = 一 cospcos(p— A) 
tg -一 一 > 
2 cos(p — B)cos(p— CC) 


此 处 一 于 (4 十 了 3 十 C)， 


$ 12. 直角 三 角形 与 直 边 三 角形 的 计算 规则 
1) 有 一 个 角 为 90 ”的 球面 三 角形 4BC, 和 破 称 为 球面 直角 三 角形 。 取 4 一 90? ,由 


» 55 。 


余弦 、 正 弦 定 律 可 以 得 出 


cosw 一 cosBcosy， sinB 一 sinasin B, siny 一 snasinC。， 
绸 由 五 元 过 公式 第 一 式 可 知 
sinacosB = cosBsiny 一 cospSinawsinC ， 
因而 得 出 cosB 一 cospBsinC. 同 法 得 cosC 一 cosy sin 呈 这些 式 子 可 以 写成 统一 的 
形式 : 


cosa 一 sin(90° — B)sin(90° 一 7) 

cos(90° — B) = sina sin B, 

cos(90° — 7y) = sinawsinC， 

cosB = sin(90° 一 B)sinC， 

cosC = sin(90° 一 y)sin 了 
这 五 个 式 子 可 以 概括 成 为 下 夯 的 几 各 证 :直角 彼 条 用 ,直角 的 邻 边 
用 余 边 代 蔡 ， 可 把 直角 三 角形 中 除 已 知 角 4 以 外 的 五 个 未 知 量 排列 戌 为 一 圈 如 图 以 上 
五 个 公式 可 以 用 一 名 话 珍 达 : 其 中 之 一 的 余弦 等 于 不 相 邻 于 写 的 二 量 的 正 缀 之 祝 ， 

在 余 切 公式 中 取 4 一 90 , 则 
cosC 一 ctgawtg 有 请 一 ctgawctg(90 ”一 B)， 


cosB 一 ctgactg (90° — y), 
ctgBsiny =ctg B,， 朗 cos(90° 7) = ctg Betg (90° — B), 
cos(90° — B) = ectg C ctg (90° — y). 
后 二 式 相 乘 得 
ctg Betg C = ctg Bsiny ctg Y sinB = cosBcosy = cosa (余弦 定律 ). 
这 五 个 式 子 也 可 以 概括 戊 为 一 句 话 :五 量 中 任 一 个 的 余 强 等 于 其 相 令 二 量 的 余 切 之 积 ， 
例 1， 已 知 站 角 边 B =- 48°%27'21”，y 一 3307'37“; 求 至 边 w 及 角 B,C 
由 公式 


cosa = cosBcosy, tg28= ‘gp tg C 一 [g 了 


。 3 


sin 7 sinB 


a=56°1542", B=64°0942”", C= 41°05’05’. 
例 2， 已 知 直角 边 y 一 3754'06” 及 角 B 一 58%40'13”， 求 斜 边 a, 直角 边 B 及 角 


由 公式 


tgB=tgBsiny, tga~ “BY » cosC = sin Bcosy, 
cosB z 
a = 56°15’42”", B= 45°1542”, C= 47°3721’. 
2) 有 一 边 等 于 90” 的 球面 三 角形 补 称 为 直 边 三 角形 ， 取 a 二 90?, 则 由 定理 10.1， 
定理 10.2 及 定理 11.1 得 


ss 与 。 


cos(180° 一 4) = sin(B 一 90?)sin(Cc — 90°), 
cos(180 — B) = sin (180° 一 7) sin(B — 90°), 
cos(1807 — 7y) = sin(180° ~— B)sin(C — 90°), 
cos(B — 90°) = sin(180° ~ B)sin(180° — A), 
cos(C 一 90°) = sin(180° — 7y)sin(180° 一 /4), 
cos\180 — A) = ctg (180° — B)cetg (180° — »), 
cos(180 ”一 B) = ctg (180° — A) ctg (C — 90°), 
cos(i80" — y) = ctg (180° ~ A)ctg (B— 90" )， 
cos(B CD— 90” ) 一 ctg(180 ”一 y ) ctg (CC— 90° ) ， 
cos(C 一 90”) 一 ctg(180” 一 B) ctg (下 一 90  )。 
因此 把 五 个 排 成 一 圈 如 图 ， 划 上 面 的 十 个 到 式 也 可 
以 概括 为 : 任 一 量 的 余 荡 等 于 相 邻 于 写 的 二 量 的 佘 切 之 
自 , 亦 等 于 不 相 邻 于 它 的 二 量 的 正弦 之 积 ， 180 一 7 
例 3。 在 直 边 三 角形 中 已 , 知 
B= 115°5019”", 7y = 138°54'54”, 


1802 一 个 


180°—8B 


B-—90° 90° 
由 公式 站 
。 cos(180 -一 4) 一 ctg(180° 一 B) ctg(180” — 7) 
得 
A= 123"4416", 

浆 由 公式 

cos({B— 90°) = sin(180° 一 B)sin(180° 一 A), 

cos(C — 90°) = sin(180° — y)sin(180° — A) 
得 


B= 131°32’39", C= 146°52’27” 
雪 惠 ， 有 一 枚 多 级 宇宙 火箭 , 发 射 前 预测 火箭 的 最 后 一 级 将 洲 在 下 列 地 理 坐 标 范围 
以 内 的 地 区 : 
北 引 : 10"20’; 11?30'， 9°,10’: 895/ 
西 勾 ”170"30’; 167%55’; 166°45’; 169°20’ 
(PP) (P,) (P's) (P,) 
达 射 结果 ,其 射程 达 12,000 公里 。 
将 上 述 四 点 描 在 地 妹 仪 上 ， 可 发 现 这 四 个 点 乃 是 太平 洋 中 部 赤道 仿 北 一 个 小 四 边 形 
的 四 顶点 . 
显然 ， 上面 所 指 的 宇宙 火 筷 隆 落地 区 ,是 根据 火 第 发 射 
时 陶 准 的 粳 确 程度 来 确定 的 。 瞄准 方向 在 发 射 点 与 PJ，P; 及 
P;, P， 天 平面 所 成 的 二 面 角 之 内 。 
(1) 从 这 个 假定 出 发 ， 我 们 可 反 过 去 推算 可 能 的 发 射 点 及 瞄 
准 方 向 所 容许 的 最 大 偏差 。 这 一 计算 虽然 比较 花 时 间 ,但 不 失 为 
一 个 很 好 的 习题 , 开 且 所 要 用 到 的 工具 全 在 本 章 之 内 ,读者 不 妨 一 
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为 之 ， 
(2) : 算出 可 能 的 发 射 点 之 后 , 斜 算 种 点 到 沙 弹 地 区 的 距离 ?以 与 火箭 的 实际 射程 相 印 
证 (地 球 生 会 二 6300 公里 )， 


$ 13. 力 , 力 杀 , 符 效 力 条 


作为 天 量 的 背 六 完 料 ,这 儿 我 们 附带 地 讲 些 静 力 学 的 知识 ， 读 者 如 果 要 系统 了 解 ,还 
年 轩 芒 力学 教材 为 各. 

定义 。 作用 于 刚体 的 力 就 是 一 个 滑动 矢量 。 所谓 刚 体 就 是 指 受 力 的 作用 而 不 变形 的 
欧 体 , 民 是 内 部 各 点 的 相对 位 冬 不 会 改变 的 物体 ， 郁 对 刚体 是 不 存在 的 ,我 个 用 完全 刚体 
来 代 蔡 实物 是 在 形变 微不足道 的 假定 下 进行 的 . 

和 天 量 的 方 问 表示 加 力 的 方 同 ,矢量 的 长 度 表 示 力 的 强 腻 ,也 称 为 力 的 模 度 ， 最 具体 的 
例子 是 在 弹 移 秤 下 扣 一 根 线 , 线 上 挂 一 物体 , 线 上 任 一 点 的 原 位 和 挂 上 物体 之 后 的 位 置 所 
得 的 线段 就 代表 这 一 “ 力 ”, 它 是 滑动 矢量 . 

在 同一 刚体 上 加 上 各 种 不 同 的 力 称 为 力 系 ， 这 些 力 各 以 五 ,…, 表示， 

寿 有 两 个 力 i, Fi 作用 线 相 交 , 划 可 以 把 表 它 们 的 矢量 顺 作 用 和 线 移 到 交点 ,用 平行 
四 疤 形 法 划 求 出 天 量 和 。 这 矢量 和 就 代表 这 二 力 的 合力 ， 两 个 作用 和 线 相 同 、 括 度 相 等 、 方 
回 相反 的 二 矢量 所 合并 得 出 的 合力 等 于 0, 用 在 同一 刚体 上 ,并 不 产生 作用 . 

由 此 江 鹿 可 以 推出 :相交 于 一 点 的 三 个 力 互 , 所, 所 ,把 表 它 们 的 舌 量 顺 作 用 线 移 到 
妈 点 ， 因 以 和 aa FF 为 边 所 做 的 焉 行 太 面体 的 对 角 线 就 是 这 三 力 合 并 而 得 出 的 合力 
( 昂 图 32). 

驻 如 果 和 给 定 空间 一 力 和 ,在 其 作用 点 ( 超 点 ) 取 三 个 不 共 面 的 方向 ,我 们 做 一 平行 六 面 
体 ,以 请 为 对 角 线 ， 以 这 三 个 方向 为 边 ， 则 在 各 边 上 都 得 一 力 据 , 下, f、 这 三 力 称 为 
8 对 这 三 个 方向 的 分 解 . 

对 一 刚体 来 说 ， 将 作用 在 它 上 面 的 力 合 于 
或 分 解 ， 新 力 有 条 所 起 的 作用 与 原来 这 些 力 所 起 
的 作用 是 一 样 的 . 

定义 ， 两 个 力 系 1, 了 如 果 可 以 用 合 大 
和 分 解 的 欢 法 把 其 一 变 为 它 一 ， 旭 这 二 力 系 称 


为 等 效 . 等 效 于 0 的 力 条 , 称 为 焉 衡 力 系 . 
把 一 为 系 中 代表 峰 力 的 舌 量 作为 自由 矢量 求 和 ， 得 一 矢量 fF, 人 


定理 。 任 一 力 有 条 一 定 等 效 于 过 三 个 任意 点 的 三 矢量 所 成 的 力 系 〈 这 三 点 不 在 同一 直 
线 上 ). 
证 .在 稚 间 任 取 不 在 一 直线 上 的 三 点 01, 0:，O3。 由 于 五 的 作用 点 可 以 沿 它 的 作 
® S88 : 


用 线 任 意 选 取 , 所 以 ,页 的 作用 点 4 与 01, 0;, 0， 可 以 不 在 同一 平面 上 ， 作 这 三 点 与 
4 的 联结 ,得 0 0O:4, 0:4、 把 下 分解 在 这 三 个 方向 上 ,再 把 0;4 上 的 矢量 移 到 0， 
点 (i 二 1,2,3), 则 任 一 力 有 可 以 表 为 过 O01, 0;, 0; 三 点 91 
的 三 个 力 的 和 .对 于 力 有 条 中 的 其 他 的 力 ;也 依 上 述 方 法 分 解 ， 
使 其 化 为 过 O01, 0;, 0; 三 点 的 三 个 力 的 和 (图 33). 

于 是 任 一 力 有 梁 一 定 等 效 于 三 个 共 点 力 系 的 总 力 系 ， 而 每 
一 个 共 点 力 委 又 可 以 合 贷 成 为 一 个 力 。 故 得 定理 ， 


3 14. 平行 力 的 合并 


任意 一 对 作用 线 平 行 的 力 一 定 是 闪 平 面 的 ， 做 一 条 公 垂 线 , 和 并 移动 其 作用 点 , 则 钢 此 
一 姓 为 同 加 至 行 焉 反问 平 行 一 定 可 以 把 写 们 表 成 为 如 34 图 的 两 种 形式 之 一 ,就 是 两 个 作 
用 点 在 公 垂 线 上 ， 此 时 两 作用 线 间 的 中 离 称 为 力 辟 . 
定理 1。 合 二 同 向 平行 力 瑟 , FF 的 作用 点 为 41, 42. 在 A1, 4 联 线 上 取 一 点 C， 
使 
AiCIFi| = CAF, 
出 以 CE 为 作用 点 、| 瑟 | 十 || 为 长 度 的 矢量 所 代表 的 力 与 而 , Fi 二 力 等 效 ， 


D1! 已 


| : 
， 一 


加 34 图 35 
证 ， 在 4 4 各 加 一 力 已 , Q@， 写 个 的 长 度 相 等 ,方向 相反 ,都 在 414; 的 延 线 上 ， 
作 已 ,已 的 合力 44Di, 作 已, Q 的 合力 AiD;， 把 这 二 力 都 移 到 交点 O， 因 为 P 与 
QQ 相 省 , 故 在 0 点 合成 一 方 , 其 长 是 | 碳 | 十 | 严 | ,其 向 是 垂直 于 414;。 由 三 角形 的 相 
似 性 可 知 
CA! | 三 | C4 | QQ 
oc |F| oc IEl' 
则 A1C| 瑟 | = CA11Fi|， 故 得 定理 . 
同样 的 ,用 外 分 法 可 以 处 理 反 平行 力 , 序 得 
定理 2. 不 相等 的 两 个 反 平 行 力 疾 有 一 合力 ,平行 于 原 力 且 与 较 类 的 力 同方 向 ,其 长 
度 是 二 力 长 度 之 差 , 其 作用 点 在 二 分 力作 用 点 的 延 线 上 ,上 且 对 这 荡 点 的 距 交 与 二 分 力 的 大 
小 成 反比 例 | 
当 二 反 和 平行 力 的 长 度 一 样 时 ,这 样 的 力 系 称 为 力 偶 ， 用 (F, 一 已 ) 表 之 。 力 偶 无 法 
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把 它们 合成 为 一 个 力 , 因 为 一 个 力 表 示 推 进 ,而 一 对 力 伪 却 产 生 旋 转 作 用 , 


$15. 力 惩 


我 们 现在 引进 力矩 的 概念 . 

设 下 是 一 力 ， 在 空间 取 一 点 DO, 以 & 表 自 0 到 到 所 作 的 垂 线 的 长 度 ， 下 对 O 的 力 
算是 一 自由 矢量 My, 其 疾 度 等 于 了 j 灰 | ， 方 向 是 垂直 于 0 及 下 所 成 的 平面 ,并 且 依 力 算 
的 正 向 而 立 , 力 之 所 向 与 时 作 的 转动 方向 相反 ， 换 车 之 , 命 7 
表 由 O 到 4 的 矢量 , 则 力矩 就 是 

rxF 
另 取 一 点 0', 以 M 表 FF 对 0' 的 力矩 , 则 显然 有 
M=r xF=rxF+i+(r—r)xF~—=-M+dxF. 
此 处 d 是 由 0 到 O 的 矢量 . 图 “ 
”一 力 系 了 中 每 一 力 对 0 点 的 力矩 的 矢量 和 称 为 了 3 对 0 的 合 撼 ,好 
M=r,xF+i:-.…+r xF, 


显然 有 

定理 1。 力 偶 对 任 一 点 的 力矩 都 相同 ( 指 作为 自由 矢量 来 说 是 相同 的 》. 

定理 2. 等 效 的 力 系 对 一 点 的 合 矩 是 相同 的 . 

这 可 由 rrXCe 十 EN) 一 rr Xi 十 7 Xx FF 立 得 

定理 ， 一 共 点 力 系 对 任 一 点 的 合 矩 等 于 合力 对 该 点 的 力矩 ( 朗 上 公式 中 取 i 一 二 
一 .… 二 rs), 又 合力 非 0 的 一 系 平 行 线 上 的 力 系 对 任 一 点 的 合 矩 也 等 于 合力 对 该 点 的 力 
算 ， z 


$16. 力 偶 


本 节 的 目的 在 于 旗 明 : 凡 合 矩 相同 (作为 一 个 自由 矢量 ) 的 力 偶 都 是 等 效 的 ， 任 何 两 
个 力 偶 可 以 合并 成 为 一 个 力 偶 ,所 对 应 的 力矩 也 是 原 力 偶 的 力矩 的 笑 量 和 . 

1) 力 倡 中 的 力 和 力 壁 的 大 小 可 以 任意 改变 ,只 要 它们 的 合 和 矩 保持 不 变 , 

证 ， 在 中 点 0 加 二 力 下 与 一 作 下 与 到 的 合力 得 人 B, 则 人 @B 与 一 0 出 成 一 力 偶 
忒 见 图 37)， 由 $14 定理 1 可知 


有 1oD = |FIDB, 
下 
IBloD= (FI +|IF)oD 一 


~— |FI(O0OD+ DB)= |F|0B. 
取 合 适 的 FF', 我 们 可 以 得 出 任意 长 的 或 任意 长 的 OPD， 
但 不 能 两 个 都 任意 、 实 际 上 , & 与 @ 的 和 关头 在 等 腰 双 曲线 
(xy 一 常数 ) 上 . 


® 60 se 


2) 力 偶 可 以 平行 移动 ,郎平 行 移动 后 的 力 偶 与 原 力 偶 等 效 . 


图 38 

证 ， 设 力 偶 所 在 的 平面 是 卫 , 我 们 现在 把 这 个 力 偶 平行 移动 到 I 内。 在世 中 男 4B 
的 平行 等 长 线 CD， 攻 于 C, D 和 名 加 下 ,一 F 的 力 ， 由 于 4B 与 CD 是 等 长 平行 的 ， 邦 
A4D，BC 是 平行 四 边 形 的 二 对 角 和 线 , 交 于 点 。 作 用 于 4, D 的 两 个 一 F 在 点 合成 
一 2 了 ,在 B,C 的 两 个 十 FF 在 E 点 合成 十 2F， 这 二 力 在 互 点 相抵 消 ， 和 缚 果 在 了 内 
刹 下 了 由 原 力 偶 竺 移 来 的 一 力 偶 , 故 得 定理 ( 震 凡 一 下;, 则 为 同 平面 内 平移 的 情况 )。 

3) 一 力 偶 可 以 锐 其 力 辟 中 心 旋 转 任 一 角度 (在 同一 平面 上 ), 即 旋转 后 所 得 的 力 倡 与 
原 力 偶 等 效 ， : 

证 ， 纺 中 点 0 把 48 旋转 到 CD， 在 CD 的 两 端 各 加 一 力 厂 与 一。 所 垂直 于 
OD 且 | 所 | = |F|， 在 BOD 角 内 作 下 与 一 F 的 作用 线 交 于 M.。 同样 ,在 40C 角 
内 得 交点 N。 由 于 AOBM = 一 AODM，AO4N = 二 AOCN, 故 OM, ON 和 平分 对 顶 角 , 即 
M，O, N 在 一 着 线 .上 ， 在 人 MM 点 ,让 与 一 五 的 合力 与 在 N 点 一, 局 的 合力 对 消 了 ;所 
留 下 的 就 是 以 CD 为 壁 的 力 偶 (所, 一下). 


区 32 图 440 

4) 任意 给 本 一 个 天 量 &， 过 起 点 O0 作 一 垂直 平面 ， 平 面 上 取 一 以 0 为 中 心 的 线段 
48B, 其 长 为 1。 作 此 平面 上 过 4，, B 两 点 借 垂 让 于 48B 的 二 矢 下 与 一 F, 方向 相反 , 其 
长 为 |al, 大 有 照 反 时 全 方 向 定 下 的 方向 。 这 样 所 得 的 力 偶 就 是 以 a 为 力矩 的 力 偶 . 

反之 , 任 一 以 a 为 力矩 的 力 偶 , 先 由 2) 可 以 把 它 所 在 的 平面 移 为 上 述 的 平面 ;再 由 
3) 把 力 芝 移 至 上 述 的 力 臂 ;最 后 由 1) 可 以 把 这 力 偶 变 为 与 上 述 力 偶 完全 相同 ， 

5) 两 力 伪 可 以 合并 成为 一 力 伪 ,前 二 力 偶 的 力矩 的 矢量 和 就 等 于 后 一 力 偶 的 力矩 

证 。 如 果 两 力 伪 所 在 的 平面 平行 ， 旧 由 2) 及 3) 可 以 把 写 们 移 成 为 共 平 面 同 力 臂 的 
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两 个 力 偶 ， 由 3$14 定理 1 我 们 可 以 把 它们 加 成 一 力 偶 ,所 得 的 力矩 就 是 原 力 算 的 和 , 

如 果 不 平行 , 命 工 是 它们 的 交 线 ， 用 2), 3) 与 1) 可 以 变 工 上 单位 长 线段 为 二 力 偶 的 
公共 力 臂 ,上 且 二 力 倡 处 于 同一 平面 ， 于 是 在 此 旋 臂 的 两 端 得 二 力 囊 与 ,它们 都 与 力 辟 
垂直 作 下 表 所 , 的 和 ,显然 (一 FF 下) 是 艇 二 力 偶 的 和 。 又 由 $ 15 定理 可 网 ,二 力 

偶 的 力矩 的 矢量 和 就 等 于 二 力 偶 之 和 的 力矩 . 
6) 任 给 一 点 0 ;, 任 一 力 系 等 效 于 以 0 点 为 起 点 的 一 个 力 和 
”一 个 力 偶 所 成 的 力 系 ， 
证 ， 任 答 一 力 ,在 0 点 添上 与 一 FF 二 力 , 旧 得 从 O 点 
图 册 为 起 点 的 一 个 力 和 一 方 偶 . 

把 力 系 中 每 一 个 力 都 如 此 分 解 , 则 得 一 力 系 ， 其 中 是 共 O 点 的 一 些 力 加 上 一 些 力 侦 . 
将 共 点 力 合并 为 一 力 , 把 诸 力 偶合 并 成 一 力 偶 , 即 得 所 证 ， 

7) 任 给 一 点 0, 任 一 力 柔 等 效 于 二 力 , 其 一 以 O 点 为 起 点 . 

把 力 偶 中 一 力 的 起 点 移 到 0 点 ,把 0 点 二 力 合并 , 邹 得 所 证 . 

习题 ， 如 果 一 个 力 系 中 的 各 力 ,其 位 置 、 方 向 与 大 小 可 依次 由 一 平面 多 边 形 的 各 边 来 
代表 , 则 此 力 柔 等 效 于 一 力 伪 , 其 力矩 的 大 小 等 于 多 边 形 面积 的 两 倍 ， 


3 17. 力 了 条 的 标准 形式 


1) 任 一 力 条 等 效 于 一 个 力 和 一 个 力 偶 ,这 力 偶 的 力矩 与 马力 平行 

十， 由 $ 16 的 6), 任 一 力 系 等 效 于 一 个 力 F 和 一 个 以 呵 为 力矩 的 力 偶 ， 把 及 分 
解 为 mm 十 MM, m 与 F 在 行 , MM 与 下 垂直 作 垂 站 于 hh 且 包 有 有 的 平面 了 ,在 万 
上 作 一 力 偶 ,其 力 窍 为 鹏 ,其 一 端 就 是 让 的 出 发 点 0, 旧 在 O 点 的 力 是 一 一 另 一 端 命 
之 为 0 ;如 年 则 本 力 系 等 歼 于 Of- 的 一 力 下 与 以 六 为 力矩 的 一 力 偶 . 

力 系 的 如 此 表达 法 称 为 标准 形式 ， 力 学 中 称 为 螺旋 秒 . 

矢量 m 与 仅 相差 一 常数 因子 , 序 

pF =m. 

这 2 称 为 曙 旋 杀 的 参数 ，F 的 作用 线 称 为 加 


图 42 


2) 注音 .有 是 一 个 滑动 矢量 : mm 一 由 是 一 个 自由 矢量 ,这 条 对 一 点 O 的 合 矩 是 
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M=rx Fi+m, 


F 
此 处 7 是 由 0 到 的 起 点 的 矢量 ，. 上 式 两 边 与 矢量 下 做 为 积 ,可 知 
-人 
M.F—=m:.F~— pF.F), : 
2 
p=— M.F/F.F. 
舌 量 方程 
M=—=rxF+pF O 
的 作为 未 知 矢量 , 请 作为 未 知 数 , 则 p 一 肛 . F/IF .下 且 由 $5 可 图 43 


知 这 矢量 方程 有 解 , 且 解 的 一 般 形 式 是 > 一 ro 十 tF，、 故 得 

定理 1。 给 了 点 0, FF 与 M, 有 一 个 且 瞧 有 一 个 螺旋 力 系 存在 , 这 力 系 对 O 点 的 合 
矢 、 合 和 矩 各 为 F,，M. 

定理 2 0 点 已 给, 二 力 柔 对 O 点 的 合 矢 、 合 矩 各 为 《FM ) 与 《, HL)， 旭 一 系 
等 效 的 必要 且 充 分 条 件 是 到 一 站 ，M -= M.. 

证 。 由 $ 13 的 定义 与 $15 可 知 , 电 个 等 效力 柔 的 合 矩 是 相同 的 ; 反之 ,由 定义 可 知 ， 
他 们 有 同一 的 标 维 形式 , 故 得 定理 

定理 3。 二 力 条 对 一 点 的 合 矢 、 合 矩 相等 , 旭 对 任 一 点 的 合 矢 、 合 矩 出 相等 ， 

定理 4. 一 力 系 平衡 的 必要 且 充 分 条 件 是 下 一 0,， M 一 0， 若 {,…-,FF} 所 
成 的 力 系 与 1 所， ,Fw} 所 成 的 力 系 等 效 , 央 (瑟瑟 ,一 下， ,一 FFF} 是 一 下 
衡 力 系 . 

3) 现在 研究 一 下 力 系 的 分 类 ， 

先 从 及 :FF=m -一 p|1F|? 来 讨 芥 ， 如 果 有 .有 一 0， 
则 有 pp 一 0 或 IF| = 二 0， 当 p 一 0 时 ,这 力 柔 特效 于 一 个 
力 ; 当 | 下 |==0 时 ,这 力 系 等 效 于 一 力 偶 、 若 p 二 0, |F|=0 
同时 出 现 ,这 方 系 平衡 . 

若 惟 .: 灭 关 0, 则 有 一 非 0 的 顺 中 心 朝 的 力 , 还 有 一 力矩 
非 0 的 方 偶 . 日 

如 果 我 们 把 坐标 取得 合适 ,就 可 以 把 标准 力 邓 表达 如 下 : 取 = 辅 的 方向 就 是 的 方 
回 , 取 m 一 pF 的 力 辟 就 是 x 轴 , 力 辟 的 长 度 等 于 1。 在 臂 端 各 装 一 平行 于 y 轴 但 方向 
相反 长 度 为 pl 下 | 的 矢量 。 当 5>> 0 时 如 上 图 ,这 三 个 力 是 


起 所 禾 所 矢量 表示 对 (x，y，2) 的 力矩 

《0 ， 0 ， 0) (0， 0 ， Z) (0，0， Z) (~—yZ, XZ， 0) 
(1/2, 0, 0) (1/2, pzZ, 0) (0, pZ, 0) (p22Z, 0, (1/2 — x) p2) 
(—1/2, 0, 0) (—1/2, —pZ, 0) (0, —p2Z, 0) (pz2, 0, (1/2 -+ x) p2) 


$ 18. 平衡 方程 及 其 应 用 


1) 平衡 方程 . 
诅 刀 学 的 半 题 一 般 都 可 用 平衡 方程 来 解决 ,平衡 方程 是 
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下 一 0， 人 一 0 
系 2 中 有 1 个 力 F,(1 和 7) 二 7 ) ， 其 作用 点 各 为 (xX,, ps 2» ) ， 其 分 量 为 (X,, Ys, Z)， 
则 平衡 太 程 可 以 写 为 六 个 方程 


X= > xX;= 0, y=— Sy,— 0, Z 一 > Z; 一 0， 
ti 二 1 二 f 一 1 
Mz 一 p>3 (yiZi— ziY;) = 0, My 一 人 >， (wiXs — XiZi) 一 0， 
i=] i=1 


M; 一 2) (xiY; — yiXi) 一 0。 
一 1 


在 实际 运用 时 ,和 八 善 地 取 坐 标 条 欧 可 以 大 大 地 化 简 。 例如: 

2) 三 力 平衡 的 条 件 . 

我 们 现在 只 讨论 三 力 中 无 二 力 焉 行 或 反 平 行 的 情况 ,因为 其 他 情况 容易 解决 . 

由 $17 我 们 可 以 取 坐 标 系统 使 这 三 方 的 矢量 各 为 (Xi 0, 0), (X,Y2, 0),(X3, Y;， 
ZF;)， 因 为 = 二 了 二 Z = 0, 所 以 它们 实际 上 是 (Xi, 0, 0),(X,, Ya， 0), (一 Xi 一 X2， 
一 了 ,, 0), 三 个 作用 点 ,不 妨 取 它 们 是 (x, 0, 0), 《x2， 0, z2)， 《x3 0, z3)( 因 为 (x,y, 2z) 十 
+XCX,， Y，Z) 都 可 以 作为 作用 点 )。 由 M; 一 M, 一 Ms 一 0 可 知 

(zj; 一 zi)Y; = (82 一 ziX — zs3Xi 一 (一 2 一 0 

由 于 Y; 妆 0, 故 z; 二 z3 二 0，xz 一 x3, 即 得 共 点 于 (x2, 0, 0) 的 三 力 ( 如 下 图 )。 


F,(X?2, Y;,0) 


Lr 
Fi (Xi1,0, 0) 
| 


,» 


F,(~ (Xi+X2), - Y,,0) 
图 45 图 46 


把 大 的 起 点 移 到 本 的 终点 ,把 和 的 起 点 移 到 i 的 图 点, 则 易 见 属 的 起 点 是 天 的 格 


di 


sin Bi sin 上 月: sin By 
因此 得 出 
P| lf FE 
sinal = sing; sin@gsa 
3) 狗 东 力 ， 


凡 可 以 无 限制 地 平行 移动 或 者 圭 动 的 一 个 质点 或 者 一 个 体 , 呀 做 自由 点 或 自由 体 . 
如 不 能 如 此 , 则 褒 写 受 有 拘束 ,如 算盘 上 的 算 珠 就 是 有 拘束 的 ， 狗 东 的 力学 效应 可 以 用 一 
些 被 动 性 的 力 来 代替 ,这 些 力 叫做 移 束 反作用 ;因此 我 们 可 以 把 不 自由 的 刚体 看 作 自 由 的 


s -G4.% 


刚体 ;只 要 把 它 从 物 束 中 解脱 出 来 而 以 物 东 的 作用 代 害 物 束 的 效果 . 

激 束 公理 : 可 以 把 任何 不 自由 的 刚体 从 的 束 中 解 腹 出 来 ,只 要 以 约束 反作用 代替 特 
东 的 效果 、 而 把 识 物 体 看 成 是 在 施 与 怀 的 主动 性 的 力 和 和 欧 束 反作用 力 共 同 作 用 下 的 自由 
刚体 . 

在 所 有 的 情况 下 反作用 的 强度 和 方向 的 决定 都 依赖 于 作用 于 物体 的 主动 性 的 力 . 

俩 .有 一 槛 重量 是 PP 的 均匀 杆子 ， 两 端 4 与 B 分 别 与 水 平 3 
的 地 板 和 锐志 的 墙壁 Oy 接触 ， 接触 面 阅 并 无 摩 榨 作用 , 杆 上 
DD 扩 栓 一 根 缠 子 , 连 在 OO 点。 已 知 杆 长 4B 一 27， 和 地 平面 的 
交角 是 a, 妨 和 地 面 的 交角 是 B。 试 求 娘 的 张力 . 

AB 的 中 尽 为 C， 扣 和 贸 处 命 之 为 D， 三 个 限制 可 以 如 4， 
B,D 处 三 个 力 琢 示 寂 们 ,了 出 就 是 加 上 这 三 个 力 之 后 连 原 来 的 重 
力 便 得 一 个 自由 体 了 。 这 四 力 的 情形 如 下 : 


起 点 矢 最 


4 点 的 力 (21cos @, 0) (0, Y) 2lY cos GC 
玉 点 的 《0，27 sin o) (和 0) 一 2 sin 疡 
C 点 的 力 (cos a, lsin 以 ) (0, P) IPcoso 
0O 扣 的 力 0 


(0, 0) (NAcos B, 4sin B) 


由 于 干 衡 ,最 后 两 栏 相 加 得 0, 故 
— — AcosB, =——P— Asing8, 
2iY cosa — 21X sina + LP cosa = 0,， 
即 得 张力 


1 -一 Peosa 
2sin(a — BY 


其 D 在 C 下 ,上 则 a> B， 则 题 有 解答 。 若 DD 在 C 点 , 基 张 力 元 穷 ; 换 癌 之 , 信 索 无 法 粮 
淋 。 洛 DD 在 C. 上 ,张力 为 负 . 如 要 阻止 滑动 ,我 们 不 是 用 绚 拉 ,而 且 应 当 用 杆 顶 了 . 

扫 ,，B 二 点 之 力也 可 算出 。 但 在 一 般 的 情况 中 ， 反 作用 的 力 是 不 一 定 能 够 完全 确定 
的 . 


图 48 图 49 
4) 平衡 条 件 . 


全 和 可 全 


我 们 也 可 以 用 狗 束 力 的 性 盾 来 看 出 平衡 所 需 的 条 件 . 

(1) 有 一 固定 点 的 刚体 的 平衡 条 件 . 

不 妨 假 定 这 点 就 是 原点 。 任何 一 个 力 系 如 果 可 以 化 为 一 个 通过 O 点 的 力 ， 旭 此 万 系 
一 定 使 此 物体 平衡 .而 一 方 通过 O 点 的 必要 且 充 分 条 件 是 对 的 力 些 为 0。 因此 ,有 一 
国定 点 的 刚体 的 平衡 条 件 是 这 力 条 对 这 O 点 的 合算 等 于 0， 


(2) 有 一 固定 畏 的 刚体 的 平衡 条 件 . 
可 以 沿 翰 滑动, 所 以 任何 与 轴 相 交 且 垂 定 的 力 是 不 能 动 拘 这 个 刚体 的 。 取 固 定 轴 为 
x 轴 , 直 交 于 >* 轴 的 力 的 形状 是 
起 点 (x, 0, 0)， 矢量 (0,Y，Z). 
一 批 这 样 力 所 成 的 力 系 有 两 个 性 盾 : 六 二 0 与 M; 一 0， 这 也 就 是 一 力 系 加 于 这 刚体 而 
三 衡 的 条 件 ， 


(3) 轴 上 每 一 点 都 固定 的 刚体 的 平衡 条 件 . 

讨 葡 有 二 固定 点 的 情况 与 此 完全 相同 ,所 以 我 们 可 以 用 (1) 来 处 理 . 
(4) 放 在 水 平面 的 自由 物体 的 平衡 . 

有 一 桌子 , 它 的 三 条 腿 在 4, B,C 三 点 站 在 斑 面 上 ， 庄 力 如 下 : 


起 所 和 所 量 力 
4 tt 的 力 AU， 0， 0) (0， 0， Z1) 《0， 0， 0) 
B 点 的 力 《0， Cs 0) (0, 0， Za) (cZs, 0,， 0) 
C 点 的 力 (ca，2，0) 《0，0，Za) (BZs, ~—aZs, 0) 

飞 面 重 心 《0， 0， P) (人 ”~， 0) 


最 后 二 栏 加 在 一 四, 竺 果 为 0, 我 们 可 以 唯一 地 算出 Zi, Z;, Z3。 而 没有 平衡 条 件 ,这 就 
意味 着 ,桌子 总 是 平衡 的 . 

假如 在 同样 的 情形 下 , 取 一 个 四 脚 桌 子 , 旭 未 知 的 反作用 有 四 个 ;而 方程 只 有 三 个 , 因 
此 阅 题 在 静 力 学 上 不 确定 ， 


wb 


1 区 量 


在 自然 现象 中 ,我们 烃 常 遇 到 不 同 的 量 : 如 时 间 , 长 度 ,重量 , 温 度 等 等 ， 任 一 种 量 , 按 
照 不 同 的 情 驶 ,有 时 取 不 同 的 数值 ;有 时 一 成 不 变 ， 前 者 称 为 变量 ,后 者 称 为 常量 , 

常量 变量 开 不 是 经 对 的 ,情况 变 了 ,常量 可 能 转化 为 变量 ,变量 也 可 能 转化 为 常量 ;并 
且 有 的 时 候 , 如 果 变 化 微不足道 天 不 影响 我 们 的 结论 时 ,我 们 也 可 以 把 变量 当 作 常量 来 处 
理 . 

在 测量 物体 重量 时 ， 必 须 辨 明 是 否 在 同一 地 点 同一 高 度 进行 ， 在 同一 地 点 和 高 度 某 
一 物体 的 重量 是 常量 ,如 果 改 变 到 不 同 地 点 或 高 度 便 成 为 变量 . 

某 些 景 的 变化 往往 依赖 于 另 一 些 量 的 变化 而 定 , 后 者 称 为 自 变 量 , 前 者 称 为 因 变 量 . 
关于 自 变 因 变 之 分 也 并 不 是 站 对 的 . 

以 上 所 属 的 重量 的 变化 是 由 于 重力 加 速度 改变 而 产生 的 ， 重力 加 速度 的 改变 是 由 于 
地 点 (强度 ) 不 同和 高 度 不 同 ,地 球 转动 的 离心 力 和 地 球 的 吸引 力 不 同 的 稳 故 ， 因 之 , 简 度 
和 高 度 是 自 变数 ,它们 变 了 ,重量 也 就 跟 闭 改变 了 . 

变量 有 时 可 以 毫 无 限制 地 取 实 数值 。 例如 :时 间 t 的 变化 可 取 任 何 实数 值 ， 有 时 要 
受 某 种 限制 ,例如 :温度 的 变化 不 能 低 于 一 273sC， 还 有 时 只 妈 许 取 自 然 数 ,例如 :城市 局 
民 数 , 定 体积 气体 内 的 分 子 数 等 . 

活 合 于 a 牵 x 和 5 的 全 部 实数 称 为 一 个 并 区 间 , 以 [4, 51 表示 ; 4 二 x 二 5 黎 为 
开 区 阅 , 记 为 a, 5); 也 可 以 有 第 开 咎 天 的 区 闻 a <* <2 或 “<x 乓 2 我 们 分 别 计 
为 La, 2) 与 (c, 5]， 通 常 ,变量 是 在 黄 一 区 南 内 变化 的 ， 

我 们 有 时 用 [4, 十 co ) 到 x 在 不 小 于 < 的 范 国内 变化 , 园 法 定义 Ce, 00), (一 00, 6] 


与 (一 co， co ). 


>y2. 国 数 


在 实际 际 半 是 中 ， 杰 量 HH 证 不 不 山 一 个， 而 是 几 个 ， 例 加] : 著名 的 Boyle 一 Mariotte 定律 
: 在 各 度 不 变 的 情况 下 ,理想 气体 的 容积 与 压强 成 反比 例 、 用 z 表 压 区 ,VV 表 体积 , 旧 


对 六 


pV 一 C 《常量 ). 
污 压 织 也 定 了 ,体积 也 就 定 了 ,所 以 2 是 自 变 量 而 了 是 因 变 量 ， 但 是 我 们 也 可 以 先 有 
了 体积 耐 求 出 应 有 的 压强 p。 如 此 ,上 则 自 变 , 因 变 的 关东 就 反 转 过 来 了 。 


和 007 * 


常量 C 也 是 跟着 客观 情况 而 变 的 ， 当 温度 变 了 C 就 变 , 物 持 换 了 C 也 变 . 在 摄氏 0 
时 ,对 一 千 元 位 气 来 说 ，C 一 273 X 29.27。 而 当 温 度 是 TC 时, 我 们 束 有 了 Clapeyron 
关系 式 : 
pV 一 29.27(273 十 工 ), 


如 此 可 以 把 p, V5, 工 三 个 变量 , 任 取 其 中 的 两 个 作为 自 变 量 ,一 个 作为 因 变 量 . 

另 一 方面 ,我 们 在 应 用 Boyle-Mariotte 公式 时 ,还 须 注意 这 个 公式 的 施用 范围 ， 一 般 
如 来 ;从 1 个 中 大 气压 到 8 个 大 气压 这 公式 是 可 以 很 好 地 表达 芙 实 情况 的 . 但 是 在 压强 
很 大 时 ,这 一 公式 是 有 很 大 偏差 的 ， 换 一 句 话说 , 在 写 下 Boyle-Mariotte 公式 时 ,最 好 注 
明 有 公式 的 适用 范围 。 例如 写 一 个 1% < p 过 8 来 表明 变数 在 此 区 间 内 变化 。 在 一 定 的 
温度 下 ,我 们 有 较 精 确 的 van der Waals 公式 


(e+ 与 )C 一 5) 一 常数 ， 


其 中 cz, 2 是 改正 数 . 这 公式 中 当然 也 可 以 把 p 与 VV 互相 和 看 为 自 变 量 、 因 变量 。 供 有 一 点 
必须 指出 的 是 当做 自 变量 的 时 候 ,V 可 能 有 三 个 数值 . 
z 因 变 数 唤 是 男 北 ， 或 称 为 目 变数 的 图 数 . 因 变 数 的 值 由 自 变 数 唯 一 决定 的 称 为 单 值 
画 数 , 非 唯 一 决定 的 (如 上 所 指 V 有 三 个 数值 ) 称 为 多 值 画 数 ， 
目 变 数 的 选取 ,有 时 是 任意 的 ;有 时 是 为 了 方便 .， 但 在 大 多 数 情况 下 ,要 以 研究 的 目 
的 为 依据 。 癸 如 ,在 物理 学 上 我 从 有 气压 公式 p 二 加 ec ,此 处 po 是 在 海平 面 时 的 大 气 
压 , 是 菜 一 常数 ,为 高 度 ， 根 据 这 公式 , bp 是 的 画 数 ， 但 是 当 飞 机 师 用 压强 来 物 断 


离 度 时 ,他 就 用 有 二 去 log( 加 /六 的 公式 ， 


$ 了 区 郴 数 


任 一 自然 规律 , 答 出 一 个 现象 和 另 一 (或 另 一 些 ) 现 象 的 关系 ,于 是 就 建立 一 个 量 与 量 
之 间 的 落 数 关系 、。 因而 也 就 把 其 他 科学 部 门 中 从 客观 现象 所 提出 的 问题 ,转化 为 数学 间 
题 . 
如 果 某 图 数 (就 是 因 变 数 ) 可 以 由 自 变 数 通 过 数学 演算 来 直 搂 表达 ， 则 时 做 显 画 数 ， 
例如 在 定 漫 下 ,用 压强 ?作为 自 变数 ,气体 容积 了 的 表达 式 是 
CG 


Mi 


2 


p 
皮 信 是 pp 的 显 瑞 数 . 


又 如 三 角形 的 两 边 长 是 4 与 5, 决 角 是 6, 旭 三 角形 的 面积 
好 一 工 ab sin0 
2 
是 他 2， | 的 显 图 数 


有 时 我 们 用 
y = f(x) 
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来 代表 不 很 容易 或 不 可 能 写 出 的 函数 关 条 .3 是 自 变 数 : 的 醒 数 ， 1 了 表 ?7 对 x 的 关系 的 
符号 ,在 养 虑 儿 种 不 同 钞 数 的 时 候 ,我 们 用 不 同 的 字母 求 表示 对 “的 天 承 : 


f(x), F(x), p(X) 
等 等 


v= F(x, y, 2, £). 

这 表示 ”是 亚 数 *，y， zz 的 图 数 . 

当 xy， z 取 和 特殊 值 x0o, yo, 20, 如 时 ,> 所 得 蝇 的 值 称 为 两 数 在 * 一 xy 二 yo， 
z :一 ay 二 如 时 的 函数 值 ， 例 如 ， 一 去 dsin0, 当 4 一 1,2 一 2，0 一 45” 时 男 数 

wma 1 
4 的 数值 J 

若 一 个 图 数 不 是 通过 自 变 量 值 接 表 出 ， 而 只 有 一 个 方程 玫 示 图 数值 和 自 变 量 的 值 的 
关 条 ,就 时 做 隐 画 数 ， 例 如 ,变量 > 与 变量 * 适合 方程 

”二 xy 十 x 一 0， | 

则 ?是 目 变 量 * 的 隐 轿 数 ， 另 一 方面 ,* 也 是 自 变量 》 的 隐 阔 数 , 如 van der Waals 公式 


(p+ 所) Cr 一 念 一 常数 ， 


V 就 是 上 的 隐 豆 数 , 

实际 上 , 显 画 数 和 隐 夯 数 并 没有 多 大 界限 ,有 时 可 以 从 隐 画 数 解 出 显 夯 数 来 ， 但 是 ， 
一 般 诉 来 , 解 一 个 方程 工 不 容易 ,因而 发 生 了 一 些 用 隐 夯 数 ( 也 就 是 不 解 方程 ) 让 接 处 理 天 
是 的 研究 . 

上 面 所 订 到 的 是 自 变 量 与 因 变 量 均 取 实 数值 的 情况 ， 在 数学 及 其 各 方面 的 应 用 中 ， 
轻 澡 会 遇 到 另外 两 种 重要 类 型 的 画 数 , 朗 自 变量 取 实 数 , 因 变 量 ( 邵 画 数 ) 取 复 值 的 情况 与 
自 变 量 、 因 变量 都 取 复 值 的 情况 。 前 者 将 郴 数 值 分 为 虚 、 实 两 部 分 ,实际 上 ,就 相当 于 一 个 
实 变数 的 两 个 实 画 数 . 后 者 把 自 变数 z 二 x 十 yi 的 虚实 部 分 看 成 两 个 自 变 数 ， 而 画 数 
就 变 为 两 个 自 变 数 x，y 的 两 个 画 数 了 例如 ，w = 二， 可 以 写成 为 w 二 w 十 iv， 
xz 二 x 十 yi。 其 

Ur y, v= 2rxy, 

即 x*, ”是 二 自 变量 x,y 的 图 数 了 . : 

令 后 在 很 长 一 个 时 期 ,我 们 将 讨论 实 变数 的 实 画 数 ， 许多 烙 果 都 极 易 推 到 实 变数 的 
复 画 数 的 情况 。 至 于 复 变数 的 复 落 数 的 情况 ， 有 不 少 特殊 的 内 容 , 将 在 本 书 第 二 知 中 讨 
请 ， 


3 4. 画 数 的 图 表 法 
发 y 二 f(x) 是 自 变数 * 的 画 数 〈 或 者 隐 夯 数 形式 F(x,y) 一 0)。 我 们 用 * 轴 示 
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日 变数 ， 用 7 隅 农 画 数值 ， 划 对 应 于 一 个 * 的 值 ， 有 y 的 对 应 数值 ， 这 样 的 (x, y) 一 
一 (x, f(z) ) 就 成 为 下 面 上 的 点 , 当 * 变化 时 , 就 在 平面 上 画 出 了 曲线 . 这 曲线 就 被 称 为 
国 数 y 二 f(x) 的 曲线 。 曲 和 线 上 的 坐标 都 满足 于 方程 ,反之 , 凡是 满足 于 方程 的 数值 〈x， 
y) 都 在 这 曲线 上 . 

在 描 给 曲线 的 时 候 , 我 们 应 当选 择 适 当 的 尺度 。x, y 的 尺度 可 以 选择 得 不 一 样 ,使 不 
至 村 把 图 画 得 太 长 太 局 或 画 出 纸 外 . 

这 种 方法 沟通 代数 与 几何 的 方法 ,建立 起 代数 与 几何 的 紧密 联系 ， 一 方面 ,可 能 
由 儿 何 圾 迹 来 表示 分 析 的 关节 ,来 看 出 变化 的 情况 ;， 另 一 方面 ,也 可 能 由 代数 演算 来 求 几 
何 问 题 的 解 谷 。 这 就 是 Descartes 首创 的 解析 几何 . 

在 实际 情况 中 ,往往 是 从 实验 中 先 得 出 一 批 数值 ,再 把 这 些 数 值 画 在 方 格 纸 上 ， 小 后 
太 纪 能 否 归 和 纵 成 为 一 个 方程 。 这 样 的 方程 称 为 经 验 公 式 ， 得 和 到 了 轻 验 公式 之 后 ,一 方面 
契 从 理 诅 上 找 根据 , 男 一 方面 是 再 到 实验 中 去 考验 这 公式 ,看 它 能 不 能 符合 客观 事实 ， 


例如 ,我 们 先 做 一 个 实验 , 取 8 [ 升 ] 气 体 ,其 压强 是 p 一 村 [气压], 其 温度 一 定 ， 我 


们 改变 压强 使 它 名 过 一 组 数值 ,例如 p 二 了 1， 一， 2,…, 并 量 出 相对 应 的 气体 的 体积 
zz, 列 成 下 表 


因而 妇 和 纳 出 Boyle-Mariotte 定律 


pV 一 常量 . 
把 这 一 公式 在 实验 中 考验 . 在 高 压 时 , 找到 了 不 符合 事 可 一 一 一 一 一 一 一 
实 的 情况 ,因而 有 van der Waals 的 改进 公式 ， 图 51 


$ 5. 几 个 和 等 画 数 
1) 需 国 数 ， 我 们 现在 来 研究 国 数 


y 一 ax", 

此 处 与 = 都 是 常数 ， 这 一 画 数 称 为 需 画 数 . 

我 们 作 a = 1 及 x 取 正 值 的 图 形 ， 无 葵 > 取 什 么 值 , x 一 1 时 , y 二 x? 一 1{， 所 以 ， 
所 有 的 曲线 都 各 过 (1, 1)。 当 > 取 正 值 而 x > 1 时 , 旧 # 僵 大 曲线 上 升 合 快 (图 52) 当 
n 取 负 值 时 ，y 一 x* 相当 于 分 式 ,例如 ，y 一 x 一 = 当 x 增加 时 ,y 要 沽 小 ， 这 些 曲 
和 线 叫 做 多 态 曲 线 , 热 力学 中 常 明 到 孔 们 (图 53)， 

其 中 > 一 1 及 7 一 0 是 两 条 直线: y 二 + 及 y= 二 1。 又 x 二 1 也 可 以 看 成 为 
趋向 无 穷 时 多 态 曲线 族 的 极限 线 ， 


人 


¥ = Ty 站 > 认 


of ~ t 
图 52 图 33 


2) 指数 夯 数 。 画 数 
y=a” (a > 0) 


称 为 指数 落 数 . 如 果 4 二 1, 剧 当 zx 朝 正 方向 驳 向 无 限时 ,YY 雹 限 增 大 ,而 当 * 萌 信 方 间 
趋向 无 限时 ,y 趋 向 0， 当 a 二 1 时 ,情况 与 此 相反 ,4 一 1 时 ,得 直 和 级 y 一 1。 指 数 男 
数 的 图 形 如 下 ,注意 曲线 必定 过 (0, 1) 点 : 


y 


0 x 
o>1 2< 1l 


图 54(1) 图 54(2) 
3) 三 角 图 数 。 六 个 三 角 画 数 
y= sinx, cosx, tgx, ctgx, Secx, Cscx 
部 是 所 请 的 周期 图 数 ,其 中 日 变数 我 们 用 缴 度 来 表达 ， 和 角度 与 弧度 的 关 采 是 ;角度 是 把 幕 
个 的 圆周 角 分 为 360°, 而 绕 度 是 以 单位 图 周 上 的 弧 长 来 度量 角 的 大 小 的 。 单 位 图 的 周 长 


是 2r, 我 们 就 以 2x 来 代表 360°, x 代表 焉 角 180°， 二 代表 直角 909 


图 55 是 正 效 函 数 y 二 sin x 的 图 形 ， 这 图 形 显 然 有 sin(x 十 2z) 二 sin yx，2r 称 为 
周期 ， 换 攻 之 , sinz 的 数值 经 过 27 之 后 周而复始 ， 


引 cos x = sin € 十 工 ) 可 知 , 把 函 效 y 二 sin x 的 图 形 虞 着 * 朝 左 移 部 就 得 到 余 


绢 y 二 cos x 图 形 ( 图 56). 


Eh be 


正切 y 二 tg x 的 图 形 , 是 由 一 串 全 同 的 五 相 允 再 的 无 办 支 态 所 于 用 的 ， 每 条 文 线 的 


宽度 是 x, 换 车 之 ,正切 是 以 7 为 周期 的 图 数 ( 图 57). 


由 y 一 ctg* 一 一 红 (z 十 到 ) 可 知 , 余 切 的 图 形 可 由 正切 的 图 形 治 * 轴 平移 二 


以 x 轴 为 钥 昌 了 反射 而 得 (图 53 
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59 是 下 制 y 一 secx 一 的 图 形 . 


COSX 


余 市 y = csc # 一 sec (: _ 三 | 可 由 正 割 烃 平移 而 得 (图 60》. 


图 60 


4) 反 男 数 ， 画 数 y 一 f(x) 是 以 x 作为 自 变数 ，y》 是 因 变数 ，y 是 * 的 画 数 f(x). 
反之 , * 也 可 以 看 成 为 y 的 画 数 ,这 样 的 画 数 称 为 原画 数 的 反 画 数 ， 


例 1. y 一 和 ad 一 pcs 0, 写 的 反 画 数 就 是 “一 2 一 2 


cx 十 a— ey 
例 2， 7 = 二 x’ 的 反 丙 数 zy 或 x 一 一 yi ( 见 图 61). 
指数 夯 数 的 反 画 数 称 为 对 数 柄 数 , 表 为 y == logs x。， 它 的 图 形 如 图 62. 
一 般 说 来 ,把 原 汞 数 图 形 从 纸 缘 面 看 ,把 * 轴 与 了 轴 互 换 就 得 反 西 数 的 图 形 了 。 
三 角 图 数 
SINnX, cosx, {tg x, Cg XxX, secx, csc x 


7 


图 61 
的 反 图 数 记 作 为 


sin™~'w, cos lx, tg x, ctg x, sec lx, csc™!x. 


或 称 arc sinx 等 等 
我 们 仅 解释 一 下 画 数 sin-! x (图 63)， 它 的 图 形 在 一 1 过 x 过 1 之 并 ,给 与 x 一 个 
2 


值 , y 有 无 穷 多 个 值 ,因而 是 一 个 多 值 画 数 ， 当 我 们 夯 出 了 一 一 过 y 声 = 的 部 分 ,其 他 


部 分 就 显然 可 以 得 出 了 . 
以 下 把 cos :x (图 63), tg xx、ctgY 《图 64 )，sec xz，csc (图 65) 的 本 硬 鱼 ， 
y Lh | 
二 一 一 一 一 全 一 一 一 一 一 3 
2 
ee 一 一 一 一 一 元 —— 
2 
人 
0 x 之 
一 一 一 一 一 上 一 一 一 一 一 一 - 0 t 
2 
i 一 a -~ 
图 64(2) 


图 65(1) 


3 6 男 数 的 一 东 简 单 将 性 


在 以 上 所 研究 的 画 数 中 ,已 经 可 以 看 到 本 数 的 一 些 简单 特性 ， 
和 3 


奇 图 数 > 一 f(x) 是 适合 于 信 一 x*) 二 一 x) 的 本 数 ， 也 就 是 改 , 画 出 图 来 是 关于 
中 心 对 称 的 ， 

例如 ,y= 二 x， yy 二 sinx,，y 一 tg* 等 等 . 

偶 画 数 y = fx) 是 适合 于 从 一 x) 二 x) 的 画 数 。 也 就 是 膏 , 夯 包 图 来 是 关于 y 
加 对 称 的 ， 

例如 ，y 二 x**，y 一 cos * 等 ， 

不 难 证 明 ,一 多 项 式 是 奇 画 数 的 条 件 是 写 的 每 一 项 的 次 数 都 是 奇数 ,而 为 偶 函 数 的 条 
件 是 它 的 每 一 项 的 次 数 都 是 偶数 . 

除 0 以 外 , 疫 有 阴 是 奇 又 是 偶 的 画 数 存 在 . 

又 任 一 男 数 f(x) 都 可 以 分 解 成 为 两 部 分 ,一 部 分 是 奇 的 ,一 部 分 是 偶 的 。 也 就 是 

1 — (fx) —f—*)) 十 二 Cf) + Hz)). 


增 画 数 ， 在 区 间 [a, 58] 中 , 如 果 当 x > x 时 f(z) 宇 1(x') 则 称 f(x) 在 [a, 5] 中 
为 增 轴 数 ,或 称 单调 增 画 数 ， 同 法 定义 溅 丽 数 ， 单 调 培 ,单调 减 的 男 数 入 称 为 单调 画 数 ， 

例如 ,在 0， 三) 内 sinx 是 增 画 数 。 但 在 (<=, r) 内 sin* 就 变 为 减 国 数 了 . 

当 wx>0 时 zz 是 增 画 数 ,而 当 x 二 0 时 大 是 减 画 数 . 

由 增 到 沽 可 能 出 现 察 顶 称 为 极 大 值 。 由 溅 到 增 可 以 出 现 谷 底 称 为 极 小 值 . 

连 绪 性 与 半 断 性 由 y= 二 sinx，y 二 x? 等 图 形 上 可 以 看 出 一 个 性 质 , 就 是 就 图 形 
来 说 它 是 一 条 不 断 头 的 连续 曲 钱 ， 在 y = tg x 中 就 有 另 一 特性 出 现 ,在 一 二 与 一 之 


阅 是 速 纱 的 ,但 是 在 * 一 了 这 一 点 ， 这 曲 栈 变 为 无 穷 。 但 这 函数 在 -的 左边 意 近 于 


=， 色 z 的 值 仿 大 ; 而 在 一 的 右边 意 近 于 一 ，tg * 的 值 合 小 、 这 一 现象 是 间断 点 的 一 
种 ， 现 在 再 举 几 个 间断 性 的 例子 . 

例 1， 命 [x] 表 x 的 整数 部 分 或 最 大 的 整数 乏 x 者 。 这 画 数 在 所 有 的 整数 点 是 于 
断 的 ,在 其 他 点 是 速 绪 的 (图 66). 

全 2.， 画 数 
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是 一 个 在 整数 点 不 连 米 的 画 数 , 谋 且 以 1 为 周期 ， 它 还 是 奇 玫 数 (图 67). 


$7. 周 期 落 数 
上 节 所 计 葵 的 三 角 画 数 都 满足 下 迹 性 质 : 


sin(xz 十 2r) 一 sinx， cos(z 十 27) 一 cosyYy，tg(xz 十 2r) 一 多 和 
这 样 的 图 数 称 为 以 2r 为 周期 的 辆 数 。 更 一 般 些 ,有 以 下 的 
定义 。 如果 有 一 实数 w 闫 0, 使 对 住 意 * 常 有 
j(x + w) = f(x), 
则 f(x) 称 为 以 为 周期 的 机 数 . 
不 难看 出 ， 如 果 x) 与 g(x) 都 是 以 四 为 周期 的 两 数 ， 划 它们 的 和 、 差 、 积 、 商 (除去 
分 母 为 0 的 诈 点 外 ) 仍 然 是 以 @ 为 周期 的 汞 数 . 
定理 1。 多项式 不 能 是 周期 画 数 ， 
证 ， 一 次 式 ax 十 5 (a 尖 0) 不 是 周期 画 数 。 如 属 不 然 , 七 有 一 周期 w( 尖 0), 旧 
ax 十 中) 十 六 一 ct 十 六 
这 十 不 可 能 的 ， 
现在 对 多 项 式 的 次 数 行 归 滑 法 ， 如 果 f(x) 是 > 次 多 项 式 ,而 且 以 为 周期 , 划 
f(x + w)— f(x) 
是 一 个 (nn 一 1) 次 的 多 项 式 , 它 仍 以 w 为 周期 这 是 不 可 能 的 ,所 以 定理 黄 确 . 
一 个 图 数 是 否 能 有 两 个 周期 , 换 音 之 ,人 能 否 有 两 个 实数 ww 与 w ,使 


Ax+o)=f), fx + w) = f(r). (1) 
我 们 现在 分 两 种 情况 来 讨论 : 
1) w/w 是 有 理 数 p/g， 假 定 /ae 是 刻 鸥 分数 . 已 知 有 二 整数 7+,: 使 
pr 一 9 一 并 


他 一 w/p 一 /gg。 由 41) 推 得 


f(z 十 ro 一 如 一 f(x), 
Hh 


好 f(z) 以 7 为 周期 。 如果 f(x) 以 了 为 周期 , 则 
f(r +w)=f(x+pr) or), fixt+ow)=fx+ gr) = f(x), 
自然 而 然 地 作 x) 以 w, w 为 周期 了 . 
2) w/w 是 无 理 数 。 由 第 一 章 § 13 可 知 , 有 二 整数 p, g 使 
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“所 以 给 了 任意 小 的 e( > 0), 我 们 常 能 找到 4 与 p 使 
qm 一 bo < 一， 
而 r 一 yo 一 pw 也 为 一 周期 。 换 秋之 ， 如 果 f(x) 有 比例 为 无 理 数 的 二 个 周期 , 旧 它 有 
任意 小 的 周期 。 
例如 ,定义 四 
1( 2) 一 | 0， 如 果 * 是 有 理 数 ， 
1， 如 果 * 是 无 理 数 ， 


这 个 画 数 以 任意 的 有 理 数 为 周期 . 


$ 8. 复 变 数 函 数 表 示 蕉 例 


全 zz 二 x+ 十 1y，w 二 vw 十 2 现在 许 花 
w = f(z2), 

式 中 的 z 是 平面 《x,y) 上 的 一 点 ， 我 们 不 可 能 在 一 个 平面 上 来 表达 这 一 关系 。 但 是 我 
个 可 以 用 两 个 平面 上 的 相互 关系 来 表达 这 一 图 数 . 例如 , 在 《x,y) 平面 上 画 平 行 于 > 
玫 , 》 翰 的 直线 时 ，(x, >) 平面 上 对 应 的 图 形 怎样 ,或 者 在 (x, vz) 平面 上 部 平行 子 # 轴 。 
2 地 的 直线 时 ，(x, y) 平面 上 对 应 的 是 怎样 的 归 线 ， 我 们 工 不 准备 深入 计 花 这 一 问题 ， 
仅 举 一 个 简单 的 例子 : 

命 wv 二 zx, 邵 得 


= ry ory, 


2 
2x 


0 


是 一 抛物 线 , 序 当 在 (x, y) 平面 上 夯 线 x 一 和 时 ,在 (x, sz) 平面 上 得 出 一 条 抛物 线 。 
而 当 夯 直线 y 一 时 ，(x, v) 平面 上 夯 抛 物 线 一 (和 ) 一 总 


Yn 


当 二 Xp 固定 时 ， 


又 当 & 一 az 时 ， (xz， y) 平面 上 画 双 曲线 一 小 一 wos 而 当 2 一 20 时 ， ED (x, y) 


不 面 上 画 双 曲线 xy 一 > 


4 76 里 


$9. 通 归 百 线 


自 变 景 与 因 变 量 间 最 简单 的 关系 为 线性 关系 ， 即 表示 自 变 量 与 因 变 量 成 比例 的 性 
质 . 由 试验 的 记录 ,在 图 纸 上 得 到 一 柔 烈 的 点 ; 为 了 研究 一 个 线性 的 画 数 关系 ,我 们 希 波 
得 到 一 个 近似 的 经 验 公 式 , 就 要 作 一 条 直线 。 若 没有 一 条 直线 过 全 部 作出 的 点 , 则 只 好 作 
一 条 站 和 线 , 使 在 写 两 便 的 点 都 窗 它 充分 近 。 但 什么 叫做 充分 近 ? 得 有 个 标准 才 合 适 ! 
对 于 不 很 精确 的 研究 ,往往 采用 紧 入 法 ,就 是 用 一 条 缉 子 打 直 了 试 着 比 ， 使 两 边 的 
尽 的 数目 相等 。 作 好 军 线 之 后 , 骨 让 接 量 一 量 , 就 可 确定 它 的 方程 : 
yy 一 4 十 2 


这 就 是 经 验 肥 式 ， 
例如 ,给 出 数据 


1.341 | 1.520 | 1.738 | 1.871 


4.150 | 4.201 4.269 | 4.350 


0.708 


| 3.910 


0.530 


3.870 


0.901 


| 


4.009 


i .120 


4.089 


mini et | ee 


| 3.779 


得 到 径 验 会 式 
y 人: 0.375x 十 3.65《 渤 表示 近似 相等 ). 
下 面 我 们 来 介 洛 禾 放 学 中 常用 的 角 归 秆 
从 实验 中 得 到 自 变量 * 与 因 变 量 y 的 一 
租 数 据 : 


TL: Xl 2 “Xs 


ys 9 2 ”ps ; 图 0 
求 杏 线 
y= & + br, 
使 均 方 落 
Ola, 划一 二 > (一 一 6 
六 ii] 
达到 最 小 . 


将 0(c,5) 展开 ,并 次 平方 ,得 


0 =—1|D + Da+ta 2 5 sy + 2 Dw — 24 Dy| ~ 
-i=1 ‘<! ™! 


t= i 二 | 


b» 类 1 4 7 Li 村 2 
-e+ + + 


i 二 1 


ri(D iD ) -DD Dy)= 
7 2 \i~=] J 2 ;=1] i=! 


fr 一 


— (a+ or—y) +o + 2b0 = 二 (a 十 bx 一 9 十 


2 2 
二 (一 人) + Ie 


2 2 3 
Sr x 


SS I7 


此 处 


好 
1 J 1 Ef 伯 加 1 Li _ 
ow =— (DD) zy —— D2 7) = 2 (x — yi — 7). 
2 1 一 1 1 i 二 1 | 1 一 1 
因此 兰 
b = 2. 4 一 ?一 XY 
Oz z 


时 ， Ola, b) 最 小 ,我 们 称 丰 和 线 


2 一 Sry 一 
y 一 -2 十 了 一 
入 


为 退 归 获 线 ,或 改 扣 为 
y—5= ry (x— *), 
此 处 
Try 一 ey 。 
GrOy 


下 面 我 们 来 求 宜 线 , 使 各 点 至 该 直线 的 牌 中 的 平方 和 最 小 。 
定理 1。 命 4 与 刀 表 实数 ， 对 于 所 有 的 实数 0 证 有 
一 人 人 十 了 2 入 4cosg 十 Bsing< 委 WA4 十 了 2， 


Ei 
B 


<4... sin 引 ”一 一 一 

VA+B’ VA'+B’ 

仅 当 0 一 几时 :右边 的 等 号 考 有 可 能 ; 仅 当 9 = 二 由 十 x 时 ,左边 的 等 号 才 有 可 能 . 
证 。 由 


cosy = 


Acos0 + BsinO 。 。 
一 -一 一 cosycosl + sin bsinO = cos (yy — 0) 
VA+B’ 
郎 得 定理 1, 


定理 2， 命 4, B,C 表 实 数 , 对 所 有 的 实数 9 党 有 


2 
4 一 | 了: 十 后 < Acos0 + 2Becos0sin0 + CC sin:0 


_ 2 
< 全 c++ SS). 


COST 一 -4 二 . SINT 一 一 -一 一 一 0 (1) 


V4B2 十 (4 一 CD V4B (A— CY 


s 718 . 


仅 当 20 二 + 时 :右边 的 等 号 才 有 可 能 ， 且 仅 当 20 一 7 十 rz 时 ， 闫 边 的 等 与 才 有 可 能 ， 


必须 注意 ，B 一 0, A 二 C 的 情况 必须 除外 ;, 藤 时 对 任 一 和 次 取 极 值 ， 
证 。 我 们 有 
Acos0 + 2BsinOcos0 -+ Csin’:0 一 


— TC 2BsinOcos0 + TE (cn0— sn0) = 
一 和 十 人 十 Bsin20 十 A C .0s20. 
由 定理 1 可 以 推 得 本 定理 ， 


给 定 2 人 小 点 : 
(x1, y1)， (xz， y2)， 9 (xn， yn ) 3 


求 这 样 的 让 和 线 , 使 这 些 点 到 这 下 线 的 距离 的 平方 和 博 小 . 
命 所 求 的 直 徐 的 方 和 三 为 
rcos0 + ysinG— p= 0, 
点 《zxi, y: ) 和 这 直线 的 距离 等 于 
xicos0 十 yisint — p, 
所 以 衣 距 部 的 宇 方 和 等 于 


下 


一 np 一 2p (> xi cosO 十 3 orsing) 十 93 本 cos 8 十 
i=1 i =1 


1 二 1 


十 2 (> co cos0 sin0 + (> 5 sin“ 0 一 


一 1 i 二 1 


一 7 (p 一 一 3 x:cos0 一 一 > ysin0) 十 (> X; 一 一 (> c) ) cos D 十 
Le 


fi 二] z 二] 一 了 


十 2 (> Xi 一 一 工 > X; > yi ) cosO sin 十 


fi ml 2 ji-1 i 二 1 


1 fs YN， 
十 C3 yi 一 一 (> y) ) si 0. 


z 一 工 


(xicos0O0 十 ising — p) 
=1 


由 定理 2 可 知 ,. 上 式 最 后 三 项 的 和 的 最 小 值 是 


比 处 


B = D5) xy —~ Dx 一 一 (一 oz 一切 


1 fy 二 | Io 


(2) 


.79 . 


于 是 取 
20 = 二 T+ 十， (3) 


Ei 


pp 一 1 x:cose 十 1 >, yy sin 0, (4) 
办 


2 i1=1 i 二] 
便 使 订 式 达到 最 小 值 . 
定理 3 我 们 和 给 了 7 点 《zi 嫉 )，……， (xz ys)。 依 公式 (2) 作 出 4,， 8, C， 青 依 公 
式 (1 7) 3) 及 (4) 定 出 9 及 加 , 则 得 和 绫 
xcos0 + ysin0=p 
有 这 样 的 性 盾 : x 点 到 这 直线 的 距离 的 平方 和 最 小 . 


这 直线 的 方程 式 也 就 是 
yy cos0 _ 1 一 cosr -一 4 二 CT 二 VG4 一 C) + 4B’ 
1 多 simn sinT 2B ” 
XC 一 Sx. 
我 们 用 ol(&) 走 
CE) 一 e+ 十 ea ， 


则 直 缕 方程 变 为 


y 一 0) ~at+y+ Va— y+ 4B 
x— oOo(lx) 2B 
wx = or) — (G(x)), 
B= oxy)— olx)oly), 
7 =o(y)— (ol(y)). 
但 必须 指出 , 当 3 一 0 而 4 关 C 时 ,我 们 所 求 的 直线 就 是 
Y 一 CCz)。 
义 如 水 B = 一 0， 4 一 C， 则 任意 一 条 通过 (ol(x)，o(y)) 的 直线 都 有 同样 的 性 质 (\ 例 如 
取 四 点 《0, 1), (1, 0), (9, 一 1), (一 1, 0)). 


上 吐 处 


$ 10. Lagrange 插入 公式 


上 让 已 经 说 明 过 ,我 们 用 站 和 线 
yy 一 6 十 已 
来 做 出 和 经 骏 公式 。 这 种 方法 无 疑 地 在 很 多 情 驶 下 不 能 符合 客观 情况 ,我 个 有 时 用 多 项 
式 


y 一 Qox” 十 CiXz2 一 十。 。 才 GoY 十 Gy (1) 
来 接近 客观 的 曲线 ， 
如 人 知道 了 y= 二 f(x) 的 n 十 1 个 数值 : z 
yo = fx0), yi = fr), 0, ya = fxn), (2) 


* SO * 


我 们 可 以 定 出 一 条 形状 如 (1 ) 的 曲线 多 过 这 十 1 点。 我们 知道 ,这 样 的 多 项 式 只 可 能 有 
一 个 ,因为 如 果 另 一 个 次 数 不 超 过 7 的 多 项 式 也 满足 同样 的 要 求 , 那么 二 者 之 其 在 2 十 工 
点 上 等 于 0, 而 其 次 数 不 超 过 >, 故 其 系数 非 全 为 0 不 可 ， 也 就 是 说 , 并 不 是 " 另 一 个 
这 个 曲线 购 导 出 方法 如 下 : 先 求 一 条 曲线 使 
1 = I(x0), 0 = I(x), 0 一 作 xo)。 

这 多 项 式 !(x) 以 x1，，…, xn 为 根 , 所 以 

人 xs) = A(x— (x CO— xr). 
骨 以 x 二 xo 代入 ,了 得 

1(x) 一 CX XI) x xo) 


(xo YY Xi) ”” (Xo 本 xn) 


由 此 可 知 
(> x)..(x— Xo) (x — xo)(x CO— Xx) (XC— x) 
L(x) = fx0) En) 十 大 和) LE Nr x 十 
(x) 人 ) (xo Xr) (xo 和 Xn) 让 (xl 一 Xo)(X1 一 xz2) “(Xl 一 Xs) 


(x Oo ox ox) (x — x ) 
二 
"(xn — xo) xn — Ai) (tn — oi) 


就 是 通过 (2) 中 wn 十 1 点 的 n 次 曲线 ， 这 个 公式 称 为 Lagrange 公式 . 
如 取 等 分 点 时 ,公式 还 可 以 化 简 : 


Xi 一 Xo 十 dx 一 2 十 2d yx Xo 十 nd, 


则 
1) = POD”) fs), 


NId” ve RR/ XXy 
此 处 P(x) 二 (x 一 x0)(x 一 x).(x 一 ze) 
关于 实际 求 出 L(x) 在 * 点 的 数值 ,我 们 运用 如 下 的 表格 : 
Xo0™~™ XX Yo 
Xl * Yi (yo, y1) 
Y2 2 (yo, y2) (yo, yi, y2) 


xa— x yn (yo ya) Cyos Yi9 Ya) (yo0，71 Ya), 
具体 的 算法 是 一 列 一 列 地 进行 ， 第 一 ` 二 烈 显然 不 必 加 以 说 明 ,第 三 烈 出 公式 


(xo — x)yk — (Xk CO— x ) yo 
一 一 -一 一 一 一 1 
(xo— Xx)— (xt—x) (1) 


算出 ”这 就 是 在 过 (wo, y0) 与 (x4, yx) 的 着 线 上 与 + 对 应 的 7 的 数值 ， 第 四 列 由 公式 
(2) 


( yo, yk) -一 


(一 一 (2 
Kx 一 2z) 一 人 sk 一 2) 


算出 ， 第 五 列 与 第 四 列 的 关系 如 第 四 烈 与 第 三 烈 的 关系 ,最 后 得 出 
L(x) 一 (yo, yl» ”3 yn) 
坚 证 明 这 点 古 不 难 的 ,用 归纳 法 .首先 有 


(yu, yh) r=x, 一 yo， (yo; Yk /es 一 ”了 


® S81 。 


上 骨 由 


(yo, 7y1>》””” 9 Yi yk) 一 


Cx — x) — (xk — xX) 


显然 有 
(yo, yl» “” “5 了 1? De 一 (yo, “9 Y1) rer — yi 
a 
ws 时 (yo, yi"""y Yis yk) rz, 一 (yi1, "9 Vim-l, Yk) rh —™ Vk, 
又 当 2 过 ?大 : 
Yi 一 Km)ym — (Xk Xm)ym 
(yo, i> "sy Yls Yk) =x 人 (is tm) ym 一 Cxk 一 xmd3y ~ Ys 
(x 一 tm) 本 (2 ~ Xm) 
由 此 江 得 


(yos y1; ny Yn)r=z, 一 yw m= 0,1,2, 7 
由 于 (yo; yi yo) 是 x 的 nn 次 多 项 式 , 故 可 知 
(yo， Yi1> "**， yn) = L(x). 
例如 ,已 知 0", 30°, 45”, 60°, 90° 的 正弦 责 数 值 , 求 sin50”"。 其 表格 是 
一 50 0.00000 
一 20 0.50000 0.83333 
一 5 0.70711 0.78568 0.76980 
10 0.86603 0.72169 0.75890 6617 
40 1.00000 0.55556 0.74074 6657 04， 
注意 ,如 果 有 一 列 , 其 前 几 位 数字 都 相同 ,这 几 位 数字 就 不 必 再 人 算 , 因为 后 一 列 也 一 定 有 
这 几 位 数字 (为 什么 ? )。 因此 上 表 的 第 四 烈 都 有 0.7 ,因而 第 五 列 不 再 列 人 入 这 几 位 数字 ， 
但 理解 为 仍 有 0.7 在 前 而 . 第 五 烈 都 有 66, 第 六 烈 不 册 烈 这 两 数字 ,但 理解 为 仍 有 0.766 
在 前 。 第 六 列 的 算法 古 


10 X 57 一 40X17 


04. 
10 一 40 


因而 sin50” 一 0.76604 


$ 11. Newton，Bessel，Stirling 插入 公式 


我 个 现在 游 虑 等 分 点 的 情况 ,也 了 吏 是 命 
Ap 一 TAI 一 2z 
如 此 项 
xr = Xo 十 hk, 
我 们 还 定义 《二 0 的 情 驳 。 
以 有 为 分 距 的 差分 (第 一 阶 ) 定 义 为 
Af(x) = f(x ££) CO— f(x), 
即 得 
和 yi; 一 yirt yi, 
第 二 阶 兰 分 是 第 一 阶 差 分 的 其 分 , 即 
Af(x) = Afl(x + £) — Af(x) = fx 28) ~— 2f(x 十 站) + f(x) 
人 “yi 一 Ai 一 和 Jp 一 3742 一 2 TT Yi 


全 82 . 


网 样 定义 高 阶 产 分 
A*f(x) 一 人 (ACTCxc))， 


AKf(x) 一 f(x 十 Rh) 一 好 (x 十 (太一 有) 十 ee 二 ( 克 一 2)8) 十 


+ …… 土 f(x). 
(我 们 可 用 算 符 
Akf(z) = (E — 1 村 (9) 


来 表 它 ，Eif(x) = f(x 十 有).) 
由 画 数 佳 求 插入 公式 ,可 以 通过 以 下 的 差分 表 ， 


x f(x) Af(x) A2f(x) A3f(x) Af(x) 
N11 
六 一 2 A 
| 4 一 
ro yo $ 
B 
| yt 
2 ys 
x3 y3 Ni 


每 一 列 都 是 第 一 列 的 差分 (前 两 列 除 外 )。 注 意 ,差分 方法 的 应 用 并 不 是 售 多 算 合 好 ,应 当 
活 可 而 下、 因为 如 果 第 一 列 的 误差 不 超过 s ,而 第 二 列 的 误差 只 能 要 求 其 不 超过 2se。 第 
三 刘 的 误差 只 能 要 求 其 不 超过 28 ,而 第 加 列 的 误差 在 2” 8 之 内 。 w 大 时 , 2” 增长 很 
快 。 为 了 保证 准确 性 , 差分 欢 数 必 须 适 可 而 . 止 . 


合 
2 (x 一 xo)7/ 7 


利用 差分 表 , 我 倍 常 用 以 下 的 插 人 多 项 式 
N(x) = yo + uAyo + 2 A 二 zz 一切 一 人 十 二 An 


72] 
zz 十 工 ) 22 十 了 -Ga 十 二 一 
2 


Nu(x) = yo uAy 十 A2-2 十 …- LD A 7 一 “ 


71 
(Newton 公式 ) 3 


2 2 _ 3 3 
s(x) — Yo 十 人 Ay 十 一 Azy_i -i A 1) 个 y 一 > 十 心 一 1 十 


2 之 31 2 
‘(uO—1) ro 1 (nC 1)1 
十 A, A 
41 (2z)1 


《Stirling 公式 )， 
一 2 2 
B(x) 一 + uAyo + 人 全 、 


1 
zz 一 Di 人 z 一 三 


) 十 ul 1 )(w’ 时 2) A“y_; 十 A'y_ 十 
31 41 2 


十 


。83 。 


1 
( -一 到 ul m2 ~ 一 1 、. * .2 一 (z -一 172]1(z 一 172 ) 
十 _ 十 A"Tiy. 


(27 十 1)! 
(Bessel 公式 ). 
雍 者 就 自己 找 出 这 些 公 式 与 Lagrange 公式 的 关系 。 上 表 中 的 关头 表示 这 些 播 八 公式 与 
钢 ， 画 数 f(x) 有 下 喜 的 数据 ,现在 要 求 出 人 (22). 


x f Ar 六 3 A A 


取 x 一 20, 则 一 全 人 一 0.4， 由 Bessel 公式 得 


0.4 X 0.6 1.72 十 1.99 
2 2 


f(22) = 25.34 十 0.4 X 9.82 一 十 


+ X00 OT X 0.27 = 29.05. 


6 
由 Stirling 公式 得 
8.10 十 9.82 ，0.16 


1(22) = 25.34 十 0.4 十 1.72 一 
_ 0.4 X 0.84 0.34 + 0.27 -29.04， 
6 2 
而 由 Newton 公式 得 
f(22) 一 25.34 十 0.4 X 9.82 一 a 1.99 + 人 0.32 一 29.05, 


如 果 我 个 仅 取 第 二 差分 , 则 由 Besse]，Stirling，Newton 公式 各 得 29.05, 29.06 及 29.03， 


12. 各 可 公式 


建立 一 个 由 释 验 得 出 的 丽 数 关系 y = f(x) 的 经 验 愉 式 可 以 分 为 两 部 分 : 首先 选择 
公式 的 大 和 构 形 式 ， 然 后 再 决定 参数 的 数值 ， 这 些 参 数 应 喜 使 给 定 画 数 的 逼近 成 为 最 好 的 
(在 某 种 意义 下 )， 以 上 讨论 过 的 角 归 直线 就 是 一 个 重要 的 例子 ， 从 实际 中 来 的 数据 总 是 
有 限 的 。 我 们 总 可 以 找到 一 个 Lagrange 多 项 式 在 这 许多 点 完全 符合 。 但 这 样 做 仅仅 是 


.84。 


把 数据 机 械 地 变 为 公式 并 不 可 能 启发 我 们 了 解 和 到 自然 现象 中 内 在 的 规律 ， 例如: 极 简单 


的 反比 规律 
y—L. 
如 果 我 们 在 1 与 2 之 间 取 出 很 多 数据 ,因而 得 出 了 高 阶 的 Lagrange 多 项 式 , 千 果 可 能 合 来 
合 繁 , 但 例 来 盒 不 象 这 个 简单 规律 。 因此 选择 合适 的 曲线 类 型 , 有 它 的 基本 重要 性 .。 例 
如 ,在 茶 区 有 间 内 有 一 个 最 大 值 的 情况 ,我 们 可 以 考虑 选取 公式 y 一 ax* 十 bx 十 cc， 

画 数 的 类 型 一 般 是 在 一 些 简单 的 画 数 中 去 找寻 ， 方 法 是 把 这 些 曲 线 的 一 般 形 态 与 已 
知 的 若干 图 形 的 形态 相 比 较 。 但 选择 台 适 的 变量 有 时 可 能 更 好 地 解决 阅 题 ， 例如 , 曲线 


_ x 
} a bx 
也 等 价 于 
1 pp 十 < 
y t 
如 果 我 们 选取 了 一 - 一 X, 一 一 Y, 则 X 与 了 并 的 关系 就 是 线性 的 了 


更 难 的 渤 择 是 观察 点 的 天 是 华 村 系 选 择 的 关 题 。 如果 在 地 球 上 看 木星 运动 ,七 的 软 
道 是 十 分 复杂 的 . 但 是 如 果 我 们 选取 太阳 作为 我 个 的 观 守 站 , 则 木星 的 运动 就 是 一 个 椭 
国 J 了. 

总 之 , 选 坐标 , 选 尺 度 , 选 线 型 , 定 参 数 是 我 们 找 经 验 公 式 的 步 上 . 至 于 怎样 定 参 数 ， 
下 面 将 具体 说 肯 , 

下 面 我 们 介 络 几 个 简单 的 ,但 很 常用 的 经 验 公 式 , 开 附 有 曲线 图 ， 每 一 图 对 公式 中 的 


不 同 参 数值 画 出 不 同 的 曲线 ， 

I y 二 ax* (图 71). 
如 来 选 定 了 这 一 曲线 作为 定型 ， 我 们 可 以 取 Y 二 lgy, XX 二 lgx， 用 迪 归 直线 法 定 出 
a, J, 

LL. y 二 4a*b" (图 72). 


» y | 


弘 Y 二 13y，X 二 Xx， 月 邓 昭和 直线 法 定 出 4a, 2 


® 83 . 


TIL. y= ax? 十 c 《图 73). 
曲 生 和 公式 I 工 相 同 , 但 在 > 抽 的 方向 作 了 移动 。 先 在 给 定 轴 数 的 曲线 上 碗 取 三 上 后; 谱 它们 
的 可 做 标 是 xz xz 及 x; 二 Vxivz, 秩 坐 标 是 1, y; 及 yy;, 而 命 


co 一 一) y3 
yi1 Ty2 — 2y3 


确定 c 后, 表 价 了 一 log(y 一 c)，X 一 log x*, 而 用 过 归 次 线 法 确定 <，2。 


IV. y= 二 4.6 十 c (图 74). 


图 74 


图 73 
这 曲线 轿 形 和 公式 开 的 相同 ,但 在 7 朝 的 方向 作 了 移动 。 和 在 给 定 贺 数 的 曲线 上 磷 出 三 点 ， 


发 写 倍 的 横 符 标 是 N11» 和 2， 太 X33 二 加 (x 十 x2), 狼 坐标 昵 1。 7y2 及 3 而 命 


1Y2™ y3 
yi + 2 CO— 29y3 


= 


然后 分 了 一 log(y 一 c)，X 一 *, 而 行 肖 归真 线 法 . 
y 一 gx 十 bx 十 cc (图 75). 


在 曲线 上 任 取 一 点 (xi, 六 ) ,而 命 Y 一 - 一 =-:， 则 有 
— x 


/ Y=(6- axi) tar: 
如 有 果 答 定 的 x* 值 和 组 成 一 个 有 公差 等 于 二 的 等 差 数 芙 , 则 命 Y 二 Ay, 而 有 
~ (bh ah:) 十 2cpx， 


对 这 两 种 情形 ,都 能 用 通 归 直线 法 定 出 a, 5, 然 后 由 
Sy C= abxr + bbx+ nc 


定 出 。, 此 处 是 给 定 的 * 值 的 个 数 ,5 是 关于 x 或 对 应 的 y 求 和 ， 


Vl. ~ 0 ad 一 bc 尖 0 (图 76), 
cz 十 过 


V。 


在 昌 线 上 任 取 一 点 〈xiy 加 ); 而 命 Y 一 二 二 <， 则 有 
yy 


Y= /A+ Br. 


志 86 ” 


a 


图 75 加 76 


用 过 归 询 线 法 由 给 定 的 * 值 与 》 值 可 以 定 出 4, 了 3 ,于 是 


区 一 区 
yy 一 入 十 pr Br 
VU. ,y= ax 十 bx 十 c 《图 77). 
作 变 换 Y 一 因而 化 成 V 的 情形 
VII. y 一 aettcztdz (图 78), 
y 
N ea 
-7 RD 
0 
图 77 图 78 


因为 
logy = loga + b+ cr dr, 


改 通 过 变换 了 一 logy, 又 化 成 V 的 情形 . 


1 
ax* 十 bx 十 cc \ ) 


通过 变换 y 一 = 化 成 V 的 情形 . 


x 
六 。 7 一 一 一 一 一 (图 80). 
ax* 二 bxr+c ( ) 


通过 变换 Y 一 = 化 成 情形 V. 
XL. y 二 a 十 之 十 全 (图 81). 
之 i 
通过 变换 久 一 一 又 化 为 V， 
XI]. y 一 axec 《图 82), 


® 7 . 


图 81 于 82 图 83 


如 果 和 给 定 的 * 值 构成 以 4 为 公差 的 等 盖 数 贯 , 则 命 Y 一 Alogy，X 一 人 logx, 而 得 
: : Y = ch + bX: 
如 果 和 给 定 的 * 和 值 构成 以 9 为 公 比 的 等 比 数 贯 , 则 命 Y == Ailogy, 而 得 
Y = blogg + c(g — Lx 
(Ailog y 是 相 邻 两 log y 值 之 差 )， 对 这 两 种 情形 ,都 能 通过 通 归 直线 法 定 出 6, <。 然后 
由 
Slogy = bblogx + cBx nloga 
生出 loga 及 < 来 . 
XIIL. y 一 ace“ 十 ce4 (图 83).。 
如 果 zx 值 构成 以 和 为 公差 的 等 六 数 贯 , 拓 且 y, yi 及 y; 是 三 个 相 恕 的 》 的 数值 , 命 


y = 22 和 X 一 
3 * yy 3 
如 得 
Yy 一 (ee 十 cd) 筷 eters 
由 此 用 迎 归 直线 法 定 出 8, d 后 ,再 命 & = cz，7 一 yc, 而 由 
1 一 66 十 5 
定 出 doCc。 


i 


a 
I Bh I 


A1 logioy 所 


0.252 
一 0.097 
一 0.447 
—0. 803 
一 1.134 
一 1.4255 


x y 人 = jag10 x logioy Alogiox | Alogiovy 
0.1 1.78 0.036 | 0.007 | 一 1.0U0 0U.250 J.301 U.252 
0.2 3.18 0.063 | 0.031 | 一 0.699 0.302 0.176 -0.002 
0.3 3.19 0.094 | 0.063 | —0.323 0.504 0.123 —0.099 
0.4 2.54 0. 137 0.122 | 一 0.398 0.403 0.097 一 0. 157 
0.> 1.77 0.282 | 0.244 | 一 0.301 0.248 0.079 一 0.191 
0.6 1.14 0.326 | 0.488 | —0.222 0.027 0.067 一 0.218 
日. / 0.69 1.014 | 0.986 | 一 0.125 | 一 0.161 0.028 一 0.237 
0.8 0.40 2.000 1.913 | —0.097 | 一 0.398 0.051 一 0.240 
0Q.9 0.23 3.913 | 3.78 .| —0.046 | 一 0.638 0.046 —0.248 
1.0 0.13 7.69 8.02 0.000 | 一 0.886 0.041 一 0.269 
1 .1 0.07 15.71 14.29 0.041 上 一 上 .155 0.038 一 0.243 
1.2 0 


-04 130.0 一 0.079 | 一 1.398 一 一 


vm 


由 径 验 公式 


得 》 的 值 


.78 


| 司 葬 0 
-i 
cw 


.04 


在 画 出 曲线 (图 84) 后 ,发 现 它 与 公式 匀 及 XI[ 的 图 形 相 似 .。 对 于 公式 六, 我 们 采用 修正 


量 人 人 一 及 >x, 由 表 易 见 , * 和 A 一 冰 的 关系 跟 线 性 关系 偏差 很 大 ， 双 对 公式 XI, 我 
们 作出 会 Jogiox 丈 人 jogu y 疝 的 国 数 关系 的 曲线 图 (4 一 0.| ， 图 85 ) 间作 心 1 ijogio y 与 


x 团 的 国 数 天 座 的 曲线 图 (gq 一 2, 图 86)， 


ES 
ee 


0.3 0.5 0.7 0.9 


图 84 图 85 
在 这 两 种 情形 中 ,都 可 把 曲线 看 成 与 直线 完全 一 致 ,而 有 


y =— axte™, 
为 了 定 出 a, 2 与 c, 我 们 用 下 面 的 平均 值 方法 找 出 = 和 A logw 
任 态 程 

Al logloy 一 logo2 十 cxlogioe 
分 粗 相 加 后 (每 粗 谷 三 个 方程 ), 得 

一 0.292 -= 0.9030 十 0.2606c， 

一 3.392 一 0.9036 十 0.6514c 


从 而 算出 5 一 1.9566 及 c= 二 一 7.932， 然 后 通过 


2 logw y 一 12 jog a + 6bS logyo x + c logw eBxr, 


豆 即 
一 2.670 一 12 jogio 4 一 6.529 一 26.87 


Aliiogio y 


> 于 的 线性 关系 。 在 把 条 


3 .- 


"89. ®.. 


算 田 logw a = 2.561。 因 此 a 一 364， 于 是 我 们 有 及 式 

y 一 364xL966 ec 一 -932x ， 
由 此 算出 与 各 个 * 对 应 的 7》 值 、. 上 表 最 后 一 列 就 是 按 此 公式 与 x*==0.1, 0.2,*……*, 1.1, 1.2 
对 应 的 各 个 7 值 , 


$13. 曲 线 族 


两 个 自 变量 x, y 的 丽 数 / 
z= f(x, y) (1) 
应 当 用 三 蕉 浴 关 的 曲面 来 表达 ,但 有 时 可 以 用 一 曲线 族 来 表达 例如 ,把 y 作 为 常数 , 则 
(1) 定 义 一 曲线 , 当 7 变化 时 得 一 曲线 族 。 这样 得 出 的 曲线 族 称 为 以 》 为 参数 的 曲线 族 . 

取 y 抑 取 x 为 参数 , 须 窒 应 用 时 的 目的 性 而 定 . 

以 弹道 为 例 ,一 个 射出 物 (炮弹 或 人 洁 卫 星 ) 的 区 道 依 颗 于 发 射 时 的 初速 vo 与 发 射 时 
的 仰角 a 而 定 。 实 慎 上 ,弹道 曲线 是 有 两 个 参 变 数 的 曲线 . 

在 研究 定型 大 炮 时 ,初速 vo 取 定 数 ,而 发 射 角 作为 参数 .如 取 发 射 点 为 原点 , * 轴 为 
射 向 水 平方 向 , y 轴 的 正 向 朝 上 , 划 弹 道 方程 是 


rp sec 
a (2) 


如 图 87 所 示 , 束 是 当 a 取 不 辐 数 值 所 得 的 拢 物 雪 道 ， 


y= Xtegno™ 


图 ”87 88 
但 八 造 卫 性 的 发 射 ,是 依 初 速 为 主要 依据 ， 不 同 的 初速 得 不 同 的 扫 道 ,这 样 得 一 曲 禾 
族 : 乐 用 极 坐 标 , 以 地 心 为 极点 , 水平 钱 为 基线 ,并 假定 在 某 一 高 度 依 水 斑 角 发 射 , 则 坝 道 


方程 是 
p 


“= ~ - 3 
f 1 + ecos(® 一 Oo (3) 


这 里 
RR’vt 
p= yy 


© /i +( 0 及 ) FM 9 
其 中 M 才 地 球 质 量 5.98 X 10” 克 , f 过 引力 常数 6.685 X 10~3[ 公 里 B/[ 克 ][ 秒 了 , 尺 是 
发 射 点 到 球 心 的 距离 (地 球 年 径 6370 公里 ). 


@ 90 ee 


从 专 道 方程 (3) 中 可 以 算出 : 如 果 取 尺 一 6370， 速 度 小 于 第 一 字 宙 速度 (7.9 公里 / 
秒 ); 旭 物体 回 妈 地 球 上 来 ， 当 初速 等 于 第 一 衬 宙 速度 时 人 3) 表示 一 加 ， 当 初速 在 第 一 、 第 
二 (11.2 公里 / 秒 ) 宇 宙 速 度 之 章 时 ,上 央 得 椭 图 执 道 。 当 取 第 二 字 蚀 速度 时 , 划 取 抛物 线 轴 ， 
道 ， 起 过 第 二 宇宙 速度 时 , 剧 得 双 则 和 钱 胃 道 ( 访 者 试 自 做 之 , 它 是 复习 二 次 曲 钱 的 一 个 好 
必 题 ). 

考题 1。 有 二 顶 立 : 


2 之 4 pp 
a 已 2 a 


过 这 二 楷 图 的 交点 有 一 二 次 曲线 族 : 
和 世 二 艺 一 1 十 p( 生 + 各 一 1) 一 0. 
证 此 族 中 有 一 个 略 , 有 一 对 直线 , 有 一 批 双 曲线 , 求 这 些 
双 曲 线 的 新 近 线 ， 
匀 题 2。 求 过 两 二 次 曲线 91 一 0，90: 一 0 及 两 条 
直线 i 二 0, = 二 0 的 交点 (如 图 ) 的 三 灵 曲 和 线 。 证明 
它 有 无 穷 多 条 (考虑 4192 十 pl201 一 0)。 
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第 四 章 极 限 


$ 1. 其 的 趋 限 情况 


仅仅 从 有 极限 和 没有 极限 来 襄 明 贯 的 性 持 ; 有 的 时 候 不 够 组 致 ,不 能 符合 客观 需要 . 
先 说 一 下 趋 限 情况 。 命 

1, pos st 
是 一 实数 贯 趋 于 一 限 x*。 一 般 讲 来 ,有 三 种 情况 : (i) 当 7 充分 大 时 ,这些 x, 都 在 x 的 左 
边 ;也 可 以 说 x, < 安 x。 在 这 样 的 情况 下 ,我 们 膏 +, 从 左 趋 限 x, 也 就 是 储 给 一 个 。 0， 
我 们 有 一 个 充分 大 的 自然 数 N 存 在 ,使 当 ”> N 时 

0 和 xz 一 办 < 魏 s. 
同样 ,可 以 襄 明 , (ii) 右 趋 限 的 情况 ， 还 有 (说 ) 或 左 或 右 地 趋 于 限 的 情况 


例 1，x4 一 二 ,zo 一 一 十,z 一 “一世 就 各 表 一 种 情况 。 第 三 类 还 可 以 举 更 复杂 


一 些 的 例子 ， 对 任 一 实数 zx，x。 一 Sn 也 是 趋 于 0 的 贯 , 


钢 2。 研究 丑 
_ 2 十 3n 十 4 


Xn 一 一 。 
Sn 十 6067 十 了 


我 们 将 什 明 它 的 极限 是 <. 当 n 守 2 时， 


7 
2 37 十 6 < 二 -0 一 6 


0 二 x， 一 一 
5 5(572 十 6n 十 7) 25n’ 297 


ws A>N= 图 时 ,此 式 成 立 ,所 以 我 们 的 贯 是 从 右边 趋 近 于 过。 


例 3。 假 定 a 之 工 ,求证 


1 
ima” = 1, 


= 


这 x 一 4” 是 递减 的 贯 并 且 守 1, 所 以 极限 存在 ,并 且 是 从 右边 趋 限 的 ， 从 公式 


一 1 一 一 -一 二 一， 
《ec ) 一 十 (za 2 于 十。 十】 
1 
及 (a”》 之 1 可 知 ， 
oz 一 1 所 和 一 ， 
所 以 当 zn 二 N= | 一: 时 ， 


Mi 


主 
0<ao —1<= se, 


例 4。 假定 |4| 和 144 可 能 是 复数 ), 现 在 证 明 


lima” 一 0., 
4 二 0 时 显然 。 今 性 紧 9 关 0 时 如 何 才能 使 
lai"<s, 
当 
log 一 < jog | z 
亦 印 
1 
log 一 
nN 二 
jog 二 | 
d 
时 ， 
la"| 一 s. 
我 们 现在 来 注 察 等 比 级 数 
4a 十 gg 十 ad 十 …… 十 09?。 
这 级 数 的 和 是 


了 工 一 9 1 一 9 工 一 人 


当 了 一 co 时 ,后 面 一 项 趋 于 0 ,所 以 我 们 可 以 说 级 数 
a 十 ag 二 ag 十-……* 


收敛 于 -一 一 . 
工 一 4 


例 5。 先 给 二 数 4 与 6 4a 过 5b. 命 和 一 4, x 一 ,并 定义 


X 一 nl - no2 (zz 之 2 )， 


求 xs 的 极限 . 由 
-x 一 一 上 Na] Nn s 
Tn 好 一 人 pS »—2) 
FF 以 


> 4 “一 x0 一 一 全 3 Xa Xi "yy Xn—l -一 Nn-13 ee | 


是 一 个 等 比 级 数 的 诺 项 ,其 公 比 是 一 全 所 以 


5 一 "一 (一 ) (2 — 4«) 


DL | 


《zi 一) 十 (一 XA) 十 十 (xo 一 Xp) 一 Xn 一 4 一 


故 当 zn 一 co 时 ， x 一 趋向 于 《6 一 4). 从 而 


' 
i 


lim wx, = 


= 


这 种 趋 限 的 方法 ,是 忽然 在 左 ,忽然 在 右 的 趋 限 方 法 。 

在 趋 限 的 情况 中 ， 还 有 单调 趋 限 或 非 单调 趋 限 两 种 情况 .单调 趋 限 征 从 一 方面 一 步 
近 村 一 步 地 接近 于 极限 . 

例 5 虽然 不 是 从 单方 面 趋 限 , 但 它 还 是 一 步 近 于 一 步 地 接近 极限 的 贯 ， 


2 十 2D : 
3 本 


$2， 贡 的 不 趋 限 情 襄 


不 趋 限 的 情况 ,更 有 许多 值得 注意 的 现象 。 

无 穷 大 : 有 以 下 性 质 的 贯 称 为 趋向 无 穷 大 ,给 了 一 个 任意 大 的 正 数 了 ,我 们 可 以 找到 
一 个 有 目 然 数 N( 一 N(E)), 使 当 2 之 六 有时 

x,| 守 EE. 

例如 ,x 一 >，x 一 一 2， xn 一 《一 1)2+ip 都 趋向 无 穷 大 。 

竺 别 重要 的 是 当 无 穷 大 贯 x,《 当 2 充分 大 时 ) 的 符号 (十 或 一 ) 保持 不 变 的 情形 ; 这 
阿 , 按 照 竺 号 为 正 或 负 :, 而 称 xs 趋向 正 无 穷 大 (十 co ) 或 负 无 穷 大 (一 cp), 并 与 成 为 

limzs 一 十 20， 或 limxs = 一 00. 
换言之 ,如 果 给 了 任意 大 的 正 数 E, 我 们 有 自然 数 N( 一 N(E)) 存在 ,使 当 w 二 和信 时 ， 
xn > EE， (或 研一 EB)， 

则 x 趋同 十 %( 或 一 00)， 

上 例 中 ，x 一 2 趋同 十 co，zi 一 一 2 趋向 一 c2， 而 xs 一 《一 1)"Yn 却 不 能 说 它 
趋同 十 % 或 一 co ,而 仅 能 说 它 趋向 无 穷 大 . 

趋 于 0 的 贯 也 称 为 无 穷 小 ,而 无 穷 大 与 无 穷 小 之 间 的 关系 是 : 


如 果 x。 趋向 无 穷 大 , 则 它 的 倒数 六 = 一 是 无 穷 小 。 反 之 , 如 果 y。( 不 等 于 0 ) 是 
无 穷 小 , 则 x。 一 一 趋向 无 穷 大 x。 与 y, 中 可 能 有 些 等 于 0 的 项 ,这 些 项 必须 除去 . 


如 果 x。 趋向 +co, 则 它 的 倒数 y, 二 一 从 右 趋向 于 0 ; 如 果 妇 趋向 一 co, 则 加 从 


左 趋 向 于 0 .反之 亦 然 . 

个 趋 限 的 情况 ,有 时 还 更 复杂 . 

来 点 ， 把 xx …，x "都 记 在 一 条 直线 上 , 因为 有 无 穷 个 点 ， 所 以 可 能 有 了 以 下 
的 情况 出 现 . 有 一 点 x。 在 * 附近 有 无 数 点 ;换言之 , 任 与 & > 0， 我们 有 无 穷 多 个 自然 
数 21, 7;,"……, 使 


2 9 多 


> 一 zx | 一 se 2 一 1:2， 
这 样 的 点 x 称 为 贯 {xs} 的 一 个 聚 点 或 极限 点 。 显 然 趋 限 的 贯 有 唯一 的 到 点 。 没有 于 把 
的 贯 一 定 趋 同 巨 究 . 因 对 任 一 E>0, |x,| < 二 EE 的 XxX， 仅 有 有 限 个 ,所 以 ， 有 一 目 然 数 
NN 存在 ,使 当 2 > N 时 ，|x。| > 已 ， 即 得 所 证 . 


例 1， zx 一 二，zont 一 1 一 一， 这 一 个 贯 显然 有 二 聚 点 0 与 1 .一 般 地 说 ， 如 果 


za >X yn > yza > 5， 则 我 们 定义 一 新 贯 
Kis Vis Ls X29 Y29 F219" *o 
这 新 贯 有 三 个 诊 点 +, y, 2. 
例 2. 我 们 把 (0,1) 之 间 的 全 体 有 理 数 ,用 以 下 的 方法 排 成 一 叶 ， 
1 1 2 1 3 1 2 3 4 1 5 


0 ,1; 一 ; CO—, CO; 一， 一 ; 一 一， 一， 一 3 一， 一 3 


2” 3”3”4 4” 5” 5” 5 5”6 6 
一 般 讲 来 , 先 依 分 母 排 , 再 依 分 子 大 小 排 下 所 有 的 既 约 分 数 , 这 贯 既然 包含 10,1] 间 的 全 
体 有 理 数 , 则 显然 [0,1] 间 的 任何 一 个 实数 都 是 极限 后 。 
定义 。 在 取 点 中 最 大 的 一 个 称 为 上 极限 ,用 


lim x» 


要 = 入 


来 表示 (上 极限 可 能 是 土 %)。 而 最 小 的 一 个 称 为 下 极限 ,用 


lim x,, 
梭 = 吉 


来 表示 (也 可 能 是 士 co). 
上 极限 的 定义 也 可 转述 为 ， 对 任 一 8 > 0, 仅 有 有 限 个 > 使 a, 之 a 十 8; 而 有 无 穷 
个 ?使 
12 一 oj 一 as 
定理 1.。 对 于 任何 贯 {x。}， 上 极限 和 下 极限 都 存在 。 又 txo 有 极限 的 必要 且 充 分 
条 件 十 


limzx, = Topaxz。 
闻 -oo -0 


证 。 如 果 4xs} 无 上 界 , 则 一 定 有 一 子 贯 zw。 使 
Himxw 一 十 2. 
Ro 
因此 十 co 是 一 聚 点 , 从 而 上 极限 是 二 co。 如 果 {xs} 有 上 界 , 定义 Mi 为 xitis zt es 
的 确 上 了 瞩 , 用 香 号 


RAT， 一 sup fx = sup {x ~ k+29 “»。} 


表 之 , 则 Mi 为 一 单调 咸 少 贯 , 它 或 者 以 一 oo 为 其 极限 ,或 者 有 有 限 的 极限 . 
如 来 


lm 人 dx -一 一 人 
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则 对 任何 正 数 E, 必 有 充分 大 的 天 , 使 
Mx < 一 BB。 


xf 性 一 已 
恒 成 立 , 所 以 


mx。 — 00, 


什 = 


它 同 时 是 贯 {* 的 上 极限 与 下 极限 . 


如 果 limMi 一 M* 为 一 有 限 数 , 则 对 任何 s > 0, 必 有 充分 大 的 K , 使 
Mzr M ”十 5。 
因此 当 A& 之 玉 时 ,xx 适合 
ri 过 M*+e, 
另 一 方面 ,我 们 有 
Mi; > M*(k == 0,1,2,0), 


因为 M。 之 M*, 所 以 在 ma。xa …: 中 必 有 一 rz。 适合 
xz > Mo— > M*— sg. 

又 因 M。 之 M*, 所 以 在 xz。 + zt + “中 又 必 有 一 xn,(z 之 ni) 适合 
xz > M, 一 6 之 M 一 *。 


按 此 方法 ,我 们 可 以 找到 无 限 多 个 x,,(i 一 1, 2，…)， 适 合 
za DAM 一 5 
另 一 方面 , 前 已 证 明 , 大 于 M* + e 的 x 至 多 只 有 有 限 多 个 , 所 以 M* 即 为 {x,} 的 上 极 
限 ， 因 此 不 论 何 种 情形 ,上 极限 恒 存 在 . 同样 证 明 下 极限 的 存在 性 ， 
定理 的 后 半 部 分 很 是 显然 ,读者 试 目 补 出 它 的 证 朋 . 


8$3. 级 数 


所 谓 级 数 是 指 
0 十 dz 十 … -十 ar 十。 (1) 
而 言 ,其 中 a 是 实数 或 复数 ， 命 
sso= da .+ dns 
称 它 为 级 数 的 部 分 和 .如 有 二 


SS, 
则 称 级 数 为 收敛 级 数 , 并 且 称 它 收 和 敛 于 * 
关于 贯 有 极限 的 Cauchy 条 件 , 就 变 为 级 数 的 收敛 条 件 。 
定理 1。 级 数 (1) 收 敛 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 对 任 一 s > 0， 有 一 且 然 数 祥 存在 ,使 


本 


|s, 一 sm| 一 = 


2 了 于 … 十 di 到 6. 
递增 而 限于 上 的 贯 几 有 极限 的 定理 一 变 而 为 
定理 2 如 果 4a, 之 0 而 11 委 M, 则 级 数 (一 定 收 你 。 
定义 。 如 有 果 级 数 
| zj 十 io 十 十 | 十。 
收 伍 , 则 级 数 
2 十 如 十 … 十 an 于 
称 为 绝对 收敛 . 出 定理 1 及 |oo 十 … 十 ao 委 |en 士 十 |] 可知 
定理 3. 凡 绝 对 收敛 的 级 数 一 定 收敛。 
更 一 般 些 有 
定理 4. 如 果 ae. 之 0, 且 
0 十 0 十 .十 av 十 …。 
收敛 . 吉 |54| 委 a,， 则 级 数 
所 十 三 十 -十 bi 十 一 。 
绝对 收敛 . 《注意 ; 只 要 当 2 充分 大 时 ,有 12,| 委 a, 便 已 足够 .) 


取 
a4, 人 0 二 过 1， 


则 由 定理 4 可 知 ,级 数 3a, 收 仑 ， 因 之 ,如 果 当 » 充分 大 时 , 常 有 
jas| 之 1， 或 即 jos 区 r 


则 之 ;an 绝对 收敛 。 因 得 
定理 5 (Cauchy 判别 法 )。 如 果 


旦 
lim|a,)” = ?< 过 1， 


则 级 数 
ai 十 由 十 十 as 十 
绝对 收 剑 。 
定理 6《 此 俩 判别 法 )。 命 
im | -+ | 一， 一 1， 


则 级 数 o 十 aa 十 “** TT a, 十 … 绝对 收敛 . 
证 。 由 假定 可 知 ,对 任 一 0< se < 1 一 *， 我 们 有 一 自然 数 N 存 在 ,使 当 ” > N 时 ， 


aa4l| < y 十 .6， 或 即 “je 所 (r+ 6))a,l. 


于 得 


lawrpl < (Cr 十 s)5*cv|。 
因为 之 ， leax|lGy 十 8)? 路 人 证, 所 以 > sn 绝对 收敛 。 
例 1.。 假定 sz 一 x 士 姑 是 一 个 复数 , 则 当 jz| 二 1 时 ， 


1 十 2 十 开 十 = 
例 2 当 |z| 二 1 时 
1 十 2g 十 32 十 … 十 (2 十 1)z 十 …。 
也 绝对 收敛 ， 
因为 
| -|| 
所 以 得 出 需要 的 结果 . 


例 3。 命 4 是 任 一 实数 , 当 |z| 二 1 时 


1+2°%+T 3 二 :n+t1)2" 十 。。 


也 绝对 收敛 . 
例 4. 级 数 


的 收敛 性 不 能 由 比例 判别 条 件 得 到 (因为 -一 2 1) 也 不 能 用 Cauchy 判别 法 得 


G+) 


到 (因为 一 1j， 但 可 通过 以 下 的 方法 来 证 明 它 的 收敛 性 ， 先 考虑 


1 
这 个 级 数 的 收敛 性 可 由 


1 1 1 


mmil) miDmiD) Tominem i 


-人 
m 7 十 1 m+l1 m+2 mp 


和 
= 


1_ 1 m > co 下 
一 当时) 
导出 :而 
1 1 
ni n(n — 1)” ?全 2 
所 以 原 级 数 收 敛 ， 


更 一 般 些 ,我 们 还 可 证 明 : 
定理 7， 对 任 一 “> 1, 级 数 


s 98 9. 


pi OO 


] 
mip+1l 


)= 


者 


和 证. 外 于 
li12 
3 4° 2° 
二 十 .… 十 二 一 二， 
So 8 4° 
加 
(27 十 1)° 《25+1)2 ~ CQ) 
而 级 数 


一 1 
是 收敛 的 ,所 以 定理 成 立 . 
下 面 我 们 来 说 明 绝对 收敛 级 数 的 一 个 重要 性 质 . 
定理 8。 如 果 级 数 
a 十 at.… 二 ar 十， 
绝对 收敛 ,并 且 它 的 和 等 于 ss 则 在 任意 颠倒 它 的 各 项 次 序 后 所 得 到 的 级 数 
a4 十 … “ 十 cv 十 …，。 
也 一 定 绝对 收敛, 并 且 它 的 和 也 等 于 s， 简 单 地 说 ,任意 额 倒 一 个 绝对 收 敏 级 数 的 各 项 次 
序 , 对 级 数 的 绝对 收敛 性 与 级 数 的 和 不 生 影 响 . 


证 ， 因 为 a。 绝对 收敛 , 帮 对 任何 8 > 0, 存在 N， 合 


因为 级 数 > ak 的 前 入 项 cy “"*s 人 就 是 级 数 > an 的 某 


起 寺 1 


河 
和 
ee 

LS 
Fs 

bn 

“HH 


my 一 max(f1s*"s iw)，。 则 对 任何 1m 之 mw， 


和 和 一 之 0x 十 了; 
蕊 处 > 元 足 标 > N 的 某 些 ai 之 和 ,所 以 由 不 等 式 (1) 得 到 
ij = s。 
因此 ,对 于 mm > mw， 
| 二 中 一 :| < 和 [> 一 :| 十 jrj 一 >》 ok 十 |r| 一 28. 
ks1 此 一斑 大 二 NN 十 1 


OO 


这 悦 明 了 航 数 yo 的 收 敏 性 ,并 且 七 的 和 就 等 于 *。 
三] 
因为 


> 


Rl 


是 级 数 、 1a,| 中 的 某 # 项 之 和 ,所 以 


彩 三 二 
PLIES 
k= 1 


k=1i 
而 左 方 是 ”的 增加 贯 .由 此 得 到 >》,， a 的 移 对 收敛 性 . 


不 收敛 的 级 数 称 为 发 散 ， 发 散 也 有 种 种 不 同 的 情况 。 下 定理 1 可 以 立 列 推 得 : 如 果 
般 数 bas 收 合 , 则 


ima, 一 0。 
和 


所 以 任何 一 个 公 项 不 趋 0 的 级 数 一 定 是 发 散 的 ， 
例如 ,1 一 1 十 1 一 1 十 1 一 1 十 '… 就 是 发 散 级 数 . 
但 是 公 项 趋 于 0 的 级 数 并 不 一 定 收 伍 , 例 如 ,调和 级 数 


1 二 + 二 二 上 二 上 十-… 
2 3 4 
就 是 一 个 发 散 般 数 ,因为 该 航 数 
>1+1+(i+i)+(i+ti+1+1)+ > 
2 \4 34 
1 


故 调和 和 级 数 是 发 衣 的 . 
与 收 伍 相 仿 ,我 们 也 有 一 批 与 发 散 性 有 关 的 定理 : 
定理 4.。 如 果 a 之 0 且 Za 发 散 若 如 co 则 36。 也 发 散 。 
定理 5 。 如 果 


4 
并 


—+>1, 


lim |a,| 
则 级 数 Ba 发 散 ( 因 为 如 果 这 样 , 则 lim an 持 0). 
定理 6. 如果 
Jim n+l 一 7 ~ 1 ， 


0 dr 


草 角 数 ba, 发 营 ， | 
枉法 也 是 如 此 , 即 在 此 情形 中 ,a 不 趋 于 0 . 注意 ,由 


nn 十 
. a 


=r+>1 


s DG = 


不 能 推出 级 数 发 散 。 例如， 


适合 以 上 的 条 件 .但 这 是 一 收 伊 级 数 . 


附 斌 。 凡 能 用 比例 币 别 法 制定 是 收敛 的 航 数 , 一 定 能 用 Cauchy 刊 别 法 利 定 之 ; 有 反 
之 不 和 里 ， 对 于 发 区 的 情形 ,也 是 如 此 , 


$4. 条件 收 敛 的 航 数 


不 钨 对 收 钱 的 收 做 航 数 称 为 条 件 收 伊 航 数 , 


例如 , 一 一 十 二 一 二 十 *… 不 移 对 收 钊 ,但 是 


二 一 一 十 十 … 十 《一 1 < 工 一 人 L -一 -)-- 
nn 7 十 1 7 十 2 了 2 十 力 72 nn 十 1 好 十 
- (一 一 四 -一 一 上 一 -一 一 < 二 
7 十 3 天 十 4 n+2|2|—1 “十 2| 卫 | 7 
及 2 
1__ 1 -1! 十 .十 (一 1)? 1 > ( 工 一 1! )+ 
72 nz 十 1 nn 二 2 np 7 12 十 荆 
tO > 
"TT? nT3 n+ 2 2 n+2| - +1 


所 以 当 # 一 co 时 , ww 一 sp 一 0。 由 定理 3.1 可 知 级 数 收 化 ， 
以 上 的 证 明 原 划 陈 即 可 以 推广 ,而 得 
定理 1. 如 采 0 < ntl < ty a lma, 一 0， 划 级 数 


人 >， 《一 1)"a, 
站 二 1 


< as 


Cr drtl 十 Cn+2 十 。*。。， 十 (一 Dranro1 ~> 0 


改 由 定理 3.1 推 得 本 定理 . 

在 检验 非 移 对 收 铬 级 数 的 收 伍 性 时 , 经 常用 到 下 面 的 Abel 刊 别 法 与 Dirichlet 刊 别 
法 。 我 们 先 诈 明 一 个 重要 的 引 理 ， 

引 理 ]。 设 a 单调 ,又 设 


So < (x = 1, 2,.*。, NN), 
十 一 工 


I= 1,2, “LV 到 有 有 


> a0) < Mal + 21a,).» 


es 于 


证 . Ly 50 二 0, sn 二 >, OR (nn 之 1), 则 有 
玉 二 1 


区 人 be 入 
之 ABk = DF eRst 一 sc) 一 Datsk — Dakskt — 
友 二 】 及 一 荆 二 | k=2 


be 一 1 这 一 
一 Fatt — Deanwk = 2) sek — atn) + snan (1) 
上 太 二 1 x 二 1 k= 1 
因为 a, 是 单调 其 ,所 以 a4 一 ctr 有 固定 的 符号 ,于 是 得 到 
将 一 + 
[Bair| < xu (| Dar — es) 
大 二 1 二 1 
等 式 (1) 俗 称 为 分 部 求 和 公式 ,这 与 以 后 积分 中 的 分 部 积分 公式 相当 ， 
定理 2(Abel 御 别 法 )，、 设 a。 有 界 单 钢 , 双 刷 级 数 > 6。 收 敏 , 则 级 数 
好 一 了 


+ leasl) < Mal + 21e,l). 


5 Ganbs 
党 志 1 
阳 收 钱 , / 
证 。 设 |a,| 委 民 ， 由 级 数 35。 的 收 敏 , 故 对 任何 8, 存在 Y, 使 
N+p 
2 2k | < 6， (p=1, <， …). 
R=N+1 
于 是 由 引 理 1 得 到 
N+ 力 
| > CKOK < s( | aval| 十 2|an+p|) < 3Ke, (p = 1,2, 网 
R=N+1 
所 以 定理 得 证. 


定理 3 (Dirichlet 乔 别 法 )， 设 a, 单 园 , 且 当 2 一 oo 时 赵 于 0， 又 设 和 级 数 30。 的 部 
分 和 有 办 :也 部 


Dorl<m (zz = 1,2, -…。)， 
太 二 1 


上 级 数 2avp。 收 化 。 
证 。 对 于 任何 s > 0, 存 在 入 ,使 当 ”> N 时 ，|az*|  s。 于 是 由 引 理 得 到 


N+p 


] 人 > ai < | vai| + 2|anvte|) = 6Ms, 
KuN+1 


所 以 34a,5, 收 伍 . 
”在 上 一 节 中 ,我 个 许 到 ,任意 晤 倒 息 对 收 伍 级 数 的 各 项 次 序 并 不 影响 级 数 的 和 值 ， 对 
于 条 件 收 仇人 级 数 , 却 无 此 性 盾 ， 事 实 上 ,我 们 有 


定理 4.。 如果 > em 条 件 收 敏 , 则 适当 额 倒 它 的 各 项 次 序 , 可 以 作出 发 散 级 数 , 也 可 
攻关 二 
以 作出 收 仇 于 任何 预 给 数 * 的 收 敏 级 数 ， 


“102:. 


引 理 2。 如 果 Da 条 件 收 钱 , 则 它 所 有 的 正 项 构成 一 个 发 散 级 数 ,同样 , 它 所 有 的 
仙 项 出 构成 一 发 散 级 数 . 
证 。 用 加 , 刀 ，… 表示 从 之 | a 中 依次 取出 的 各 个 正 项 , qi Vi，… 表示 从 >》 as 
二 1 到 二 于 


中 使 次 取出 的 俩 项 ,出 
2 Ld 
之 ok 一 之 jp 十 2 qts 
=1 =1 k=1 
迈 外 x(n”) 为 前 个 a 中 的 正 ( 贷 ) 项 个 数 , 自 然 有 ww 十 nn 一 2, 日 过 2 一 00 时 ,mr 与 
n” 也 都 趋向 ce。 因 为 > ak 收 敏 ; 故 若 户 , pr 与 》, qt 中 有 一 收 散 ， 划 另 一 个 也 收 
k=1 k=1 k= 
化 ， 但 因 
Dlarl = Dypt— 2) qn 
= 1 R=] 帮工 下 
于 是 推出 瑟 | el| 也 收 傅 ,这 与 Ba4 为 条 件 收 合子 盾 ,所 以 Bpi 与 3ex 者 发散. 
定理 4 的 证 明 . 为 了 得 到 一 个 发 散人 级 数 ， 我 个 将 原 和 级 数 的 各 项 次 序 作 如 下 的 钢 整 . 
先 取 航 数 的 若干 个 正 项 ;使 它们 的 和 大 于 1， 根据 引 理 ,此 事 总 为 可 能 ， 然 后 在 七 个 后 面 
钦 一 负 项 ;之 后 再 加 若干 正 项 ,而 使 这 些 新 加 的 正 项 之 和 和 仍 大 于 1 ,然后 再 加 一 仙 项 ,-…… 
等 等 ,将 此 手 炉 火炉 进行 以 至 无 穷 ,于 是 得 到 一 个 新 的 级 数 。 很 显然 , 原 级 数 的 每 一 项 一 
定 在 这 痢 航 数 中 出 现 。 又 此 新 般 数 一 定 发 散 ;, 因 为 在 无 葵 怎 样 远 的 地 方 , 此 新 航 数 许 有 一 
片 怒 ,七 个 的 和 数 大 村 1 所 以 它 发 散 ， 
其 次 ， 为 了 得 到 一 个 和 数 为 预先 给 和 定 的 5 的 收 人 铬 级 数 ， 我 们 网 整 级 数 的 各 项 次 序 如 


下 . 为 确定 起 见 , 不 妨 假 喜 宇 0。 我 们 依次 取出 原 级 数 中 的 各 个 正 项 , 什 到 它 俩 的 和 大 


于 ?为 止 。 然后 再 依次 深 上 原 和 级 数 的 各 个 外 项 ,直到 这 些 代 项 与 前 面 这 些 正 项 之 和 小 于 
或 等 于 * 为 止 ， 然 后 再 添 正 项 ,. 添 负 项 、…… 等 等 , 按 此 手 绕 进行 以 至 无 穷 。 这 样 我 们 又 


得 到 一 个 新 级 数 
dl1 十 2 十 “十 Cr 十 


显然 这 个 新 级 数 是 通过 对 原 级 数 调整 各 项 次 序 而 得 ， 我 们 将 证 明 这 个 新 航 数 的 和 就 等 于 
5， 命 


和 


2 ak = jz (2 一 工 ， 2:，…*。)。 


k=1 
分 设 8 汪 0 任 音 小， 因为 cx -> 0， 让 发 及， 使 当 z 二 六 时 ， an | ~ 5。 依据 上述 
了 cr 的 构造 方法 :还 有 no NN, 使 


Sn -1 ss < $103 
所 以 Fr 划 [4 ” 
0 一 5 Es slam 6 
而 对 1 > m0, 又 根据 5a 的 构造 方法 ,一 定 有 
sn —s| = (az 之 加 )， 


"103m 


所 以 ss 趋 于 *; 也 就 是 说 


定理 证 些 ， 


从 引 理 2 及 定理 4 可 以 看 到 ， 在 引 对 收 铸 航 孝 与 条 件 收 人 级 数 之 阅 存在 着 深刻 的 实 
质 性 的 差异 。 


$ 5. 祖冲之 计算 图 周 论 的 方法 


祖冲之 首先 什 朋 了 图 和 周 率 7 落 在 
3.1415926 < x < 3.1415927 

之 半 ， 他 的 算法 也 是 极限 的 最 好 启明 ,他 从 单位 图 的 内 接 

六 边 形 和 外 切 正六 边 形 出 发 . 显然 图 夹 在 这 两 个 六 边 形 之 间 ， 
再 作 内 接 的 和 外 切 的 正 12 边 形 、 正 24 边 形 、…- 正 6.2"! 边 形 等 
等 , 边 数 您 多 ， 内 接 的 和 外 切 的 正 6'2"! 边 形 的 面积 就 鳄 接 近 于 
始 的 面积 ,由 此 可 以 逐步 地 精确 地 算出 轩 周 的 长 度 . 

由 图 90 可 见 


. Tz 
sin % Xtgx (0 二 人 3) (1) 
加 内 接 正 / 边 形 的 一 边 长 度 等 于 : 
2 sin 二 ， 
1 
而 外 切 正 7 边 形 的 一 边 长 度 等 于 
2t 二 
g 一。 
命 x 表 内 接 正 6.2”! 边 形 的 总 边 长 ,而 ys 表 外 切 正 6:2""! 边 形 的 总 边 长 ， 由 两 点 


之 月 的 距 商 以 让 线 为 最 短 的 原 划 ,我 们 可 以 证 明 nn ~ ntls Ya 一 yutly 因而 人 等 出 网 企 贰 
xi < 2 < xi < 


太 
HN> yy 
这 上 儿 
Yn 6 * 22Sin “天 » “0 2" tg -2 
”0:2” G6.22 
由 (1) 式 可 知 
< 2rzr<<y (n=1 2,.，。), 


即 内 接 正 6.2””! 边 形 的 周 长 源 小 于 加 的 周 长 ， 而 处 切 正 6:2""! 边 形 的 周 长 剧 大于 图 的 周 
长 ， 又 由 


2 . 27 
< 一 一 一 一 -SIn 一 )- 
四 3 6.27 6:27 


= 0* 2'tg 


2 . 区 . 7 
一 4 一 COS 2 一 6 2? ftg -2 sin’ -9 
6'2 6:2"/. 06:2 0°*2 
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及 sinx 二 x 《也 就 是 两 点 之 交 记 和 线 最 短 ) 可 知 , 当 1 欧 向 oo 时 
ne 2 全 > 
Yn tn < 0 8 on 0, 
因此 我 们 知道 


lim x, = lim ys, = 27。 


ey 


在 实际 计算 时 ,我 们 用 以 下 的 方法 . 


x |/ 十 cos 闪 
COS— | 一 一 一 一- 一》 
2 2 


故 能 从 eos 一 = 开始 逐步 算出 


2 到 、 
COS -全 一 , 
6.22 


同 法 可 以 算出 御 径 为 r 的 图画 积 是 和 

我 们 也 可 以 求 牛 径 为 + 的 球体 积 ,把 一 咎 径 分 为 + 分 , 依 重 韦 于 这 个 径 的 方向 切片 ， 
第 i 切片 ,是 一 图 全 ,其 上 底 与 下 底 的 咎 径 分 别 等 于 | 一 (三 ) 与 ， | 1 一 (2 二 ) ， 
所 以 第 i 片 的 体积 在 四 


。 之 ”和 
5) 
办 + Fe 也 


之 间 : 即 在 两 柱 之 天 ,因而 球体 积 了 适合 村 


1 : 一 1 ; \? 
人 
"> 7 2 a/ 


> 一 一 n(n + 1)(2n + 1), 
i 二 1] 


由 十 


可 知 


， 
fm2x S 1 (1 — (三 ) ) 于 一 2xr (1 -tim t 3 > 站 一 2rz 二) 一 人 ar 
Ee i 二 1 ?2 nH- 拉 i=1 ， 3 


后 面 的 方法 就 是 租 冲 之 的 儿子 祖 卫 之 所 用 到 的 ; 绥 术 . 


$ 6. Archimedes 求 浇 物 形 面积 尘 


求 图 形 OPM 的 面积 0， 
疾 形 OPM 由 抛物 线 y 一 ai (a > 0) 上 的 一 部 分 OM, + 轴 上 的 税 段 OP 及 线段 
PM 围 成 ;将 OP 分 成 z 等 分 ,并 在 各 部 分 上 作 一 系列 的 内 含 及 外 包 的 矩形 ,如 图 92 所 示 ， 
其 面积 分 别 记 之 为 0。 及 924, 而 其 面积 之 差 ,就 等 于 最 大 外 凸 矩 形 之 面积 ,也 印 一 ~y 
由 z 四 
90.<0<0 
* IN5e. 


。 这 


-oD 
得 


0 = lim O0, = limO;», 
be 十 0 To 


各 分 点 的 坐标 是 


其 对 应 的 高 分 别 为 


图 92 


故 得 
， “12 * 3 十 1)(2z 十 1 
Qs 二 二 区) 二 一 .二 1)(2z 十 1) ) 


6 172 
因此 ; 
-一 Tm’ a -了 
J mn 3 3“ 
现在 求 谈 扎 Achimede 原来 算 抛 物 形 面积 的 方法 :算出 抛物 钱 A4CB 与 弦 4B 之 网 
的 面积 (图 93)， 
通过 4B 的 中 点 DD 及 与 48B 平行 而 切 于 抛物 线 的 切线 的 切 点 C 作 一 直线 , 这 人 直 厂 称 
为 扼 物 线 的 直径 ;再 联 弦 BC (与 C4), 由 之 再 作 平 行 于 BC (与 C4) 的 切线 ， 切 点 在 8 
(与 ,我 们 将 证 明 : 如 果 用 SS 表 A4BC 的 面积 , 则 
A 人 BEC 十 ACE 4 = 二 S。 (1) 


如 果 这 一 点 证 月 了 ,再 对 ABEC (与 ACE' A) 入 行 此 法 ,人 径 过 7 次 后 ,总 于 积 将 等 于 


一 人) 
1Ls-s. -4 
4 1 _ 工 


S 十 SS 十 工 5 十 .十 
4 下 


当 # ~> co 时 , 挑 物 形 的 面积 将 等 于 ~ $, 也 就 是 由 矢量 48B 与 CD 所 做 击 的 平行 四 边 


4 206， ~ 


形 面积 的 = 倍 . 


我 们 现在 来 起 明 (1) 式 ,实际 上 上, 突 需 让 明 


ABEC 一 二 ABAC, 


由 于 这 是 有 公 底 BC 的 三 角形 ,所 以 如 果 我 倍 能 够 证 明 4B 所 对 应 的 直径 CD 是 BC 所 
对 应 的 直径 BR 的 长 的 4 倍 即 足 。 

在 E 点 作 切 线 交 CD 于 了 ,从 五 与 也 各 作 平 行 于 43 的 直线 交 CD 于 开 , H。 因为 
FF 是 BC 的 中 点 ;所 以 阳 也 是 CD 的 中 点 , 抛物 线 的 直径 是 平行 的 ,所 以 EF 二 KH.。 因 
为 瑟 点 的 切线 平行 于 BC, 所 以 TC 一 ER。 再 由 抛物 线 的 性 盾 , TC 一 CK, 所 以 得 到 


BF 一 CK 一 KB 一 一 C 开 一 二 CD。 


定理 已 经 证 明 . 
(这 儿 用 了 扫 物 线 的 两 个 性 盾 ， 如 果 未 全 学 过 ,可 以 当 作 炊 习题 ). 


3 7- 聋 压力 的 计 腕 


决定 长 方形 容器 壁 上 的 压力 

假定 有 一 个 并 满 了 水 的 长 方形 容器 ,我 们 要 求 出 在 前 壁 上 所 承受 的 压力 也， 

对 底面 说 夹 间 题 很 简单 ， 底 上 任 一 抉 地 方 的 压力 就 等 于 
在 这 一 块 上 垂 记 水 柱 的 重量 ， 也 就 是 等 于 这 块 地 方 的 面积 乘 
上 水 柱 的 高 度 A. 

对 一 个 小 水 濡 来 届 ， 它 四 面 八方 所 承受 的 压力 应 当 是 一 
样 的 ,不 然 它 就 不 会 成 为 稳定 的 情况 . 

我 们 把 前 壁 分 为 ”个 同样 实 度 的 水 平 匡 条 ， 每 一 条 的 宽 加 94 


度 是 二 我 们 现在 考虑 从 上 往 下 数 的 第 有 条, 如果 这 一 条 是 傅 水 平面 摆 著 , 写 上 面 所 承 


从 


受 的 压力 应 当 是 
Pk 一 (在 这 一 世上 垂直 水 柱 的 高 度 一 么 ) x (面积 一 a。X 和 一 给 


万 


当 7 无 分 大 时 ,这 就 可 以 看 成 为 在 这 条 上 的 旁 压 力 ， 总 起 来 旁 压 力 等 于 
lim Pi = ahp’lim >, Rh 一 aklim 一 . 工 n(x 十 1) 二 工 7 
nm 二 1 Ho 7 R=1 > 了 2 2 


$8. 数 C 
我 们 现 在 用 和 设 限 来 定义 一 个 数 e ， 命 


先 诈 明 x, 是 年 调 增加 的 : 


«= (1+ 1) Di DD) 1 
7 nn 1.2 x 1.2.3 7 四 


1)1 
1 .2 有 ne 1 .72...7 7 


-1+1+ 工 (一 二 )+ 工 (1 一 荆 ) 人 一生) 十 二 
4 1 ?72 31 7 n 
+ 二 (1 一 二 (1 一 之 )…(1 一 《二 … 二 + 
Rk! 7 nn 7 
+ (1—i).…(1— el). | 
nl pf 7 


漆 疏 为 7 十 1, 旭 因 


1 一 二 过 1 一 上 > 
n 办 十 1 
/ 1 1 7 
并 且 J 一 项 一 上 (1 一 一 )…(1 一 ) 所 以 > 
多 (z+ 1Y)! z 十 1 zz 十 17/” 和 
又 因 z | 
za 1 十 1 十 十 十 十 十 十 二 二 1 十 1 十 二 十 二 十 … 十 一 一 3， 
21 31 n! 2 4 2? 一 ! 


所 以 x。 图 于 上 。 因 之 , 贯 x, 必 有 一 有 限 的 极限 ,用 < 表 写 , 印 
一 +) 
不 答 在 分 析 学 上 或 在 应 用 方面 ,这 个 实数 。 都 有 极端 重要 性 ， 容 易 看 到 , 它 落 在 2 与 3 之 
于。 事实 上 , 写 的 前 15 位 小 数 是 
e = 2.71828 18284 59045.。。 

由 于 。 的 一 些 性 盾 ( 以 后 再 属 ) ,使 得 选 它 作为 对 数 条 革 的 底 能 有 特殊 的 方便 ， 以 。 
为 底 的 对 数 称 为 自然 对 数 ,以往 用 10 为 底 的 对 数 称 为 常用 对 数 . 以 e 为 底 的 对 数 ,我 们 
就 以 log 来 才 写 ,而 在 其 他 情 允 则 需 表明 底 是 什么 .例如 ,今后 用 logw 来 表 常 用 对 数 . 在 
理论 的 研究 中 ,总 是 用 自然 对 数 . | 

以 10 为 底 的 常用 对 数 与 自然 对 数 的 关系 式 是 : 


logw * = logx* M, 


此 处 
M = logie = — t= 0.434294. 
log 10 
这 公式 是 从 | 
=e 
两 边 求 以 10 为 底 的 对 数 而 得 . 


现在 来 介 络 。 的 近似 计算 法 ， 当 < 时 ， 


mo>2 十 工人 1 一 工 ) 士 二 (1 一 工人 1 一人) 二 十 
21 7 31 n n 


命 了 一 OO 3 
e 宇 2 十 汗 十 “十 一 一 yk， 
21 R! 
了 于 是 由 
: Xn 过 yne 
得 


， 。 1 
e = lim xXx», = lim yn 一 > 一 
Ei 


各 
一 加 六 动 作 7! 


在 计算 。 的 近 仅 值 时 ,用 y, 比较 方便 ,由 于 


-1 + 1L +.+-- 1 
(xz 十 1)1 (nn 十 2)1 (7 十 7112)1 


Yatm 一 Yn = 


< 
(z+ 1)1 2 十 2 (zz 十 2)… (十 7 了) 


1 | 1 1 | | 
:十 -一 一 -一 - 
(7 十 1)1 1 十 了 (n+ 2) 《7 十 5 
1 了 2 十 2 
(n+1)! 7 十 1 
命 入 一 co， 乃 得 
0 一 < 一 兴 一 二， 
ni 
十 2 1 
此 处 用 到 一 一 一 二 一， 故 得 
(x+1) 太 


一 1 二 二 十 广 十 十 二 十 下 0 一 0 一 1. 


11 t 1! nin 
用 这 公式 就 可 对 。 进行 近似 计算 ,例如 希望 准确 至 -5 取 2 一 10。 


6 
nin 101410 


< 0.00000003。 


其 他 各 项 在 第 玉 位 小 数 上 四 舍 五 人 , 则 最 大 误差 在 契 对 值 上 不 起 过 一、 现 在 分 别 将 


各 项 的 近似 值 与 下 : 

2.000 000 00 
1/21=0.500 000 00 
1/31 一 0.166 666 67— 
1/41! 一 0.041 666 67 一 
1/5!1=0.008 333 33 十 
1/6!1=0.001 388 89 一 
1/71=0.000 198 41 十 
1/8!==0.000 024 80 十 
1/91 一 0.000 002 76 一 

171101!= 一 0.000 000 28 一 
271828181 一 


160. 


可 知 。 的 近似 值 的 总 校正 数 必 在 一 及 元 之 闻 , 由 此 得 出 = 位 于 


2.718 28178 及 2.718 281 86 
之 间 . 
在 此 容易 得 出 。 是 无 理 数 。 倘 若 不 然 , 车 。 一 一 ， 则 


一 1 土 二 十 -了 上 -2 
11 n17 


zl 


可 ”一 


(0 一 686 一 1 


1 


等 式 双方 乘 以 41, 则 得 出 七 为 一 整数 ， 此 不 可 能 ,所 以 。 是 无 理 数 . 


$9. 连续 趋 限 


假定 f(x) 是 一 函数 , 它 在 x 二 a 附近 定义 , 也 就 是 有 一 4 > 0 存在 , 使 f(x) 在 
0 二 |x 一 a| 二 2 中 定义 . 
如 果 对 任 一 8 > 0, 我 们 能 求 出 5 > 0, 使 在 0 二 1x 一 al 二 5 时 
|f(x) — A| < &, 
则 称 为 : 当 x 一 a 时 , j(x) 一 4. 4 称 为 f(x) 在 x >a 时 的 极限 , 记 之 为 
: limf (x) 一 A. 
我 们 可 以 定义 右 极限 , 即 对 任 一 s > 0, 能 求 出 5 > 0, 使 当 0 二 x 一 a 二 5 时 
If(x) 一 4 = s. 


一 lim f(x) 或 4 一 f(a 十 0)， 


记 之 为 
同 法 定义 左 极限 ， | 
,lim f(*) 或 fa 一 0). 

我 们 可 以 类 似 地 定义 上 极限 与 下 极限 . 

例 1。 函数 f(x) 一 > 一 [x] 一 二 ,在 0 点 的 极限 是 不 存在 的 ， 但 是 ，f(0 十 0) 一 
Sl 0 Nl 

> (0 一 0) 一 二 

对 任 一 E >> 0, 如 果 有 5 > 0 存在 ,使 当 0 < jz 一 al 过 5 时 , |/(x)| > 已, 则 称 为 : 
当 x 一 4a 时 , f(x) 趋向 无 穷 

鲍 2， 当 x+ 一 0 时 ,二 趋向 无 穷 ,但 


业 1 过 1 
lim — 二 十 00， lim -一 一 一 co。 
二 0 区 这 = 一 和 寺 


例 3， 当 x 一 0 时 ,二 一 十 oo. 
和 


例 4. 当 x -> 土 0 时 , ctgx 一 土 00， 
叉 自 对 任 一 s 二 0, 有 正 数 天 存在 .使 当 zx 过 天 时 ， 
[fw) — A| = s, 
“110-° 


起 


则 定义 为 


lim f(x) = 4 
着 十 十 的 


同 法 可 以 定义 
lim f(x) 一 十 co。 
的 情况 等 等 . 0 
涯 绕 趋 限 可 以 归 顷 为 贯 的 趋 限 法 . 
丛 2 yo 是 任何 一 个 趋 回 于 2 的 贯 ,定义 


f(x») = Ys, 
如 有 果 lim f(x) 一 二， 则 有 
hm f(x») 一 lim yo 一 A 
反之 ,如 果 对 任何 一 个 赴 问 于 < 的 贯 x,, 都 有 此 性 质 , 则 不 难 旋 明 
lim f(x) = A. 


事实 上 , 价 若 lim f(x) 不 存在 ,或 存在 而 不 等 于 4， 上 则 由 极限 的 定义 , 必 存 在 e, 使 对 无 芥 
怎样 小 的 6, 在 0 二 |x 一 a|l 二 6 中 ,都 改 有 点 x, 使 
f(x)— A|l > 5s. 
于 是 我 们 命 6, 为 一 趋向 于 0 的 贯 ,而 命 xz。 为 落 在 0 二 |x 一 a| 二 6, 中 且 使 
Ifxs)— A|>>s | (1) 
成 立 的 点 , 则 xz。 为 一 趋向 于 < 的 芙 。 由 (1) 可 知 , 当 nn 一 时, 作 xs) 不 能 趋 于 4, 但 这 
与 假设 了 矛盾。 所 以 必须 有 
limf x) 一 A. 
相当 的 Cauchy 和 制定 条 件 是 
定理 1。 当 x 一 a 时 ,图 数 j(x) 有 有 限 极限 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 给 了 任 一 s > 0， 
必 存 在 6 > 0 使 适合 于 | 
0 过 Ix—al<=6, 0<|x ~—al<=6 


的 zx 与 zx 第 有 不 等 式 
If(x) — Hx )| 天 s， 


证 明 的 注 法 与 贯 趋 极限 的 证 朋 完 全 相仿 , 迟 者 自 证 之 ， 和 大 斌 叙述 4 = co 时 的 相仿 定 
理 ， 
又 易 证 :如 果 下 式 右 边 两 项 都 存在 ,上 则 有 
lim (f(x) + g(x)) 一 lim f(x) 土 limg(*), 
lim f(x)g(*) 一 lim f(x) lim g(x). 
又 如 果 limg(x) 去 0, 则 


者 题 ， 在 球面 三 角 的 诸 公 式 中 , 取 4 一 ,，y 一 二 , 命 R 一 oo, 则 得 平面 


三 角 所 有 的 公式 


中 | 
| 


各 lliise. 


$ 10. 几 个 重要 极限 


前 已 证 明了 : 
e 一 hm (1 十 工 ) ， 


a 


因此 对 于 任何 一 个 趋向 无 穷 的 整数 叶 tn4}， 


l1\* 
e 一 im (1 + 二 ) 。 
7k 


| 


邻 设 * 依 任何 趋同 于 十 % 的 序列 1xx} 而 递 变 ， 芥 且 可 以 当 作 一 切 x 之 1， 


7 一 [ xx] ,于 是 
PK xxk<< zk 十 工 


及 nik 一 吕 OC。 由 
1 _ < 工 < 工 ， 
7 十 工 Xk nk 
可 得 
nk x ntl 
Qt) <(1+t) <(1+i) . 
nk 全 1 Xk 7 
出 
1 2. 1 nktl 
CE i )”-。 
-on 7 大 大 到 nk 十 1 
a 
1 1 1 
1 十 一]->1,， 1 二 1, 
7 nk 十 1 
得 到 : : 
1 AN 
lim (1 十 工 ) = Co。 
Fd x 
所 以 得 1?. ， 
骨 人 研究 x4 一 一 00, 丛 Xx 二 一 yhs 旧 人 一 十 ce、 显然 
< 一 7 大 va} 
Qt) =- 二 -+ 二 +) 
7 | yk yx 1l/ ?一 下 )k 一 上 
所 以 


1 _ 

lim (1 十 +) es, 
把 * 换 成 一 ， 则 得 

2 

e 一 lim(1 + a)", 


1 
例 1， lim(1 十 cy) 一 ecx 


仿 


由 (5.1) 式 可 知 ,在 0 二 x 一 = 的 假定 下 ,有 


Sin 区 


1~> 
x 


> COS XTX, 


因此 


0<1 一 一 <1 一 cosxy 一 2sin? < 2sin < x 
Tt . 


< 


Te 
Cr] 


1 
2" 


， 从 
1 — cosrx = 2 sin’ -— 
2 


可 知 ， 


Ti tgx— sinx 1 
2 


T= 0 ri 


tgx— sinx 1 sinx 1-—cosx 


及 cosx 一 1 可 得 结果 . 
例 4。 


Nn 


YT 一 


ji 2 )- 1 
~»° 
2 


7 
省- 
2 


换 变数 “一 工 一 +, 则 当 xz 一 至 时 “一 0， 所 以 


1 一 cosa 1 一 cos a 
secx—tgx— ca cga—m— Gg 


2 
故 得 所 求 。 


$11. 一 些 例 于 
1°. 研究 当 一 > 时 ， sin X 的 情况 . 


对 任意 一 个 约 对 值 小 于 1 的 数 ,一 定 有 一 个 aa ( |za| < 工 h 使 sinxo 一 a。 从 而 在 
后 Xo 十 2xn(n 一 士 1， 士 2， -和 。) 上 届 有 . 


sin (xo 十 2xn) 一 a, 


L133»* 


所 以 


lim sin (x 十 2r2 ) 二 a, 
所 以 sinx 没有 极限 . 
2°， 我 们 研究 而 数 y 一 sin 一 在 “一 0 时 的 情况 . 
取 递 沽 于 0 的 x 的 数值 
2 1 2 1 2 2 L 


xR” Xx” 3” 27z? Sn " (22 — 1 nx” (2z + 1) 


与 它 人 对 应 的 递 境 至 co 的 一 的 数值 是 


Ci 3 5x (2n 一 1 )xe (272 十 工 ) . 
2 用 3 2 池 3 2 入 3 2 | | 2 | 


在 上 小 名 相 邻 的 区 间 内 , 画 数 sin 一 的 值 由 1 沽 至 0 ,再 由 0 沽 至 一 1, 然 后 又 由 一 1 增 至 
0 ,再 由 0 增 至 1。 如 此 反复 不 已 ， 由 于 sin x 是 奇 函 数 , 所 以 关于 原点 ,图 形 是 对 称 的 ， 


= sinL 
x 


_ 2 
37 元 
1 0 | 
A ] i 
图 95 
3?。 我 们 再 来 考虑 画 数 y 一 zsin 一 在 x 二 0 时 的 情况 . 
由 . 
[zsinT |< lz| (x 0), 
得 
]i 。 1 
mxsin— = 0, 
并“ 昌 和 企 


但 当 + ->0 时 .西数 y 二 zsin 一 仍 发 生 无 数 次 的 振动 ， 不 过 抱 幅 水 渐 减 少 而 趋 于 零 ， 
故 极限 仍 存在 ,如 图 96 所 示 . 


只 J 


[ NN、 fo 
| \~、 AH | 
| AS | 
2 人 (人 E 
a -二 _1 ! Ww 1 7 
7 TW 9 VY x 一 
pa ™、 
、\ 


ils4e 


4 。 对 任意 有 理 数 常 有 


1 (1 十 xy7 一 1 一 
TX jr 


证 .。 先 研究 + 一 ”是 自然 数 的 情况 : 由 二 项 式 定理 得 到 
全 二 一 0 时) 


x 


再 研究 r 一 一 (m 是 自然 数 ) 的 情况 ， 命 


Vi+x—1=y, 
则 x = 二 (1 十 y)” 一 1。 我 们 有 


Em Vit*—l pgm ” 1 
t+0 x y=0 (1 十 y)”* 一 1 7 
对 于 一 般 情 形 ” 一 一， 仍 用 以 上 的 变换 , 当 y 一 0 时 ,有 
a ia ty y 7 
x (1 + y)”"—1 y (1 十?y) 关 一 1 rm 
$12. 无 入 大 之 阶 


当 xz 一 co 时 ,如 果 y 一 Hx) 也 趋同 于 co， 则 ?> 称 为 一 个 无 穷 大 。 如 时 


之 一 
0 一 lim 二 委 这 一 天 co， 


Ep | -oo 


则 称 = 与 > 有 相同 的 阶 , 用 z 类 y 表 之 .如果 


到 
jim -一 一 00， 


=-oo yy 
旧称 z 的 阶 大 于 7 的 阶 , 用 y 一 zx 表示 .显然 有 有 :如果 ?7 一 *，z= 一 mw, 旭 y 已 w。 又 有 
和 
又 对 任意 二 实数 a 二 B, 常 有 
xz< 3 XP 
例 1. 使 
p(X) 一 gx 十 ax 十 -十 ck 十 ak a > 0, 
q(%) = Dot 十 2xz 人 十 -十 DY 十 和 如 之 0， 
我 们 可 以 证 明 : 按照 &>> (， 4& 一 ! 及 8 二 71, 分别 有 


lim p(x) 一 co， -2 
TT 二 00 gq (x) bo 


3 


尼 人 研 守 , 当 “>1 时 ,有 


了 15 。 


仿 z = [x], 则 
>_> 
x ?2 二 1” 4(n+1) 
此 处 用 了 : 若 zc 一 1 十 2. 当 w 光 2 时 ， 


一 -一 一 ~ 2 
a” = (1 Th lt te Dp > > el 


对 任 一 a > 0, 我 们 命 oz 一 bs, 


一 十 
。 Ex . a” \® ， BE< 
lim 4 = lim ( ) = im (2 一 00, 
站 -下 59 x 不 下 出 人 be 


所 以 对 任 一 a >> 0, 常 有 


X 到 Ga 
久 售 zx 二 log。 y, 旧 得 1 
log。y 一 y 
即 可 得 出 一 季 烈 的 无 交 大 之 阶 
Xe ee 3 
及 
X i logx ~ log log x 一 log log logxz 一 - “oe 


3 13. 符号 ~， CO 与 o 
将 在 研究 x ->a 的 情况 ，g(x) 是 一 正 值 画 数 如 果 


f(x) 
lim ~” 一 
> g(x) 


我 们 用 符号 f(x) ~ g(x) 来 表示 ， 如 果 


3 


则 用 
fx) = O(g(x)) 
来 表示 ， 又 车 
lim LACD) 一 0， 
2 g(x) 
我 们 就 用 
加 f(x%) = o( g(x)) 
来 表示 . 


网 1。 涩 x->co 时 ， sinx = O(1), 
例 2.， 当 xw 一 co 时 ,x 一 o(e*). 
例 3. 当 x+ 一 0 时 ， 
sinx = 二 xX 十 ol(x) 或 Sin x ~ x, 
这 豆 是 lm nz 一 1 的 改写 . 
例 4.。 当 x 一 0 时 ， 


cosxz 一 荆 一 pa 十 ol) 或 1 一 cosr~ BE 


"716. 


例 5。 当 x 一 0 时 ， 
tgx 一 sinz 一 本 和 下 tgx 一 sinx 十 六 十 o(x3), 
例 6. 酒 x 一 十 co 时 ， 
| 、 
Vrt1i+ Vx—l—2Vex ~ 一 荆 (+). 
这 些 例 子 也 建议 我 们 精密 更 精密 的 过 程 ， 更 清楚 些 , 逊 是 举 一 个 例 . 
例 7.。 当 x 一 0 时 ,我 们 首先 知道 (m 自然 数 ) 
Vit+x~1. 
那 也 就 是 V1 十 x 一 1 一 0， 其 次 便 进一步 研究 ，V1 十 x 一 1 如 何 趋 于 0。 我 们 前 已 
证 月 : 


Vit+x—l_1 
一 0 万 mm ” 


也 束 是 得 到 更 精密 一 步 的 结果 : 


VI+x—1+ox+ g(r), 而 g(x) = o(x)。 


换 变 数 V1 十 x 一 1 二 y， 则 


| 1 加 
一 一 一 一 一 一 位 一 -一 一 一 2 昭光 
VT 十 x 1 m* yy 一 ((1 十 yy) 1) 2 y” 十 加 
5 CT ty 1 mt 
1737 一 荆 
一 一 十 。.。 1 
= 一 -二 -一 -一 一 一 > 一 
7 十 。 27* 


所 以 又 得 到 更 精密 的 公式 


/1 十 x 一 1 十 二 x 一 了 二 + x + ol(x’): 
777 2 


I+4x 与 1,1+ix, 14+ 工 zx 一 于 一 工 2 
力 3 


77? 27n7 
所 凌 的 无 穷 小 的 阶 一 个 高 于 一 个 。 当然 我 们 还 能 求 出 更 精密 的 表示 式 来 ,这 表示 式 称 为 
原画 数 的 主要 部 分 。 在 应 用 的 时 修 , 原 图 数 与 它 主 要 部 分 的 误差 往往 可 以 略 去 不 计 . 
例 8. 用 /1 米 长 的 站 尺 量 直 线 长 度 时 ， 因 为 没有 把 尺 准确 地 沿 着 直线 放 好 ， 因 此 量 
每 的 精 果 往往 比 其 实 的 长 度 大 一 些 . 假如 尺 的 两 端 距 直线 的 距离 都 是 4 米 , 仿 估计 其 误 
荡 ， 


»。117 。 


斥 在 直线 上 的 投影 是 


由于 比 ? 小 得 多 ,由 例 7 投影 长 度 可 以 换 为 
2 人 ” 2 人 2 
一 条 ) 一 /一 启 - 
因此 艳 对 铀 差 是 2 ,相对 侦 差 是 2 
例 9。 求 套 在 一 对 滑 输 上 的 皮带 的 长 度 。 滑 输 的 咎 径 各 为 尽 及 ,中心 的 距离 为 4， 


则 
l i 
2 ACTCeTea. 


AC=R{, Ds 

由 于 AC R (< +a), c (< ) 及 

Ce= Do=m Vd—(R— rr), 

力 得 0 
1=x(R+r) +2aR—r)+2Vd—(R— rr}. 

治 RR 一 相对 于 4 素 襄 很 小 ,上 册 有 


必得 


_ 2 
1 (RT+7) 二 24 十 和 一 避 


= 


C 


中 Sp ois. tir ge er iy i i 


图 38 
例 10.。 求 圆 红 4BC 内 的 矢 f 一 DB 与 其 牛 缴 4B1B 的 矢 六 一 DiBi 的 比值 。 若 
面 的 年 答 为 r-， 达 A408 = 一 9, 划 人 4OBI 一 /2， 故 
ff ,ricosp) _1—cosp 
hn et Pp 5! 
7 4 Cos 2 1 COS 2 


se 118e 


a 


当 一 0, 则 由 $10 例 2 得 到 
1 


-一 中 
lim lm 2 一 
v=>0 fi vo0 1 (2) 

2 、\2 


政 当 很 微小 时 ; 一 -的 值 可 以 用 4 代 之 ， 


$14. 回炉 画 数 


定义 ， 命 f(x) 是 一 函数 ， 它 在 某 一 点 xo 附近 定义 。 如 果 f(xo 一 0) 一 x0) 一 
一 了 zo 十 0) 旧称 此 图 数 在 x 一 xo 连续 。 如 果 有 枯 x0) 二 天 xo 十 0), 则 称 为 右 连 秘 。 如 
果 f(x0)== 从 xo 一 0), 旭 称 为 左 连 和 纺 . 
使 夯 数 不 连 绑 的 点 称 为 画 数 的 间断 点 。 
角 1.[x] 是 一 个 画 数 , 写 在 整数 点 上 天 断 ,而 在 其 他 点 上 连续 。 
如 果 夯 数 f(x) 在 一 区 有 间 的 每 一 点 上 都 连 入 ,期 称 f(x) 在 这 区 阅 上 尝 释 . 
请 读者 租 看 第 三 章 的 画 数 的 图 形 , 看 出 那些 画 数 在 什么 样 的 点 上 回迁 或 闻 呈 。 
定理 二， 若 二 豆 数 f(x) 与 g(x) 都 在 xo 点 上 连续 , 则 
IOETIONEIOP CE 到 于 
g(x) 
都 在 慰 点 上 上 连 绑 ,但 对 商 我 们 必须 假定 g(x0) 天 0， 

这 可 以 直接 从 极限 性 质 推 出 ， 现 在 讨论 一 些 篆 用 的 连 纺 性 证 ，. 

定理 2.。 如 果 f(x) 在 x==xo 处 连续 ,有 旦 从 x0) 一 yo， 又 p(y) 在 7 一 加 处 速 
各 , 姑 9p(f(x)) 在 “二 一 xz 处 也 连续 . 

证 。 给 了 任意 s > 0， 因 为 p(y) 在 yy 一 连 强 ,所 以 必 有 o ,使 当 |y 一 | 过 6o 
时 ，|pG) 一 p(yo)| 天 se; 荔 一 方面 ， 因 为 f(x) 在 x 二 xo 连 粹 ， 所 以 必 有 65， 使 当 
[x 一 xol 二 6 时 ，|f(x) 一 和 天 cc 从 而 

[op(f(x)) 一 PKzo) = |9(y) — Phy)| = 6 
所 以 p(f(x)) 在 x 一 xo 连续。 
1"。 有理 函数. 


e TD 。 


f(x) 一 x 显然 是 (一 00, 十 co) 内 的 连续 画 数 ， 根 据 定理 1 ， 
mm 次 


GCC 


也 连续 ;而 
aox™ 十 CIX Tam 十 cn 
是 连续 本 数 的 和 所 以 也 连续 。 所 以 多 项 式 (或 称 有 理 整 图 数 ) 在 《一 co ,co) 内 是 连续 的 ， 
两 多 项 式 的 商 ( 称 为 有 理 画 数 ) 
ox” 十 az 十 -十 am-lX 十 am 
Pi 十 DiXL 十 -十 六 -ix 十 已 
除了 在 使 分 母 为 0 的 一 些 点 上 外 ,也 是 连续 的 。 
2 。 指数 画 数 . 
假定 a > 1。 如 果 我 人 能够 证 明 


lim az 一 工 ， 
» X 一 0 
避 得 
Xxn XX0 y=—>0 


换言之 ， G 是 一 个 速 颖 本 数 . 
由 $1 例 3 :我 个 已 径 证 明了 


1 
lima” 一 工 


bE 一 人 


命 [二 | 一 2 则 一 < = 二 工 ， 所 以 得 到 oz < “之 二。 当 * 充 分 小 时 ， 显然 
并 十 8 而 st 1 6, 所 以 le 一 1| 天 ee， 
即 得 所 证 ， 

关于 ex 的 图 形 见 图 100. 

3 。 对 数 画 数 . 


7 一 jog x 
是 指数 函数 的 反 豆 数 , 在 (0, ce) 之 关 这 画 数 是 过 和 绪 的 . 


图 100 图 101 


4 . 三 角 丁 数 ， 


先 诈 lim sinx 一 sinxo， 由 
df | 


® 120%。 


sinyw 一 sin x, 一 2 sin (x 一 za) cos— (x 二 ro) 


可 知 


[sinx— sinx,| 去 2 sin ~ (x — xo) | |x ~ xol, 


此 处 用 了 | sinx| 委 1x| 及 icosx| 委 1 因此 sinx 连结 ., 
由 于 cost = sin (~—#), cos* 也 加 和 绪 。 由 


sinx 1 __ Cosr 1 
COSX COST SIN XY SiN 区 


可 知 ,除去 使 cosx 一 0 的 诸 点 外 ，tg x、sec x 都 是 连续 的 。 除去 使 sinx 一 0 的 庄 点 
外 ，ctg x*，csc x 都 连 和 总. 
5 。 友 三 角 画 数 ， 
yarcsnr, y= arccosx 
企 [ 一 1, 十 1] 之 章 连结; 又 
y 一 arctgx, y=arcctgx 
在 《一 co, 0%0) 之 间 连 续 ; 而 
yarcsecx, y= arccscr 
在 (一 00, 一 1), 《1, co) 间 连 绩 . 
读者 不 难 研 究 er ，log log x,log sin *，log tg x 等 的 连 绪 性 半 题 . 


312. 间断 种 种 
王 径 起 过 石 速 先 和 二 连 续 ， 当 然 也 就 有 右 间 断 和 左 间断 ， 我 们 举 些 例子 来 规 别 间断 


1) 我 们 定义 


对 此 画 数 ， 忒 十 0) 与 人 一 0) 都 存在 且 都 =0， 但 在 x=0 这 一 点 于 的 值 王 1 所 以 在 
x 一 0 上 不 速 毯 . 
2) 阶梯 画 数 。 把 区 间 [a, 5] 分 为 

4 一 X0o 和 Mt<< Yo<< 。。， < Xr, 一 DC， 

定义 
帮 x) 一 ys， ( 若 加 < 委 x 二 xy ) ， 

便 得 一 阶梯 画 数 ， 显 然 

f(x —0)=y,, fxr, 0) = yn, 
?+ 一 y 称 为 飞 路 幅度 ,这 种 画 数 在 应 用 中 番 常 出 现 ( 图 102》， 


x22 1 


3) y = f(x) = li 对 十 1x| > 1, 因为 x”> c0, 所 以 flx) 一 1; 又 对 


* J21l»。 


于 |x| 二 1, 因为 x” 一 0, 所 以 f(x) = 一 1。 因此 可 知 它 在 x 一 土工 处 各 有 一 岩 烦 局 
(图 103). 


' ' 

oo |! 

| 

; ' f 

9 一 人 

| i 6 i 

PE 

a 让 1 2 让 

图 102 图 103 


4) f(x) 一 sm 一 (xz 天 0)， 当 * 一 0 时 ,f(x) 不 趋 于 极限 ,所 以 它 在 x 一 0 上 不 
连续 . 

5) f(x) 一 x sin 一 (x 关 0)， 我 们 有 limf(*) 一 0。 故 若 定义 人 0) 一 0。 这 西数 就 
为 连续 


OX —{ 


0， 洛 zx 是 无 理 数 . 
这 汞 数 无 处 不 间断 ， 


7) 在 (0, 1) 之 间 我 们 定义 f(x) 如 下 .如果 x 是 有 理 数 了 ( 径 移 分 数 )， 定 又 


jx 一 也 对 无 理 数 *, 旭 定义 f(x) 一 0， 可 以 证 明 ,在 任 一 有 理 点 上 , f(x) 是 半 断 的 ， 
”而 在 任 一 无 理 点 上 , f(x) 为 连续 . 


证， 发 xo 是 区 间 中 的 任 一 点 ， 任 意 给 出 s > 0, 因 为 不 超过 = 的 正 整 数 只 有 有 限 


多 个 , 故 只 有 有 限 多 个 之 使 (2) — 和 > s， 取 zo 的 邻 域 (加 一 6, % 十 6), 使 它 不 


包含 任何 这 种 (可 能 要 除去 xo 本 身 ), 则 有 


[f(x)| = ese, (0 一 lx 一 zi 一 
因 几 
f(xo + 0)—= f(xo — 0)= 0. 


> 是 元 理 数 ， 出 f(xo) — 0. 故 轿 数 在 元 理 点 处 连 生 ., 及 洲 加 为 有 理 数 , 则 Axo) 天 0。 
改 任 何 有 理 点 都 是 f(x) 的 间断 点 , 


$ 16. 过 稿 画 数 的 一 些 基 本 性 质 


定理 1、 假定 画 数 f(x) 在 于 区 间 [a, 6] 上 连 统 ,从 且 在 a, 2 两 点 所 取 的 值 异 号 , 则 
在 cs, 5 间 必 有 一 点 <: 使 
f{(c)=0 (es 一 c 一 2 
也 吏 是 一 条 连 入 曲线 ,从 x 贡 的 一 边 通 到 x 轴 的 另 一 边 时 , 它 必 与 * 轴 相 交 . 


el22 。 


证 (Bolzano 法 )， 把 6 分 为 两 等 分 ,如 果 1 (2 十] 一 0, 则 定理 已 明 ， 不 然 ， 在 


|。 “二 6|，|< 二 ,| 中 必 有 一 区 间 使 (x) 在 其 两 端 取 腊 号 , 命 之 为 [a1, 和 ] ,逐步 和 


行人 每 出 [a;, b2] 9 [ 3, bp;] 3 ” 一 未 列 的 、 一 个 包 有 下 一 个 的 


区 间 , 而 b 一 or 一 4， 因为 a 艺 忆 之 如 


之 … ,而 2 一 ar 一 0 一 co) 所 以 


lima, 一 limb, = ec. 


由 于 

ff(c) 一 limf\aa) 0， fc)= limf(&,) 之 0， 
所 以 f(c) 一 0. 

例 1。 解 方程 2* 一 4x. 

这 方程 显然 有 一 根 x 一 4, 我 们 再 找 一 根 就 困难 了 ， 但 命 1(x) 一 2* 一 4x, 由 0) 一 


图 104 


-1>0,f(T)= V2-2<0 可 知 ,在 0 与 py 之 间 有 一 根 . 


定理 2 同上 的 假定 。 如 果 fa) 二 4, f(5) 二 B, 则 对 4,B 之 关 的 任 一 数 C ,一 
定 有 > 一 < 使 拨 c) 一 人. 
这 定理 就 是 上 面 定 理 的 推 葵 , 研 究 f(x) 一 C 即 得 所 求 ， 
定理 3 (Weierstrass)， 若 范 数 f(x) 在 站 区 有 间 [a, 5] 中 连 织 , 它 必 有 界 ，。 换 半 之 ,一 
定 存在 二 常数 和 与 M 使 
m<f(x) EM. (1) 
证 。 用 反 证 法 .如果 f(x) 在 1a, 2] 无 界 , 即 对 任 一 自然 数 m 在 lc 2] 中 一 定 有 一 


Nn 便 
f(z)| 之 (2) 


由 Bolzano 定理 ,在 入 {x,} 中 可 以 选 出 一 个 子 贯 {x。,},， 使 
zw > Xo (R00),. 
显然 g 委 xzo 委 0。 由 于 西数 的 这 和 绪 性 
jx,) > f(s) 

这 臣 不 可 能 的 ,因为 它 和 性 质 (2) 相 子 慎 . 

使 (1) 式 成 立 的 最 小 的 M, 称 为 上 确 界 ;使 (1) 式 成 立 的 最 天 的 m, 称 为 下 确 界 , 

定理 44《Weierstrass)。 辣 上 定理 的 假定 , f(x) 在 La, 5] 中 一 定 取 得 到 上 确 界 与 下 确 
扼 . 

换 革 之 ,在 [a, 5] 中 必 存 在 zx 一 za 与 x 一 为 ;使 几 xo) 与 人 x1) 各 为 f(x) 的 一 切 数 
值 中 的 最 大 的 和 最 小 的 . 

证 。 人 个 M 是 上 确 办 . 虫 定 理 3 已 知 M 为 有 限 ， 我 倍 也 用 反 疙 法 ,假定 屋 有 f(x*) 二 MM， 
即 Hx) 不 能 达到 M。 作 砂 数 
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-1t . 
P(x) Me)’ 


这 是 一 个 分 母 永 不 为 0 的 琅 数 ,所 以 是 连续 的 。 由 定理 3 可知, 宅 为 有 界 , 了 出 即 p(x) 志 4， 
(4 > 0); 因此 得 出 

Ke) 和 M 一 二 . 
上 氏 


于 是 有 一 小 于 MM 的 数 M 一 二 成 为 f(x) 的 上 界 ， 这 和 上 确 界 的 定义 矛盾 ,所 以 必 有 一 


X0s 使 
f(xo) 一 M. 


同 法 必 有 一 wi 使 x1) 二 和， 
$ 17. Heine-Borel 定理 


我 们 信 究 团 区 闻 [a, 5]。 假定 我 们 有 一 和 组 开 区 问 o, 宅 们 小 盖 了 并 区 天 [a, 5， 也 
束 是 襄 , 对 [a, 5] 中 的 任何 一 点 ,都 有 那 租 中 的 一 个 开 区 间 o 包 着 这 点 。 Heine-Borel 定 
理 的 车 前 是 : 

定理 1。 在 这 样 的 组 中 我 们 可 以 找 由 有 限 个 开 区 间 ,使 它 们 能 人 够 各 六 闭 区 间 [a, 56]. 

证 。 我们 用 Bolzano 的 方法 。 用 反 证 法 ,也 就 是 假定 区 并 不 能 为 这 和 组 内 的 有 限 个 开 
区 同 所 滤 盖 。 我 们 把 La, 2] 分 为 两 个, 其 中 一 定 有 一 和 后 不 能 为 该 租 内 的 有 限 个 0 所 和 泪 
访 , 从 之 为 La, 和 ,再 把 [ci, b1] 分 为 两 秆 ,并 用 La;, 52] 表示 不 能 为 有 限 个 9 所 址 盖 
的 一 全 . 

炙 秆 进行 ,我 们 得 出 一 个 无 穷 序列 

[a, 6], La, 2 [2 
每 一 个 前 面 的 包 有 后 面 的 一 个 ,而 且 长 度 趋 于 0, 写 们 都 不 能 用 有 限 个 ac 所 造 盖 ,我 们 有 


sa<a< a < 


PP 之 外 之 外 之 "之 bs 宇 *'*， 
和 天 且 
lim a, = lim b, = ¢. 


3 = 


这 点 < 象 [a, 2] 中 的 任 一 点 一 样 ,一 定 彼 包 括 在 某 一 5 内 ,人 之 为 oo 一 (a, 8B), 划 
xc< 共 有 有， 当 # 无 分 六 时 ，[as, 5a] 也 被 包括 在 (a, 8) 之 中 ,这 与 [as, 2 的 性 质 
才 " 导 。 

党 将 开 区 间 粗 5 疏 为 于 区 间 租 定理 成 立 否 ? 把 于 区 半 [a, 2] 改 为 开 区 并 怎样 ? 

这 条 定理 在 高 等 数学 中 十 分 有 用 ,我 们 现在 用 写 来 处 理 连 和 绿 夯 数 的 变 兰 关 题 . 

定义 ， 画 数 f(x) 在 [a, 2] 内 的 变 差 是 指 帮 z) 在 [a, 2] 中 最 大 值 与 最 小 值 的 并 . 

定理 2。 若 f(x) 是 [a, 2] 中 的 连 种 画 数 , 我 们 能 把 [a, 5] 分 为 有 限 部 分 : [a, xj， 
[xi Xx2] ,，***, [x,, 5], 使 在 每 一 部 分 中 ,图 数 f(x) 的 变 关 都 小 于 任 一 了 给 的 正 效 s. 

证 。 我 们 扩大 f(x) 的 定义 : 当 x 二 a 时 ,定义 f(x) 二 f(a); 又 当 z 人 2 时 ,定义 
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f(x) 二 156) 从 为 任 一 适合 a 三 8 筷 5 的 点 . 由 f(x) 的 连结 性 ,我 们 可 以 找到 6 > 0， 
使 在 

oO—= (££—6,6€+6) 
中 的 任 二 点 i, 2 都 有 |f(x1) 一 帮 x2)| 二 e (这 6 可 能 依赖 于 &)， 这 样 我 们 得 出 一 个 开 
区 间 租 5, 写 遮 莹 了 整个 [z, 656], 由 Heine-Borel 定理 ,其 中 可 以 取出 有 限 个 61, cz、-…， 
cz 使 写 们 遮 广 [<,，2]. 

这 些 区 于 的 任 二 相 邻 者 一 定 有 重 江 的 部 分 ,在 重 淡 部 分 中 取 分 点 ,从 而 得 出 适合 定理 
友 求 的 一 租 并 的 分 区 有 间 . 

定理 3。 给 与 任 一 。 > 0, 我 们 可 以 找到 6 > 0, 使 对 任 一 长 度 不 超过 6 的 于 区 间 ， 
f(x) 的 变 差 常 < sj; 也 就 是 : 对 [a, 5 中 任意 二 个 适合 |xi 一 zz| 二 6 的 数 xi, x2, 各 有 
[f(xi) 一 f(xz)| 二 s。 这 种 性 质 , 我 们 将 称 为 一 致 连 红 性 . 

证 ， 取 ea < 一 se。 由 定理 2, 可 知 存在 一 批 分 区 间 , 在 其 中 f(x) 的 变 差 < a， 命 8 
为 这 些 区 间 的 最 小 长 度 , 长 度 < 6 的 任意 一 个 分 区 间 一 定 包 在 以 上 这 些 区 间 之 一 或 相 令 
两 个 区 阐 之 办 ,因此 在 长 度 二 6 的 分 区 天内， 帮 x) 的 变 差 二 28 二 6。 

这 定理 在 定 积分 理 诅 中 有 基本 重要 性 , 
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第 五 章 微 分 


$1. 微 两 要 从 


我 们 现在 先 研 究 一 个 点 作 什 线 运 动 的 情况 ， 从 一 定点 0 算 起 , 狩 过 时 间 上 ,这 后 高 O 
点 的 距离 等 于 s。 如 此 s 就 是 上 的 画 数 


° | s = 1(). 
图 105 在 一 个 一 定 的 时 齐 : ， 有 一 个 确定 的 对 应 的 距离 。 车 
给 上 一 个 改变 量 Al, 在 新 时 歼 上 十 At 时 ,距离 是 * 士 A。 上 比 
全 
Ar 
就 是 在 这 一 段 时 则 内 的 平均 速度 , 


在 等 速 运动 中 ， 人 就 是 常数 ， 一 般 讲 来 ,平均 速度 就 是 假想 一 个 作 等 整 运 动 的 点 在 


时 间 区 轩 Az 内 和 经 过 距 痪 As 所 应 有 的 速度 ， 当 At 一 0， 这 个 比 人 的 极限 。 和 给 出 在 给 
定时 列 t 的 速度 


。 人 
2 一 mm 一 一 
全 一 人 FE 


例如 ,对 等 加 速 运动 ,我 们 有 


1 
$s Et vor 


vo 是 怒 束 ， 如 此 我 们 有 


2V 一 lim 人 ~ Im 1 + g(t 十 At) 十 oz 十 Az ) 一 工 gt 一 ver| 
i+0 人 At ctm0A L2 2 


一 lim (ge + wot TgAt) = gt + vo 


心 了 -人 
和 距离 一 样 ,速度 也 是 * 的 画 数 , 这 个 画 数 叫做 *(z) 对 + 的 微 商 丽 数 ， 我 们 说 速度 是 
在 热力 学 中 三 态 变化 有 以 下 的 情况 :我 们 对 一 固体 加 热 , 假 定 它 的 初 温 是 各 ”在 没有 
达到 融 点 之 前 ,加 热 时 物体 的 温度 上 升 。 在 达到 融 点 而 未 全 部 变 成 液体 状态 时 ,加 热 时 物 
体 的 温度 不 变 , 理 到 全 变 为 液体 以 后 ,又 开始 上 升 ， 由 液体 状态 变 为 气体 状态 也 有 类 似 情 
部 ， 命 9 表示 物体 所 吸收 的 热量 , 它 当然 是 温度 ; 的 画 数 . 
在 图 106 中 以 横 坐 标 表 温 度 : , 揪 坐 标 幢 吸收 的 热量 2。 固体 转化 为 流体 的 温度 为 
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六 和 


卫 


ti, 液体 转化 为 气体 的 温度 为 zs， 显然 画 数 在 志 与 如 有 二 飞跃 ,于 中 
im OO 一 hm OO 一 DC 


tt +0 fi 0 
表示 物体 的 融 解 热 , 而 

lm 0 一 lim OO= EF 

ta 十 0 一 13 一 0 
表示 物体 的 汽化 热 . 


在 其 他 各 点 图 数 0 是 上 的 连 纺 图 数 。 命 A 六 及 AO 各 
是 温度 与 吸收 热量 的 改变 量 ， 释 过 精确 的 测量 证 明 人 AQ 与 


106 

0, 这 比 的 极限 就 是 在 温度 如 的 这 物体 的 比 热 . 比 热 就 是 物体 所 吸收 的 热量 对 温度 的 微 商 ， 
这 些 例子 建 绞 我 们 下 面 的 微 商 的 概念 : 
给 定 一 个 画 数 y = f(x)， 对 应 于 自 变量 的 改变 量 Ax， 画 数 的 改变 量 是 Ay，。 则 当 


Ai 不 是 正比 例 的 关系 ， 换 于 之， pe 不 是 常数 , 当 Ai -> 


A* 0 时, 比 全 的 极限 (如 果 存 在 的 锋 ) 叶 做 这 巩 数 的 微 商 。 微 商 配 成 为 y 或 f(x): 


y = f(x) = lim 和? 一 lim f(x + Ax) — 1(*) 
Ax>0 AX xD Ar . 


求 徽 两 的 运算 称 为 微分 法 ,有 时 还 记 成 为 和 或 了 
当然 ,如 果 极 限 全 并 不 存在 , 微 商 也 就 不 存在 ， 如 果 fx 十 Ax) 一 f(x) 不 趋 于 0 ， 
则 微 丙 显然 不 存在 ,所 以 对 不 连 入 范 数 我 们 是 不 能 定义 微 商 的 。 但 是 大 不 是 所 有 的 连续 
函数 都 可 以 定义 微 商 的 . 
和 左 极 限 及 右 极 限 相仿 ,我 个 可 以 定义 左 微 商 及 石 微 商 ， 左 徽 商 的 定义 是 
fxz 一 0) 一 Jim Kxth)— fH) 3 
yy 4 
画布 微 商 的 定义 是 
(zx 十 0) == Jim f(x 十 hk) f(x) 
hh 0 ” 


(4>0) 


$ 2. 微 丙 的 几何 意义 


我 们 考虑 男 数 y 一 f(x) 所 画 出 的 曲线 。 联 两 点 (x,y) 与 (x 十 Ax,y 十 Ay) 的 直 
线 古 曲线 的 荐 科 , 这 制 钱 的 斜率 是 


hy 
Ax 


当 Ax 一 0 时 ,这 拓 线 的 极限 位 置 就 是 通过 点 (x, y) 的 切线 ， 所 以 


f(x) = lim SY 
ex 入 


殉 征 曲线 y 一 f(x) 在 (x,y) 这 一 点 的 切线 的 入 率 ， 切 线 与 * 轴 的 夹 角 是 a , 旭 
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图 108 


f (x) 一 ta。 
因此 在 曲线 上 一 点 (xo, 和 ) 的 切线 方程 是 
y — yo = f(x0)(x 一 xn). 
如 图 108 的 有 4 点 , 左 微 商 与 在 微 商 是 不 周 的 , 又 如 在 8 点 的 微 商 变 为  ， 还 有 人 举 
例 设 明 有 这 样 的 连 模 硬 数 存在 ,在 任 -二 - 认 卡 都 洛 有 微 商 ,， 
再 令 述 另 一 个 几何 意义 在 (xy) 平 面 上 画 曲 线 y = 二 fx)， 假 定 它 在 a 硅 x 夺 bb. 上 
是 连续 的 ,并 且 是 单调 上 升 的 。 从 x 一 a 到 x 一 * 的 长 条 内 ,曲线 以 下 , * 轴 以 上 的 面积 ， 
我 们 用 4(x) 吉它 。 当 x 有 一 增 量 Ax 时 ,面积 增加 了 A(x 十 Ax) 一 4(x)， 这 一 增加 的 
面积 显然 在 两 长 方形 之 间 ( 如 图 109 所 示 ), 所 以 
fxzJAx< 和 4 十 Az) 一 4 人 二 1x Axr)Ax, 
除 以 Ax, 且 命 Ax 一 0, 则 得 
f(x) < lim ALx+ Ax)— A(*) < fx), 
x+0 AX 
A(x) = f(x). 
所 以 该 面积 的 微 丙 束 等 于 定义 曲线 的 酌 数 f(x). 
更 广泛 地 讲 来 ,在 任何 两 个 量 之 有 间 , 一 个 量 的 元 穷 小 
* * 二 Ax 和 x 变化 所 应 当 得 到 的 另 一 量 的 变化 ,都 可 以 用 微 商 来 描 给 . 
图 109 特别 猎 常 用 的 是 随时 间 上 而 变化 的 量 9 G4)， 微 商 0'(?) 
就 是 表达 了 这 一 量 在 一 瞬间 的 变化 率 . 
例如 ,速度 v(t) 也 是 依 时 间 而 变化 的 ， 瞬 时 的 变化 速率 


a(t) = lim 人 2 一 v (z#) 
人 tf ALz 


就 是 加 速度 (加 速度 的 量 移 是 工 了 一 ). 
双 如 (表示 从 0 到 上 秒 时 所 流 过 导线 的 横 截 面 的 电量 ( 康 伦 ), 则 
AGO 一 mr 
lim 一 二 一 
Ar-m0 At 4 (2) 


束 是 在 所 给 时 肇 的 电流 强度 ,也 就 是 电流 强度 是 流 过 的 电量 对 时 间 的 微 商 . 
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4 3. 画 数 的 和 , 差 、 积 、 关 的 微 疝 


首先 我 们 知道 


(u(x) L002)) = lim + htv(r tp) (u(r) tv(*)) 
和 i> 人 0 ps 
a 


=— Tim 
A 


所 以 如 果 u(x) 与 v(x) 都 有 微 商 , 居 w(x) 与 v(x) 的 和 (或 差 ) 的 微 丙 束 是 w(x) 与 v(x) 
的 微 商 的 和 (或 症 ). 
你 由 


(ue) vr)) = lim HE vir 十 大) ulr)v lr) 
大 一 站 ph 


ust) vt) 1 ox + A) v(x)) 
> 0 万 六 -> h 


= (x)v(x) + u(x)v (x) 
可 知 如 果 u(x) 与 v(x) 都 有 微 商 ， 则 u(x) 与 v(x) 的 积 的 微 商 就 是 n(x) 乘 v(x) 的 微 商 
加 上 okx) 乘 w(x) 的 微 商 . 
上 青 用 一 次 可 以 推导 出 
(u(x)v Cx) wx)) = u(x) vx) w(x) + ux) (vr) wx)) 
= w(x) vr) wx) + ulx)v (x) we) + ux vole) ew x), 
以 u(x)v(x)w(x) 除 之 ,可 网 


(u(x)o(x) w(x)) _ wx) | vx) , w (x) 
u(x)v(x) rw (x) u(x) T vx) 一 wx) 


误 者 巧 由 此 推出 7 个 图 数 相 乘 积 微 商 的 公式 . 


Xt hr) -jim 2Cz 十 如) 一 2Cx) 一 a (x) + (x), 
h h 


再 研究 
1 V1 1 1\ 
Ce) Wy re + 84) v(x) 
pn 1 ez+ 人 一 oo vv() 
2z-02XY)oCx 十 左 ) h ox)’ 


根据 乘积 的 微 商 公式 立 得 


(2 ) = a 二 w(x) 6)= de : 


就 是 分 式 的 微 商 等 于 分 子 的 微 商 乘 以 分 母 减 去 分 母 的 微 商 乘 以 分 子 ， 再 以 分 母 的 平方 除 
3 4. 砌 等 琅 数 的 币 丙 
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所 以 常数 的 微 商 是 0 。 
下 上 面 的 乘积 公式 立 得 


(cu(x)) = cu (x), 
印 一 函数 乘 一 常数 的 微 两 等 于 这 画 数 的 微 两 乘 此 计数 。 
2 ? 一 X 7 是 目 然 数 ， 
现在 用 归纳 法 来 证 及 
(x") = nr"l, 
钨 知 
7” 一 im (xz 十 有 &) 一 
Ah-»0 ~ 


如 果 已 知 (x1) 一 (az 一 1)xz 一 ， 则 由 乘法 公式 


1 


(x*) = (x ir) = x lx 十 (x 1)x = Xe 1 十 (nC— x"! 一 yx" 
上 骨 由 除法 公式 ,可 知 


基 可 推 得 


(qox* ax” lit. 二 a x 二 Ta) = naor” lt (nl1)axr”™ Tt. 二 a 
3°, y= logx (x > 0). 


| A 
log (x+h)— logx og (1+2) 1 1 
y 一 lim J tx 十 大 一 Iagx 一 im 一 和 -一 limlog(1+H/z)wa 一 工 
“>0 h # -0 A 和 hr0 
距 寻 用 了 以 下 的 千 果 :和 给 了 1 > ac 二 0, 必定 有 整数 w , 满足 一 二 过 一 ; 
7 
1 7 1 n+l 
(+ ) <G+Taw<(L+ 工 ) 。 
1 十 二 nn 


eh 


沐 


因此 


imlog(t 十 ac) = loge=1. 
-> 


(logs *) = (log x/ log a) 一 1 


xloga 
4°, y= sinx., 
A 
， , 2cos 人 (> 十 二) sin 了 
, .sin(x 十 及)— sinx _.. 2 2 
y 一 nm -一 一 一 一 = lm 一 人 一 cosr 
太一 站 a 0 A 


= we -一 > 2 7 .> 4 
(四 为 当 7 0， 朋 | sin 7 1)， 外 得: 


(siny) = cos x, 
* 30 。 


他 
2 ,y= coOsSX, 


2 sin € 十 二 ) sin a 
cos(x + 1)— cosx 2 2 


y 一 一 11 一 一 lim ”人 人 人 一 人 sin %, 
hi->0 £ 太一 [0 2 
序 
(cosxy ) 一 — sinx, 
6-，7? 一 tg x, 
， (<) = ( sin x) cosx 一 (cosxy) sinx _ sinx+ cosx . 1 Sec2z 
COSX coOsx COS*X COS’X 
7° y= ctgx, 
(ctg x%) 一 一 csc2x。 
8 y 一 sec xX, 
PP 1 ) sin x% 
y 二 —— tg x secx, 
COSX COS’X 
0” y= cscx, 
y = ( 1 ) = — SY = ctg cscr, 
sin x sin*x 
9 5. 复合 国 数 的 微 王 
假定 y 二 f(x) 是 区 于 a 委 x* 委 2 上 的 连 称 可 数 , 这 图 数 的 数值 在 区 有 cc 委 ? 委 4 之 
中 。 再 司 x 二 Fl(y) 是 一 个 在 区 间 c 委 y 委 2 中 的 连续 函数 , 则 得 复合 汰 数 
z= Fly) = F(f(x)), 
现在 有 : 
i F(f(lx 十 9 — F(f(x)) 
h->0 


ji Ce 二 1))— FOFCX)) f(x+ h) ~ fx) ) 
h>0 f(x 十 不) — f(x) h | 


命 y 二 了 (x) 及 y 十 月 二 fx 十 有), 则 得 当 及 ->0 有 有 ->0， 得 出 
2 = |im Tm ft 一 F’'(y)f (x), 


> R : sd 


所 以 二 复合 贺 数 的 微 汞 符 寺 宅 对 中 间 变 量 的 微 耳 与 中 国 变 量 对 十 自 变 可 的 微 两 的 乘积 ， 


例 1。 用 
in (Ea) 
COSX = sin(l— ~— x|, 
2 
Fi 
og x —'g (Ez) 


元 
2 


从 sinx, tg x%， sec x 的 微 丙 公式 推出 cosx, ctg*, csc x 的 微 商 。 
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甸 2。 


(log sinx) 一 了 ( sin*) = ctg x, 
(log cosx ) 一 1 (cosx) =—— tgx, 
COSX 


求 反 辆 数 的 微 商 法 则 : 假定 y = f(x) 在 区 间 (a,5) 上 过 炉 且 上 升 ( 当 >* 增加 > 也 增 
加 ), 而 4 一 Xea), B = 二 f65), 划 在 区 并 (4, B) 有 一 个 唯一 的 反 图 数 x 一 p(y) 存在 ,不 
难 证 明 在 (4,，B). 上 这 醒 数 也 是 回炉 的 ， 朗 当 Az 一 0 时 , Ay 一 0, 且 反 之 亦 然 . 

定理 1。 若 f(x) 在 zxo 点 有 不 等 于 0 的 微 商 , 则 反 画 数 p(y) 在 yo 一 f(xo) 点 有 微 商 


—_i 
pp (yo) FOr 
用 Azx 与 Ay 表 x,y 的 对 应 的 改变 量 , 即 
Az 一 9 二 Ay) 一 9P(yo)， Ay = f(xot Ax) CO— f(x0), 


我 们 可 以 写成 为 
人 Ar_ -一 
Ay 和? 
人 万 
趋 于 极限 便 得 所 证 ， 


“这 定理 的 几何 意义 十 分 明显 ， 夯 数 

+*= Ply) 与 y= f(x) 

0 “在 平面 上 的 图 形 是 一 样 的 ， 所 不 同 的 仅 是 考虑 图 数 * 一 
| _ p(y) 时 ,把 y 轴 当 作 自 变量 ， 而 考虑 y 一 fx) 时 ,把 x 


当 作 目 变 量 . 
作 切 线 MT (如 图 110 所 示 ) 
fj (x) 二 tg a, a 是 从 x* 轴 转 往 MT 的 夹 角 ， 
9'(y) 二 tgB,B 是 从 > 轴 转 往 MT 的 夹 角 。 


显然 有 
十 gc 一 二 
B+a 一 开 . 
所 以 
tgbB | 上 ， 即 p(y) 一 _ 
tg a f(x) 
1 . 
1 y 一 x"(x 之 0, 自然数 ) 是 x 二 y" 的 反 男 数 ,所 以 
’ 1 1 | 
了 n—1 一 . 
72Y 7 


p 1 | 
义 y 二 x4 一 x?,z 一 x4、 即 y》 是 画 数 z 的 画 数 ,所 以 


2",， yy 二 a*(a 之 0) 的 反 豆 数 是 
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六 日 二 明 光 一 p(y) 一 log。 了。 
月 ! 上 


p' 0) 一 二 -一 ， 
y loga 


所 以 
(a*) = ylog a = a log a, 


特别 当 a 二 e 时， 
(e*) 一 er 
3?， 对 任 一 实数 wx , 考虑 图 数 
y=x* (+*>0). 


这 图 数 可 以 瑟 作 
y 一 Ca log < 
用 复合 函数 的 微 商 法 划 有 
人 一 ec log x* oo ~ CQXa 
光 
现在 碍 究 反 三 角 画 数 ， 


4”、y = arc sinx, 


这 画 数 是 多 值 画 数 。 我们 仅 考 虑 一 了 < 过》 所 = 中 的 一 段 ， 这 一 国 数 看 为 x 二 siny 
的 反 范 数 ,所 以 
y=l1- 1l- 1 .1 


xy cosy V1 一 sin2y V 1—x? 


这 个 根 应 取 正 号 ,因为 cosy 在 区 于 和 外 三 ， 全) 上 是 正 的 ， 同 法 可 得 


1 


Vi—x 


(arc cosx*) = 一 


这 里 所 考 虎 的 是 (0, x ) 之 腾 的 一 段 ， 
力 一 方面 ,由 x 二 siny 一 cos( 一 y)， 所 以 类 着 


。 7 
arc Sin 二 afrccosx 一 一- 


> 
微分 紫 式 的 两边 也 可 以 得 到 以 上 的 公式 。 


5° y= arc tg x, 


现在 取 (- 三， 三 ) 闭 的 一 眉 , 七 是 x 一 tgy 的 反 图 数 , 所 以 


1 1 1 1 
ci 
Cos’y 
同 法 ) 


(arc ctg x*) 一 一 


0133. 


6?"， 该 考 自 证 


， 1 
(arc sec +) = —— 
t V x*—1 
及 
(arc cscx) 一 一 -- 
X V X 一 工 
7 . 考虑 酚 数 
: 3 
其 中 u,v 条 是 Xx 的 医 数 . 
y 一 2? log 4 
由 复合 画 数 的 徽 商 法 划 人 得到 
y = e” °F #(y logr), 
再 用 乘积 微 商 法 则 ,得 
” -ologt | 7 A 
y e ( log zx 十 2 wt ( log zz 十 2 
— Att logw 十 vu lz 
$56. 双 则 两 数 
双 昌 区 数 是 


shx = = (e* 一 ce~*) (〈 双 曲 正 弦 )， 
chx = 二 (e+ e™*) ( 双 曲 余弦 )，、 
thx 一 Sn ( 双 曲 正切 )， 
ch xy 
cthx 一 -了 Xx 尖 0 ( 双 曲 余 切 ). 
th x 
易 知 
ex 十 ey ez 十 ez ee 十 ce， cz 一 CT 
2 2 2 2 
邹 
ch(x 士 y) 一 chxy .chy 士 shx， sh y。 
同样 有 下 面 的 屋 等 式 
sh(x 士 y) 一 shx .chy 士 hx shy, 
将 》 = 多 代入 ,得 


chix 一 sh’x 一 1， 


ch 2x = chix 十 sh’x, 


sh 2x 一 2shxchx 
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因此 这 些 函 数 显得 与 三 角 范 数 非常 相似 ,它们 的 图 形 如 下 : 


图 111 图 112 
双 曲 画 数 的 微 商 是 


(shx) 一 Te 一 cz) 一 二 (ez 十 ee) 一 chyx， 


(chx) = (ex 十 ec 于) 一 ~ (e*— e™*) = shx, 


(th xy = chx: (shx)— shx*: (chx) chix—shx 1 


ch’x ch’x chr’ 
(cthx) = shx: (chx)—chx: (shx) _ shy 一 chx _ 一 1 
she2x sh’x sh2x 
现在 我 们 来 求 双 曲 落 数 的 反 男 数 . 


全 yy 二 chx( 一 00 二 x 二 co ) ,月 | 
cc 一 2y。cer 十 1 一 0 


故 得 
ee=~y+tVy—1 (y>1), 
z=arcchy= log(y+t Vy—1). 
因此 反 双 曲 余 续 画 数 是 一 个 双 值 画 数 ， 宪 对 应 于 两 个 单 值 的 交 , 各 对 应 于 * 从 0 亚 至 
十 co 以 及 从 一 co 亚 至 0. 


同样 求 出 
arc shy 一 log(? 十 Vy 十 1)， 
arcthy = logt 7” (|y| < 1)， 
2 1 一 
arccthy 一 工 log 了 十- (ly| 二 1), 
写 们 的 微 们 是 


(arcchy) = (vy 圭 Vy 一 1). Vy 一 1) 一 十 1 ， 
y 土 Vy—1l Vy—1 
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18. 


19, 


20. 


21, 
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(arc sh y) = 


1 
外 
Vy 十 工 
(arcthy) = l 2 
1 一》 
, 1 
(arc cthy) = . 
1—y’ 


(ly| = 1) 


(|y| >>1) 


3 7. 微 丙 的 公式 下 


(c) 一 0， 


(cz ) = ca, 


(zi 十 .-。 十 zt) 一 2 十 “+ 十 wn。 


pF 站 7 
(zei wn ) ~ 一 HN2* "Hn 十 Hi" " 


本 F 天 
( 志 ) = 空 一 全 
Te "9 
i 0 


(log*) 一 工 ， (logs*) 一 工 
区 ~ 


log a 


(e*) = ec， (a*)' 一 arlog c， 
(sinx) 一 cosx， 


(cosx) = — sinx, 


. (tg X) 一 secix, 


(ctg +*) = 一 csc2x 。 
(sec +) = tgx sec +, 
(csc x) = — ctg x csc x, 


l 


(arc sin xy) 一 —————, 


Vili—x 


(arccosz ) = -~ 上， 
V 1— x’ 
(arctgx) 一 一 上 ， 
1+ wx’ 
(arc ctgx) 一 一 L 
1 十 22 


(arc sec +*) 一 -一 二 一， 
xVx—! 上 
1 


(arc csc x+) 一 一 一 一 一 一 ， 


xx W 和 妇 一 1 \ 


(shx) = chx, 


# 
:ttn 十 重申 妆 -| 141112 * "Hs 9 


22. (chx) = shx, 


23. (thx) = 
) chix 
?4 (cth 区 = 一 一 工 
sh’x 
25, (sh-ix) = :  ., 
Vx+1 
十 工 


26. (ch 7) = 一 一 一 一 ， 
V x*—1 


27。 (th-iz) 一 Te (Ix! 一 1T 


28, (cth™ x) -一 一 一 (|x| > 1) 


x? 


29。 yx 一 Yuux (yy 通过 zx 依 顿 于 xz)， 


30。 xy 一 一 。 
yz 
$8. 例 冲 
例 1 
y = f(x)e* 
一 六 (ze TT f(r)e” = (f(r) + Fr) )e™ 
特别 如 
(( 和 妇 一 2 十 27e*7 = (x — 2x 二 2 十 2x — 2)e' = re”, 
((x3— 3x: + 6x — 6)e*) = Ye”™ 
一 般 可 翘 


((x7— nx nn x nn (nm 2 )e) = xr"e” 
例 2. 


ax Tb 
x 二 1 
光一 (ar +o) (x 二 1)— (art+ or 1 
(x 二 1》 
ax 十 1) 一 2(ax 十 bx 一 zj 一 2287 十 < 
《经 十 工人 (+1 


例 3。 


__ XsinxX 十 cosx 
XCOSX— sinx 
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一 (sinz 十 cosx) (xcosx— sinx)— (xsinx 十 cosx)(xcosx 一 sinx) 
(xcosx— sinx) z 
Csinx+xcosx— sinx)(xcos*— sinx)—(xsinx+ cos*)( cosx—* sin x— cosx) 
(xcosx— sinx)’ 


2 


-一 ~ ~ 
(xcosxy 一 sinx) 
例 4。 
2 
一 oe 
y = 一 ce: (一 2 = 一 一 2xemz 
例 5。 
y 一 ( 妇 十 z 十 1)"。 
y 一 zz 十 xx 十 Tt)omi2x 十 1 
例 6。 
y 一 2 5n2 
y 2507。log2. (sinx) = log2 .cosx * 2 
例 7。 
1 
y = afctg —. 
x 
y Cr 1 (+)= x (- 总 ) 一 1 
1 工 \z 1 十 2 x lx 
x2 
例 8 
= /tg—*. 
， 1 人 | 1 ) 1 3 x Sr 
y 二 ltg—x tg -一 X | 一 一 Sec 一 csc 一 。 
2 2 4 2 2 
多 9， 
sins 十 
y=e “. 


=、 
| 
3 
Hi 
二 
0 
3 
x | 
全 一 
| 
和 
有 
* | 
人 
只 
+ | 
~ 
* | 
”人 


. 1 1 
一 一 2 一 ”sn 一 cos 一 
x 


从 10，。 
y= log(x*+ Vx+1) 
yO V1) 
++Vx+tl 
1 


=- 一 一 一 (+ 二 ( 人 2 二 DT (2x)) 
rx+Vxtl < 


Tp 


V za 十 二 


是 1 人 十 se 二 1 


z+ Vrt+l: Vi 二 1 


et383 8 


全 11， 假 定 5 一 ec 二 0， 


1 Var+b— p— CC 


了 Vax+bi Vb— ac 


》 一 一 一 一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
Vb—ac W ex 十 0 一 VB 一 cc (Weaxz 二 66 十 V6 一 ac 2 V ax 十 6 
Weax 十 5 十 VB 一 xc 


(x 十 c)Vax 十 5 
例 12.， 
2 axX 十 。 
7 一 —— arctg ， 
Vac—&b ac 一 2 
y= 2  . 1 (Je 全 = 一 一 上 一 一 
Vac 一 6 | 十 6 ac 一 CT 
zi 一 


俩 13。 假定 |2| 二 a, |x| < 二 ， 求 


1 . gsinx++pb 
y 一 ArC Stn 一 一 一 一 
Va—pb gi psinx 
的 微 黄 ， 
;1 1 (sanz 十 4) -~ 1 
Va—pb 1 (ens ts) GE tbsinx/ 4 + osinx 
+ bsinx 
例 14. 假定 |a| 二 15|1, 讼 
1 b+ asinx— Vb — dcosx 
y 一 log oC， 
/天 一 人 GE TT oslnx 
朋 
y =- 1 a 二 bsinx . (a a SImni yu 一 VP 一 os 
VO— a biasint— VO — acosx 4 + bsinx 
_ 1 
ga 二 bsinx 
倒 15. 
y= ri 、 


。 - 。 3 sin % \ 
入 - (e iogxzsin 2 一 erogxrsinz( log x sinx) = 一 :> xsinx 人 Si 十 log xcosx 
™ 


/° 
全 16. 证 明 偶 画 数 的 微 商 是 奇 画 数 ， 奇 图 数 的 微 商 是 偶 男 数 ， 

由 于 (f 一 x2)” 二 一 了 (一 x), 明 所 欲 证 ， : 

例 17. 求 y 二 log (|x|) 的 微 商 ， 
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当 z >0 时 ,y 一 一 ; 当 x 二 0 时 ， 


. i -一 1 
y = 二 (log(—*)) 一 一 一 一 一 ， 
”此 pp 


前 式 仍 能 适用 . 
例 18. 曲线 
y = ox (m > 0) 
在 某 点 (x, y) 的 切线 的 条 率 是 


tga=y = mar™ 。 
切线 在 * 轴 上 的 投 形 
六 和 
TP = 了 一 一 UX 1 = 一 。 
tg C 712GX 171 


如 此 得 一 个 在 以 点 作 切 线 的 简易 方法 如 下 : MM 点 在 x 轴 上 的 抽 影 点 命 之 为 P ， 作 OP 的 
一 长 TP, 联 上 TM 朗 为 原 曲线 的 切线 ( 见 图 113). 


图 113 区 114 


例 19. 王 链 线 的 方程 是 


4 一 &，ch 一 - (a>0) 
我 们 知道 
tg& 一 ?一 sh 一 ， 
所 以 
一 1 1 a 
COSC = oC 一 一 一 
% y 
V1 + tg its ch 一 


于 是 y .cosa 一 a。 党 从 执 标 y = 二 DM 的 刀 作 切线 MT 的 重 线 DSs， 旭 线段 DS 就 等 于 a， 
由 此 再 推 得 在 所 讨 葵 的 曲线 上 作 切 线 的 简易 方法 :把 圾 标 DM 当 作 直径 作 一 牛 轿 , 以 刀 为 
中 心 , 4 为 后 径 截取 交点 8 。 直 线 MS 就 是 切线 (图 114)， 

例 20。 简 谐 振动 。 一 质点 沿 一 轴 在 某 一 中 心 附近 依 下 烈 规 律 的 运动 : 


® 40 。 


YY 一 4.sin(of 十 Ca) 一 一 一 一 一 一 一 


一 人 O | 
称 为 简 谐 振动 . 
由 于 |sin x| 和 1, 所 以 这 一 盾 点 在 一 4 与 4 之 间 摆 动 。 4 称 为 振幅 ,起 始点 古 
A sin CQ 


而 a 称 为 初 相 ,这 一 运动 烃 过 时 击 后 回 到 原 处 , o 称 为 师 率 . 


求 路 程 * 对 时 间 的 微 商 , 则 得 运动 速度 
一 do. cos(wt + a), 

当 s 二 0 时 , 朗 释 过 中 心 ,v 一 土 4w 速度 达到 最 高 点 。 又 当 盾 点 在 最 远 处 时 《zs 一 土 4)， 
速度 为 0. / / 

求 v 对 :的 微 商 ; 

: a = — Awsin (wt 十 C)， 
这 束 是 这 一 厦 点 的 运动 的 加 束 度 ， 显 然 有 
4 一 一 .5 
引进 动 点 的 厦 量 吉 , 依 Newton 定律 , 若 简 计 振 动 由 力 F 的 作用 而 产生 , 则 这 个 力 了 可 以 
表示 为 
F = ma 一 一 7120005 

由 此 可 以 看 出 , 它 是 永远 指向 中 心 的 (因为 有 与 s 相反 的 符号 )) 工 且 与 点 离 中 心 的 距离 成 
比例 . 

例 21. 阻尼 运动 . 

阻尼 运动 的 规律 是 

5 =— de 一 ksin wt (A, Ko>>0) 

这 一 运动 也 是 一 个 在 中 心 附近 所 作 的 振动 。 但 是 有 因子 eo‘ 当 t-> ce 一 0 所 
以 这 一 振动 的 振幅 人意 变 仿 小 ,逐渐 地 和 中 心 点 相 重 合 , 也 就 是 


lims = 0。 
让 一 


这 一 运动 的 速度 和 加 速度 各 为 
0 = 5s — Aeti(wecoswt — ksin wr) 
a = y= — Ae (wsinwtt 2whk . coswi — Rp? . sin wz) 
— — Ae™*:[(w + Re) sin wz + 2k(wceos wr — hsin wz)) 
一 一 (o + RR)s — 2kv. 
假如 这 振动 是 由于 力 的 作用 所 发 生 的 , 划 
F=C— (oz 十 Re)ms 一 2hmv. 
我 们 可 以 看 出 , 它 是 由 两 种 力 合 成 的 : (i 与 盾 点 离 中 心 的 距离 成 正比 的 且 指 向 中 心 的 力 
(与 简 谐振 动 同 样 的 力 ) 及 (ii) 与 速度 成 正比 县 与 速度 方向 相反 的 阻力 . 
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32 向 分 


在 以 上 几 节 中 ,我 们 已 知 Ax 本 身 是 一 个 自 变量 , 与 无 关 。 我 个 把 它 呈 做 自 变量 的 
微分 ,用 Ax 或 者 dz 表 它 。 注意 ,这 个 记号 并 不 是 4 与 * 的 乘积 , dx 作为 一 个 符号 条 用 ， 
这 表示 自 变量 的 收 变量 , 它 与 * 无 关 ， 

一 个 本 数 的 微 南 与 让 灾 景 的 敏 分 的 本 积 , 称 为 这 个 而 数 的 微分 ， 用 力 或 4f(x) 来 
全 ,也 就 是 

dy 一 df(x) = f(x)dx. 
所 以 微 商 就 是 微分 的 商 : 


dy fj 
了 fx). 


国 数 的 微分 是 和 它 的 改变 量 不 一 样 的， 在 曲线 上 取 一 
点 M(x， y) 与 另 一 点 N， 做 切线 MO, 作出 以 与 N 点 的 执 
3 坐标 及 平行 于 x 轴 的 直线 MP。 现 在 
图 1 MP 一 MiM 一 Ax (或 dx)， 

PN 一 Ay (y 的 改变 量 ). 


dy = f(x)axr = MP tg (LPMO)= PO. 
显然 PO 并 不 是 PN, 也 就 是 dy 并 不 是 Ay. 
盟 然 如 此 ,但 是 


Yr)+e, (Ax->0) 
AN\Y 


此 处 的 6 不 一 个 无 券 小 。 这 一 点 不 难 证 明 , 因 为 由 定义 就 知道 


lim -全 2 = f(x), 


ax=>0 A 
所 以 
Ay 一 F(z)Axz 十 o(Axz)， 
或 者 


Ay — dy =— o(Ax)., z 

这 一 公式 长 明了 微分 的 一 个 重要 特性 : 画 数 的 微分 和 画 数 的 改变 量 之 差 是 和 白 灾 量 改 变量 
Ax 的 蜗 航 无 穷 小 。 微分 的 另 一 重要 特性 是 : dy 是 dx 的 线性 画 数 。 这 两 个 特性 完全 决 
定 了 微分 本 身 ， 换 名 人 矫 说 , 如 果 有 一 个 量 , 同时 具备 上 述 两 性 质 , 那 末 这 个 量 就 是 函数 的 
微分 , / 

根据 这 两 个 性 硕 , 很 容易 想到 ,用 微分 代 殖 画 数 改变 量 来 进行 近似 计算 是 很 方便 的 ， 

我 们 可 以 立刻 推出 微分 的 一 些 基本 性 质 : 

1 . 常量 的 微分 等 于 0, 即 dc 一 (c)ax 一 0.dxz 一 0， 

2°. d(u(¥) 十 oz)) 一 da 人 xz) 十 co(x) 


® 42 。 


3 .Car)oz)) = u(r)dy(x) + v(x)du(x), 特别 有 dl(cw(x)) = cadu(x), 


0 u(xX) 一 1 . — v 
40. 4 : 2 ) — ei lo Cs)aue) — ulx)de le)], 


5 . 复合 图 数 y 二 fw), x 一 p(x), 如 
dy =— yradrx = fu)urdr = fu)adu. 

这 个 式 子 告诉 我 们 , 不 论 * 是 中 间 变 量 或 是 自 变 量 , 两 数 y 二 f(x ) 的 微分 永远 可 以 写 为 

dy 一 了 (nw)du, 这 就 是 所 谓 一 阶 微分 形式 的 不 变性 。 以 后 我 们 将 看 到 , 尘 高 缠 微 分 就 不 复 


有 此 性 盾 丁 . 


不 难 推 每 证 用 的 公式 
4 -4 du 
dx du dx 
侈 . 
7 一 几 xz) = 二 2x 十 4x 十 10, 


在 x 一 2 与 Ax 二 0.01 时 
Ay = f(2.01) — f(2) = 0.240801, 


乃 一 方面 ， 
dy 一 让 (xz)dx 一 (3X2 十 4X2 十 4)0.01 一 0.2400. 


dy 号 Ay 相同 到 三 位 小 数 ， 
$10. 误差 的 估计 


当 实 际 测量 或 不 精确 地 计算 时 (如 四 舍 五 人 法 ), 任何 一 个 量 * 可 能 有 能 差 Ar，。 Ax 


称 为 经 对 误差 ,而 
和 x 
i 
称 力 相对 误差 设 y 一 f(x), 由 确定 x 时 的 亲 差 Ar,y 所 产生 的 绢 闫 为 Ay， 当 Azx 的 值 
很 小 时 ,我 们 可 以 肥 徽 分 dy 作 人 Ay 的 近似 值 。， 因 而 要 测 的 县 > 的 相对 误差 就 差不多 是 
| 
7 | - 
甸 1。 
au) < dr 
(2) 二 天 Lidar 
2 了 vy 
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这 束 起 第 一 宫 所 涉及 的 积 、 商 的 误差 估计 公式 ， 
网 2. 求生 径 发 生 误 莽 时 ,图 面积 的 误差 


Oo= xr? dO0 一 2rrdr 


40 2rrdr dr 
O rr r 


面积 的 相对 误 蔗 大 狗 等 于 秆 径 的 相对 讽 差 的 两 们 . 
侈 3。 求 为 缴 的 损 差 。 当 * 有 一 误差 时 ， 求 * 的 常用 对 数 y = logw x 的 误差 ,此 处 


y 二 M (M = 0.4343). 
> 


所 以 
dx 
p 


外 x 的 对 数 ? 的 经 对 识 差 ,单纯 地 依赖 于 x 本 身 的 相对 误差 而 确定 . 
用 这 公式 可 以 估计 我 们 常用 的 25 厘米 (= 250 毫米 ) 的 对 数 尺 的 准确 度 ， 在 放 屠 有 瞳 
准 圳 辟 计 数 时 可 能 发 生 豆 兰 , 例 如 可 能 误差 在 左 在 各 十 分 之 一 宅 米 之 间 , 则 对 数 上 对 应 的 


ly = 0 = 0.0004., 
250 
依 我 们 的 公式 
dx ~ .0:0004 一 0.00092 ... = 0.001, 
x 0.4343 


计数 的 相对 准确 度 在 算 尺 的 任何 部 分 是 相同 的 ， 
例 4. 在 依 三 角 琅 数 的 对 数 表 而 求 角 PP 时 ,我 们 发 生 了 这 样 的 一 个 更 题 ,用 正弦 表 或 
正切 表 那 一 种 更 为 有 利 . 


一 ljogiosin mp 及 y; 一 logio tg Pp, 
假定 和 ya 的 息 对 误 闫 4y1, 4yi 是 相等 的 , 如 果 用 419 与 429 表示 角 P 的 对 应 的 误差, 旧 


M 
dy1 一 一 ‘cosp :dP 一 地 dP，, 
sin 9 tw gD 


Cj 一 -六 .secpiap， 
tg p 


即 得 
d0 一 dp -cos < dp. 
由 此 可 见 , 对 数值 有 同等 的 误差 时 ,正切 对 数 表 所 答 的 角 上 比 正弦 对 数 表 所 给 出 的 角 有 
静 小 的 误差 ,也 就 是 说 用 前 者 更 为 有 利 . 
例 5. 利用 正切 电流 计 确 定 电 流 强度 时 ,用 公式 


i 一 Atg 中 ，。 
候 定 读 角 度 的 误差 是 Lp , 则 
yo ap 
COS 20D” 


e 44 。 


R cos rg 中 sin 29 
由 此 看 出 , 当 史 接近 45 ”时 ,确定 二 时 的 相对 吏 兰 示 小 . 
左近 式 ， 从 Ax 一 2 一 xx 则 由 


lim jCxo 十 Ax) 一 f(xo) = f(x0) 
o>0 人 YY 


可 知 
f(x) 一 f(xo) 一 > f(x0), 


ko 
所 以 我 们 不 妨 把 (x 一 xo)f(xo) 看 做 为 fx) 一 所 x0) 的 淅 近 式 ， 我 们 用 
f(x) — f(xo) = (x — xo)f (x0) 


f(x) = f(x0) + (x — xo)f (xo), 
特别 ,如 xo 一 0, 出 
/1(x) = fH0) + xf (0). 
例如 ， 
《1 十 xz 六 一 1 十 Axz， 
特别 ， 


(1 十 4 二 1 十 二 


ez 二 1 十 x， log (1 十 x) 二 x， sinx 一世。 tpgx = x 
例 6. 悬 链 线 . 
设 有 两 端 巷 挂 着 的 有 重量 的 链条 (图 116)， 链 长 为 *, 跨度 为 1, 重度 为 f, 旭 轻 常用 
近似 公式 


,7 十 3 二 
3 8 


(实质 上 应 当 是 * 一 2ksh 而 由 f 一 2k 中 二 确 定 )， 
把 f 当做 自 变数 ， 


图 116 图 117 
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了， 二 Ed 了/ df 二 -3 
16f 


例如 ,我 们 估计 到 由 于 温度 所 引起 的 长 度 的 变动 , 便 可 以 预见 垂 度 f 所 产生 的 变动 . 
例 7， 已 知 图 形 电流 作用 于 位 在 其 轴 . 上 且 与 加 中 心 0 距 痪 为 x 的 单位 磁极 的 力 是 
_A 
(a? + i) 
此 处 名 是 常数 ,a 为 咎 径 . 求 沿 轴 , 在 * 处 放置 一 块 长 度 为 Ax 的 磁铁 NS 所 受 图 形 电流 作 
用 的 力 ( 图 117)， 算 作 在 NN 极 集中 着 正 磁 量 吉 ,而 在 5 极 集中 着 与 蕊 相等 的 人 做 量 一 怒 
电流 作用 于 破 铁 的 力 F 可 以 下 示 为 


Rm km 1 
f (a 十 34 (ci 十 (x 十 Ax 72 2 R “人 到 2 十 5 
一 一 4 | 1 3RmXAx 
人 | 《ce: 十 ey 《要 +x) 


11. 而 共和 人 役 两 


在 开始 的 时 候 , 我 们 就 已 多 说 明 过 速度 是 距 次 对 时 间 的 微 商 ,而 加 环 度 又 是 速度 对 时 
辣 的 微 丙 。 所 以 加 速度 是 由 距离 对 时 有 珊 连 强求 二 次 微 商 而 得 来 的 ,这 称 为 二 给 微 丙 , 即 
ds dv 
> Ge 
at dt 


我 们 写成 为 < 一 “1 — 


一 般 讲 来 ,我 们 用 归纳 法 来 定义 高 阶 微 商 ，y 二 f(x) 的 2 一 1 阶 微 商 y? 了 二 J?(x) 
的 微 丙 (如 果 存 在 ) 称 为 4 阶 微 商 ,以 yo 一 f(x) 来 琢 它 ， 在 x 二 wo 这 一 点 的 微 丙 值 以 


六” (x) | =。 
表示 。 
例如 ， 
y = 一 ay 十 5 好 十 cx 十 dx 十 e， 
则 
y 二 4ax’ 十 3bx* 十 2cx 十 4， 
y” = 12ax’: + 6bx 十 2c， 
y” = 24ax + 66,， 
y'™ 一 244. 
以 后 的 各 般 微 商都 等 于 0. 
你 如 
y 二 log(x 十 Vx 二 1)， 
出 
f 1 re ~ HE, 2Y 一 1 一 工 Ar 人 人 
》 一 一 一 - yy CY 2 - . 
V x? 十 1 (和 十 - 1 2 (x 十 十 122 于 
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高 阶 微 商 当然 也 都 有 一 阶 微 商 所 出 现 的 各 式 各 样 的 现象 ,如 左 微 商 , 石 微 两 等 ， 
(co = eu, Cut v0) 一 xm 十 oa， 
再 举 一 例子 . 
1) 命 * 为 任何 实数 , y 一 x*, 我 们 依次 有 
y 一 ur, yy un 一 1)x + 


一 般 有 
y(7) = 一 zt -一 1) a (x 下 十 1 xc 一 ?> 


我 们 用 归纳 法 证 此 公式 ， 
(7 = 一 ul 一 1) 。 (zt -一 起 十 1 Cx”) 
一 一 ul(nu ~ 1 ): . “(yf -一 7 十 1 )( — nx "! — y+ 


特例 .x 一 一 1， 则 


yD = (yD 一 二) 《一 1)7 (nC— 1)1 


x 本 
3) 俩 了 一 ar 则 
yt 一 ax . (log a)’”, 
(Ee*) 一 ex 
4) 和信 yy 二 sinx, 剧 


+ i 你 
yy — COSX 一 sin(z 十 三 3 


lh 


7 
yy 二 二 cos x -~ 二 三 ) = on (x 十 rr )。 


一 般 有 
(7) -一 oin nN 
y sl € 十 ) 
我 们 用 归纳 法 证 明 此 式 . 
(DN 一 TY (7 十 1 )r 
(y"™) cos (x + = sin(z 十 过 > ) 
同 法 可 得 
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nx 
《cos x )") =—= COS (* 十 严 ) 
2 


5 ) 命 y 二 一 -一 , 由 于 


立即 得 到 
二 一) _ (~ 1)"n! | 1 ,1 | 


2 Ca (r+ a)"t)" 


YX 一 - C 


6) 售 y 了 一 esin2x，、 则 


y 一 iesxzsinpxz + Lecosbx. 


引入 朝 助 角 中 ， 
。 2 4 
Si 四 一 一 一 一 一， COS 中 二 一 一 一 一 ， 
Vi 十 已 Vet bp” 
则 


y /aa 十 本 .eszfsin bxcos 9 十 cosbx sin 中 上 
一 Vat+h.e*.sinChr - 下)， 
一 般 地 ,由 归 策 法 可 以 建立 
yo 一 〈《ea2 十 py) ~ ©” . sin (Bx 十 nD). 


7 ) 从 yy = arc tg Xx， 则 x = tg y,， 


, 1 2 ( <] 
y 二 cosy cosysinly 十 一 - 
1 -i x’ 2 


Py 一 sy 。 sin(; 十 三 ) 十 cos?y， os (» 十 三 | y 一 
一 Cosy cos (> 十 三) 一 cos’y sin 2 (» 十 到 
2 2 
p 


yy 一 2siny :cosy . sin2 人 十 和 十 2 cos’y cos 2 bb 十 =) “yy 


=— 2 cos3y 。 cos( 3 二 2: 至 ) 一 2 cos’y * sin3 (» 十 到 


一 般 地 ,由 归纳 法 可 以 建 江 
(7) -一 — na a! wn 
y (7 1 )icos”y sinn (y+ 二 
当 x 汪 0 时 ,引入 和 角 2z。 
3IC lg x 7 7 
则 上 式 成 为 
) 1 。 Nal 
"DT 1)” ne—1)! CIE) SI 12% 


z 1 | 
c= (—1)" (nC— 1)! ep 二 rE sin (narctg +). 
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8) 从 ys 一 Xe * ， 刚 


yo 一 《一 17)2 i 
我 们 用 石和 纳 法 来 散 明 此 式 : 
1 tn) 1 (7) 
yn) 、 | 二 Ge]| _ [ae ee | 
dx 
1 1 
~ n(x lle” (1 (xz2 一 2ex )(7) 


ri 


= oo 他 ec 
本 ( 1) x 


i 


_ (一 De a ~- 《一 1)?+1 < 


9) 微 商 还 有 下 面 的 应 用 。 一 个 多 项 式 f(x) 如 果 可 以 被 (g(x))》 所 除 尽 , 则 了 (x) 一 
定 能 为 (g(x))""! 所 除 尽 ， 特别 有 ,如 果 f(x) = 0 有 x = a 为 其 ! 重 根 , 则 f(x) 一 0 有 
* 一 & 为 其 ? 一 1 重 朴 , 

证 。 由 假定 显然 可 见 

f(x) = (g(x)) h(x). 

求 微分 可 知 

fx) =I(g(r)) Ig (x) RK) Fg) NR x)= gx) Ig Cx Rx) + gx) RCx)). 

另 一 方面 ,如 果 了 (x) 一 0 有 一 个 2 一 1 重 根 * 一 a, 这 和 并 不 能 说 明 (x) 有 * 一 a 做 
根 ， 但 是 能 够 说 f(x) 一 f(a) 以 x 一 a 为 其 1 重 根 ， 这 一 证 明 是 不 难 的 ,从 上 略 ， 


§ 12. Leibnitz 公式 


定理 . 如 果 w,v 都 是 x 的 画 数 ,各 自 有 7 级 为 止 的 各 级 导数 , 则 


Fi 
?7 a a 一 
(wv )‘™ 一 > ( ; ) DD = too nu Ny 十 


i 二 0 


A — zt 0o ”十 -… 十 et 2 二 1) ut) 
. 。 2D 。。。; 


我 们 用 本 如 下 的 符号 : 


(3) 一 Her (有 时 也 二 为 (” ) 一 cs). 
证 。 我 们 已 经 知道 这 一 公式 当 2 一 1 时 是 正确 的 ,现在 行 归纳 法. 
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(zxzp) DY = (nv) ) = (> (? )ver2oo) = 人 0 ) CurD yD Y 


i 二 0 1 二 0 
=—= 7 一 ?十 1) pz ns? 一 一 7 HN z 
> (? ) Cu +D DD 4 ol ) Ut ) > (7)* t+D ,DD 二- 
+ ) wi ith) =， aot D) [人 )+ 6 wid Ny, vir+D 
i 三 0 
因为 
(D+) -1 
z 一 工 
即 得 所 求 , 


Leibnitz 公式 与 二 项 式 定理 (x 十 ")” 有 相同 的 精 构 。 实 盾 上 ， 多 个 因子 的 连 乘积 
的 了 般 微 商 也 有 一 个 与 (x 十 v 十 … 十 2)* 的 展 式 相 类 似 的 公式 


y= uw: 
现在 举 一 些 例子 . 
1) 从 v 二 x, w 二 cosax, 卓 
0 =2x,.0 = 2,00 = Meo 0, ut atcos (ax 十 人 
改 


(Xlcos ax ) 一 x? . a». cos (ez 十 50 + 50 。2% * a®?. cos (ax 十 49 。 工 ) 十 


50:49 . 


——* 2 


1.2 
2) 命 一 e"*,v 二 sin bx, 其 


(uy) 一 er sin bs (zc 一 1 ar 0 十 十 


4 cosbx (ar 了 2 一 JI 一 2) 3ps 了。， ). 


31 


a cos (ax 十 48 - 荆 ) 一 04 人 2450 一 aix’)cosax 一 100gx ' sinax}. 


3) 命 y 一 arcsinz, 求 yt 


从 一 7 一 -三 由 (11.1) 得 出 
未 一 未 


(n) (#1) 多 
yztD 一 一 (wv )™ -一 一 -一 ) 1 十 7 (i) (一 一) 十 
V1l+x Vli—x V1ltx V1i—x 
— (7 一 2) (2) 
+ + 


2! AVI1 二 zx VI 一: 
(1) | Cn) (27 — 2)! 21 
2° /1—x’ nli(l 二 + x)” (nO—1)!11(1 二 x)" (1—r) 
?nO 1). (22 一 4)14! 一 | 
2 (zx CO— 2)12!(1 T+ x)* 《1—x) 
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4) 命 y42) 表示 当 一 a 时 y” 的 数值 ， 求 y 二 arc tg x 的 各 航 微 两 在 x 一 0 时 的 数 


值 . 
1 、 
于 y 一 所 以 
FI y 1 二 x 
(1 二 +x)y =1, 
等 式 两 端 取 ” 级 微 商 ,得 
(1 十 yD 十 2nxy TF nn Oo yD 一 0。 

因 上 

yz2tDI) -一 n(n 1) yD 
由 二 

re ” 2 He 
410 ~ 1, 了 (1 十 x yo 一 0, 

全 


?6 一 0 (m= 1,2,.…), 
ye = 1)"(2m)! (m= 0,1,2,.…). 
1 


二 721 


5) 命 Xu 一 一 -一 【2 一 1)"]W， 这 多 项 式 称 为 # 次 Legendre 多 项 式 ， 现 在 
来 求 Xn(1) 与 X 久 一 1), 
全 二 (x 十 1)"?,v 一 (x 一 1)*, 基 


1 
pA 7 1 


+ [Cx 十 ToGx 一 工 )”}。 


X (zy) 一 {Cz+1)°[Cx—1)*] FC,f xt1)) [Cro—1)"l" D+. 


因此 立即 得 到 
Xa(1)=1, XO— 1)=(— 1), 
还 可 以 证 朋 X,(x) 涡 足 关系 式 
(x: — 1)X» + 2x* Xs — n(n 1)X, 一 0， 


合 yy 二 一 一 一 (x? 一 1)*, 旭 
2”。 71 


1 


* Dnx(x: — 1 )"! 
7 )”™ 


y = 


(x — 1):y = 2nx. y, 
两 边 取 (x 十 1) 阶 微 商 , 朗 明 所 和 欲 证 ， 


$13. 高 阶 微分 


高 阶 微 分 也 是 用 归 物 法 来 定义 的 ， 一 阶 微分 的 微分 请 之 二 阶 微 分 
dy = dl(ady). 


而 
d"y 一 dd 一 7)。 


仿 ?一 帮 x)， 则 
dy = f(x)axr. 
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dy = dl(dy) = da(f (x)dx) = dl(f (x))dr = (x)dx 


dy = df (x)dx’) = ff (x)dr 


d”y - y (2 ， dx”, 


yO 一 全 了 
dx” 


三 Leibnitz 的 公式 就 亚 为 
d’"(uv ) 一 人 >， (? ) diud'ivy 


二 日 


〈《 比 处 do 一 wy Dv 二 vv). 
但 需 广 意 , 对 于 复合 醒 数 
y=f(r), zx 一 0)。 
有 与 一 阶 微 商 不 同 的 情 驳 , 现 在 有 
dy 一 yz， dx, 
其 中 zx 并 不 是 一 个 自 变量 , dx 一 xidt 是 一 个 与 上 有关 的 画 数 ， 所 以 
dy = dl(dy) = d(yx )dx -+ yr dldx) 
= (yr )rdx* + yrdix = yndx’ + yr dx, 
当 x 是 自 变 量 时 , dx 一 0, 所 以 得 出 zy 一 ywzdx*， 在 这 一 情况 时 ,第 二 项 不 见 了 ， 
例如 , y 二 x， 把 x 当 作 自 变数 时 
z / dy = 2xdx, dy 一 2dx’, 
但 是 如 果 命 x 二 飞 , 即 y 二 tt, 则 
dy 一 4tidt, dy = 12t:4d1° 
如 果 把 zx 一 “dx 二 2zdz 代入 ,有 旦 把 x 当 作 自 变量 所 得 出 的 式 子 为 
dy = 2(2¢41) = Bt2d8°, 
而 不 是 1222P?。 算 错 了 的 原因 是 ,我 们 没有 注意 到 x* 并 非 自 变数 , 而 是 自 变数 t 的 夯 数 。 
应 当代 入 的 公式 是 
dy 一 ydx + yrdix = 2dx? + 2xdix = 2(2¢1dt} + 2 t24d7 = 12rdt, 
次 变数 表示 法 的 高 阶 微 商 。 命 
zx 一， 7 一 由 Ch)。 
我 们 末 以 把 所有 的 微分 都 看 成 为 对 z 的 微分 ,如 此 则 


” _ dy 
| Ax 9 
7 6 dxzdy — dixdy 
ye (a ) 四 dx dx” 
2 二 
UX /x Ux dx > 


?22 


即 


dxdy 一 dxdy 
yr 人 人 


adx’ 
久 
了 (2 “dy 一 dx， 入 
ye _ (2 * dy 一 dx : 2) _ dx’ 
TXT3 ~ 
dx x dx 
dxri( dxd’y — dixdy)— 3dx:dix(dxdiy — dixdy) 
_ dx° 
dx ” 
EP 
ye dx(dxdiy — dixdy) — 3dix(dxd’y 一 dixdy) 
dx’ 
等 等 
由 于 
dy 一 yrdt. dx = xidt, 
可 知 
dy 
dt _ 
de 
dt 
LL XY -~ X2771 
yx 一 -人 
人 xz) 
y= Xi KV 一 Xzs yr) 一 3Xis( Xzyt2 一 Xaye) 
(Cx) . 
等 等 
例 1， 酉 
2 2 
2 已: 
有 瑚 变数 表示 法 
— Ccos0， y= bsinO, O00 < 2n, 
我 们 有 
Ay 一 bcos 也 ctg 日 。 
x zsin 
[可 
dx’ ao dx a’ sini0 
例 2. 曲线 
x 二 yy 一 3axry 二 0 
有 参 变 数 表 示 法 
3at 3ar 
一 yy 一 一 一 一 一 ， 一 oo 二 了 < oO 
1 十 好 十 好 
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因而 


d _ 3ars ) EE ′ 3 | | 
dx ( 十 天 / 1 十 5 i(2 — £)/( 275). 
在 : 一 如 的 切线 方程 是 


A 


1 十 二 1 一 2£ 1 十 如 
_ to( 2 -人 t0) x 34at6 
1—22 1 一 2 


‘< 


当 轴 一 工时 , 序 在 (2, 三 站 切线 的 方程 是 


xX 十 yy 二 34a. 


最 有 趣 的 是 在 二 0 时 ( 朗 在 (0,0)), 切 线 的 方程 是 


4 [ 
-~ 内 ' : 
上 + 和 一 一 
~ x 1: yy 一 0 
一 > Ly 者 


= \ 又 改 一 下 写法 ， 
AN 


> , 
; Me 1 we 2 y ~ et 
\ ft0(2 一 £2) 2 一 刀 
图 118 当 0 一 co 时 , 旭 得 另 一 在 原点 的 切线 方程 
X 一 0 


这 一 现象 ,在 图 形 上 看 得 很 清楚 (图 118)。 
$ 14. 本数 的 和 差分 


用 天 表 目 变量 的 改变 量 , 所 对 应 的 丙 数 的 改变 量 是 
Ay = fx 二 + 有 )— fx). 
它 叶 做 画 数 f(x) 的 一 阶 差分 。 差分 也 是 xz 的 国 数 。 还 可 以 再 求 差分 ， 我 个 用 A?y 表示 
Ay 的 产 分 ,也 吏 是 
Ay—=A(AyY)= (fr 22) — fri))— (fr tL) OO— fr)) 
= f(x + 28)— 2f(x + £) + fx). 
同 法 定义 三 阶 差 分 
AYy = A(A’y) = f(x 34) — 3f(x + 28) + 3f(r 二 + 8) fr). | 
可 用 与 纳 法 定义 任何 阶 关 分 ,人知 可 证 明 


Azy 一 AGA”iy ) = f(r 十 28) 一 zf 十 2 一 1587 十 2 一 Kx 二 7 一 22)C— 


1 


r 一 72 yz 
一 之 De( 和) 十 Ap) 
当 很 小 时 , Ay 与 dy 也 相差 很 小 高 阶 差分 也 可 以 用 来 作为 同 阶 微分 的 近似 值 ; 反 
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之 亦 然 ， 例 如 ,如 果 我 们 知道 了 一 画 数 在 等 距 窗 之 点 所 取 的 数值 的 表格 后 , 由 于 没有 酚 数 
表达 式 ,我 们 并 不 能 求 出 各 阶 微 商 。 但 是 我 们 可 以 计算 会 之 作为 微 商 的 近似 值 ,用 以 代 


多 - 


~ > 人 Ay A 人 y 人 Ay 人 Ay 3x2dx 6xdx Cdxs 4d y=0 
2 8.000 1.261 0.126 0.006 0 1.200 0.120 0.006 0 
2.1 9.261 1] .38/ 0.132 0.006 0 1.323 0 .126 0.0906 0 
2.2 10.648 1.519 0.138 0.006 0 1.432 0.132 0.006 0 
2 .3 12.167 1.657 0.144 0.006 0 1.587 0.138 0.006 0 
2.4 13.824 1.801 0.150 0.006 0 1.728 0.144 0.008 0 
2.5 19 .6235 1.951 0.156 0.006 0 1.875 0.150 0.006 0 
2.0 17.5976 2.107 0.162 0.006 0 2.028 0.136 0.006 0 
2.7 19.683 2.2069 0.168 0.006 -一 2.187 0.162 0.006 一 
2.8 21.952 2.437 0.174 -一 一 2.352 0.168 一 一 
2 .9 24.389 2.011 一 -一 一 2.9523 一 一 -一 
3 27.000 -一 -一 -一 — 一 一 一 - 一 


现在 来 比较 二 和 级 微 两 y” 当 x 一 2 时 的 近似 值 与 正确 值 。 


yz 一 12， 
2 
Ay 0.126 一 12.6. 
p’ 0.01 


附 遍 。 我 们 也 可 以 用 x 一 2 xx 一 26， xz 一 M6 等 点 的 西数 佳 的 高 阶 差分 来 代替 
高 阶 微分 ,也 可 以 用 对 称 的 函数 值 (比较 第 三 章 插入 法 的 Newton，Bessel，Stirling 公式 )， 
持 别 常用 的 是 


dy ,fxt+h)— 21x) + fx — h) 
rp p* 各 ， 


ln 


elS5e 


第 六 章 “” 微 商 的 应 用 


3 1 曲线 的 上 升 与 下 降 


假定 作 x) 是 在 一 区 并 (a, 2) 上 定义 了 的 图 数 ， 和 在 其 中 的 一 点 * 二 xo 附近 [xo 一 6， 
xo 十 9]， 如 果 当 zx 增 大 时 , f(x) 也 增 大 , 这 男 数 f(x) 称 为 增 图 数 ， 所 表示 购 曲线 称 为 在 
一 Xo 附近 上 和 ， 显然 , 当 p> 0 时 


f(xo 一 A) < f(xo) < f(xo 十 £), 
即 得 
f(x0) 一 f(xo — h) 之 0 过 f(xo + £2) — f(xo) 
一 大 h ” 


命 4 一 0, 如 果 微 商 存 在 , 则 得 

f (xo) 之 0。 
反之 ,如 果 

f (x0) 之 0， 
则 当 到 充分 小 时 ,有 


图 119 


f(xo) — f(xo— £) <0< f(xo tt £) — f(x0) 
一 1 


也 就 是 设 , f(x) 在 x 二 xo 附近 上升. | 
同 法 ,我 们 定义 降 男 数 ,就 是 当 * 增加 时 f(x) 减 小 的 画 数 ， 在 x 一 x 附近 下 降 的 条 
件 是 (x0) << 0. / 
还 可 以 更 确切 些 , 如 果 f 了 (xo) > 0, 则 由 定义 可 知 当 有 充分 小 时 
f(xo 十 大) 一 f(xo) > 0, 
h 


名 得 f(x 十 人 > fm)， 换 慎之 ,这 是 一 个 严格 上 升 的 丽 教 。 我 们 立 列 可 以 推 得 

定理 1。 使 f(x) > 0 的 区 关 是 fx) 上 升 的 区 并 ， 而 使 fx) 过 0 的 区 闻 是 忒 x) 下 
降 的 区 霄 . 

例 1。 当 zx 之 0 时 ,我 们 考虑 图 数 

f(x) = x — sinx, 
它 的 微 丙 是 
f(x)=1— cosr > 0, 
所 以 fx) 是 一 增 夯 数 ， 而 帮 0) 一 0, 所 以 
f(x) > 0， a x > sinx, 


s 1565 


3 
sinNnx 之 多 本 


命 
f(x) = sinx 一 x 十 工 ， 
它 的 微 两 


2 
f(x) = cosx—1+ > 一 


2 2 2 
一 圭一 2sinz 一 一 (二 ) 一 (am 三 ) 
2 2 2 2 


由 例 1 可 知 f 了 (x) > 0, 又 入 0) = 0, 所 以 得 到 所 求 臣 的 不 等 式 。 
种 题 。 证 朋 : 当 x 之 0 时， 


例 3. 当 xY 之 0 时 ， 
x>> log (1 十 Xx) 或 e* 1 十 和 


人 
f(x) =x— log(1i1+x), 
求 微 商 
f(x) 一 1 一 一 一 一 -一 一 0. 


1+x 1+x 
在 (0,~) 中 , flx) 是 上 升 的 且 扩 0) 一 0, 因 得 所 欲 证 . 
例 4。 Kepler 方程 是 用 来 确定 行星 在 它 的 开 症 上 的 位 仍 , 这 方程 嘎 
gsinxtt+ta, 0 二 g 二 1 : 
此 氏 0 与 9 是 已 知 数 ,* 是 未 知 数 . 
人 rr 是 一 这 样 的 一 个 整数 ,使 
kx ak+t rx, 
命 帮 x) 一 4 一 gsinz 一 ca 显然 
故 Rzr) 一 Ar 一 和 0， 


而 
fl(Rt xr)= (k++ lr—a>o0. 


又 已 知 f (x) 一 1 一 gcosx 之 0, 换言之 , f(x) 是 一 增 西 数 .。 故 仅 有 一 根 在 kx 与 ( 友 十 
1)r 之 周 . 
芭 解 Kapler 方程 可 用 下 法 . 先 取 任 一 xo (例如 就 是 kn), 我 们 作 
Xi = gsinxo tt a, Xx2 gsindi a 
Xn 一 gn Xn 十 区。 


如 是 则 
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[x2— xi| = g| sinxi — sinxo| 一 2 sn 0 


X11—X x1 十 廊 
1 0 as 二 | | < 妇 


< 入 2d 一 gqg|xi— Xol 


( 臣 处 用 了 | sinx| 和 |x|,| cosx| 委 1)， 辐 法 得 


|x3 


种 行 可 得 


如 杂 42， 


-一 Xz | < 和 一季 | < gi|x Cm vol. 


xnt1 一 Xa| < gq” |x 一 xo|。 


Xm 一 zi 魏 |xn 一 Xp + + x CO x 


和 (十 4 十 十 加) 一 如 | 魏 


[x1 一 xo| >0 


1 
< 7 


当 一 > 9， 所 以 满足 Cauchy 币 别 条 件 , 因 而 


是 存在 的 信和 一 ”oo ， | 


可 知 


limx, = &€ 
开罗 


Koti = qsinxs 二 a 


Eo—=gqgsiné a, 


郎 得 再 Kapler 方程 的 唯一 解 , 

例 5， 在 [ee,5] 中 , 如果 f(x) 的 微 商 是 连续 的 且 > 0 (或 二 0)， 则 jx) 的 反 画 数 
一 定 存在 ,而 且 它 的 微 商 也 是 > 0( 或 二 0). 

换 车 之 ,单调 上 升 的 落 数 的 反 画 数 也 是 单调 上 升 的 , 


$32. 极 大 与 极 小 


一 个 图 数 f(x), 如 果 在 x 一 xo 以 前 是 上 升 的 ， 而 在 x 二 xo 以 后 是 下 降 的 ， 则 在 x 二 


了 


区 


图 120 
1) 求 f(x) 的 微 商 f(x)， 
2) 求 f(x) 一 0 的 解 ， 
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来 衣 达 这 一 性 质 : 如 果 f(x) (假定 它 是 连 纺 的 ) 通过 x 一 2 
由 正 变 人 负 ， 旧 天 x) 在 x 二 xo 有 一 极 大 值 。 所 以 在 取 极 大 和 值 
处 有 f(x0o) 一 0. 

同 法 ，f(x) 由 降 而 升 必 取 一 极 小 值 ， 也 就 是 f(x) 由 侦 
而 正 ， 必 取 一 零 . 在 fx) 取 极 小 值 的 一 点 xo, 我 们 有 
f (x0) 一 0. 

所 以 我 们 得 出 了 一 个 求 x) 的 极 大 极 小 的 方法 : 


3) 在 上 式 的 解 x 一 xo 的 附近 看 了 (x) 的 变化 。 由 正 到 负 得 极 大 值 , 由 负 到 正 得 极 小 
值 . 

虽然 f(xo) 一 0, 但 f(x) 在 x 二 xo 附近 并 不 变 号 , 旧 既 非 极 大 也 非 极 小 。 这 秒 点 古 
可 能 存在 的 ,如 图 120. 

例 1。 求 图 数 

f(x) = (x— 1)(x~—2) 

的 极 大 与 极 沾 . 

f(x) = 2(x — 1)(r —2B+3(x— 1)(x—2)7=(r— 1)(rx— 2)(5xr—7) 
使 f(x) 一 0 的 点 有 三 个 : 


x1 二 1， X2 一 23 一 2。 


7 
5 3 
当 xz 二 1， 央 了 (x) > 0; 而 当 1<*<， fx) < 0: 又 在 二 <* << 2 中 ， 则 
F (xz 0; 当 x>>2， 仍然 是 f(x) > 盖 0。 所 以 扩 z 思 在 xz 一 工时 ,由 上升 到 下 降 和 有 一 极 大 
一 一 -2 有- 7 .108 

值 世 1) 一 0, 在 x 一 过 附近 由 下 降 而 上 升 , 所 以 有 一 极 小 值 ( a 0 而 比 了 
大 时 , f(x) 不 断 上 逢 ,所 2) = 0 并 非 极 值 . 

值得 注意 的 是 , 极 大 值 人 并 不 一 定 是 画 数 的 最 大 值 ， 求 最 大 值 的 办 法 如 次 : 在 翔 区 中 
[a, 5j」 中 连 各 的 隙 数 f(x) 一 定 在 其 中 取 最 大 值 . 我 个 寻 技 最 大 值 的 办 法 是 求 出 xz) 的 
庄 极 大 值 , 并且 算出 人 a) 与 从 5)，。 在 这 些 信 中 最 大 的 一 个 便 是 最 大 值 。 同 法 来 戎 碟 最 
小 值 , 

全 2。 求 上 例 中 的 画 数 在 [0, 3] 中 的 最 大 值 与 最 小 值 , 

1(0) -一 人 8 ， 故 31) 一 4, 


f(x) 的 最 大 值 是 4, 最 小 值 是 一 8， 但 在 [1,2] 之 间 的 最 大 值 是 0, 最 小 值 是 一 3 


例 3。 求证 周 长 为 21 的 矩形 中 以 正方 形 的 面积 最 大 . 
命 一 边 的 其 为 x， 另 一 边 长 为 ! 一 x， 则 面积 为 
f(x%) = x(? — x). 


由 f(x) 二 1 一 x 一 * 二 1 一 2x 一 0， Bh x 这 时 候 了 (x) 由 正 变色 在 x 一 二 之 
左 , f(x) 是 一 个 增 画 数 ,而 在 * 二 全 之 右 是 一 个 降 画 数 。 所 以 在 * 一 -一时 取 极 大 值 , 也 
就 是 最 大 值 : 
_2 
f(x) 一 ne 
另 一 种 不 用 微 积分 的 证 法 如 下 :次 石 得 


2 2 
x(1 一 +) 一 二 一 (一 荆 )< 研 . 
4 4 
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当 > 一 可 时 ,此 式 之 值 最 大 . 
甸 4. 从 第 径 为 R 的 图 上 撩 去 一 个 局 形 , 把 剩 下 的 部 分 围 成 一 个 国 锥 ， 试 求 割 去 局 
形 的 角 庆 多么 大 时 ,所 作 的 圆锥 的 体积 最 大 . 
命 * 表示 剪 剩 下 来 的 角度 (0 志 x 志 2x), 当 x 二 


全 / | \R 0 或 x= 2x 时 , 这 雏 休 的 体积 都 等 于 0, 所 以 最 大 人 
是 存在 的 , 且 在 (0.2x) 的 内 点 取 到 极 大 值 ， 所 做 成 的 
》 圆锥 的 村 高 是 R, 而 底 周 的 长 是 Rx, 所 以 中 径 是 了 一 
。 
图 121 5 元， 轩 维 的 高 是 


/Ra 一 7: = 一 Vi — x’, 
元 


圈 锥 的 底面 积 
2 (Rs)= Rix’ 
霓 二 一 四 > 
2 无 4 
所 以 图 锥 的 体积 等 于 
1 Rx*: R 2 » R’ 2 3 
一 V4r 一 2 一 4r 一 
3 4r 2r V 240 V * 


现在 要 求 如 V47 一 2 的 最 大 值 ,也 就 是 要 求 
f(x) = ri(4r 一 六》 
的 极 大 值 , 


f(x) = 1l6rx’ 一 6x’, 
f(x) 一 0 有 三 根 : 


2 2 
41 = 0， 42 一 一 2 了 X44 一 2x 了 


zi 一 0 是 极 小 值 , x: 一 一 2r /2 是 不 能 容许 的 值 , 所 以 2 一 2r 2 给 出 极 大 侍 ， 


6 8 
f (2r 二 ) = 和 (4 一 记 r) 一 二 


因此 图 纵 的 最 大 体积 十 


3 3 
上 节 中 所 店 的 求 f(x) 的 极 大 极 小 值 的 法 则 ， 有 时 候 会 发 生 这 样 的 困难 ， 难 于 币 断 
(x) 在 x 二 x 是 由 正 变 负 还 是 由 负 变 正 ， 如 果 我 们 进一步 考虑 了 (x) 的 性 质 , 有 时 可 以 
帮助 我 们 作出 较为 简易 的 币 断 . 例如, 如果 关 (xo) >> 0, 则 了 (x) 在 x 二 xo 附 近 是 增 画 数 ， 
所 以 只 可 能 由 负 变 正 , 也 就 是 f(x) 在 x == xo 取 极 小 值 ， 双 如 果 拓 (xo) 二 0, 划 fx) 取 极 
大 值 ， 当 然 要 假定 f(x) 是 存在 的 . 


s i600. 


鲍 5. 以 工 为 直径 作 贺 ， 求 从 贺 上 一 点 到 直径 的 两 端 距离 之 和 的 最 大 、 最 小 值 。 
命 9 表 入 点 与 直径 的 一 疯 的 联 线 与 直径 所 成 的 角 , 二 距离 之 和 为 


1(0) = sin 十 cos0 0 委 0 和 了 


由 于 两 点 屎 间 查 线 为 最 短 ， 所 以 最 小 值 不 必 证 明 就 知道 是 当 9 一 0 或 二 时 取得 ,其 


值 是 1 


图 122 图 123 


1(0) = cos0 一 sinb0 太 (的 一 一 snb0 一 cos0 


nx 


由 f(0) 一 0 可 知 吕 0 一 1 部 9 一 二 又 由 
re pL 
f (<) V2 一 0， 


所 以 了 (=) 一 V2 是 极 大 信 , 也 是 最 大 值 . 


例 6。《( 光 学 上 的 射 人 角 等 于 射出 角 )， 4 点 发 光 射 到 独 面 C 上 再 到 B 点 , 求 什么 路 
程 所 取 的 时 了 间 最 短 . 
所 求 的 距离 是 


1(x) = Vatrx + Ve Tr (ec 一 2 0 和 >< 委 c. 


求 徽 分 
站 一 一 一 一 一 一 一 和 一 < 一 一 ， 
Va 十 2 V+ (co— ry) 
之 2 
f” (x) 一 一 ~ 十 7 0。 


(a +x) (B+ (cec— x 一 
所 以 了 f(x) 一 0 的 值 是 极 小 值 。 由 
~ = -< 一 人 
Va’ 十 x* Vt cr) 
从 由 是 射 人 角 , 0, 是 射出 角 , 则 得 sin 0 一 sin 90,, 即 得 = 0,， 
同样 方法 可 以 解释 光线 的 屈折 率 ， 光线 在 第 一 种 介质 中 的 速率 是 wm, 在 第 二 种 介质 
中 的 速率 是 v; (图 124), 求 证 从 A 到 B 的 最 快 途径 适合 于 


sint sin0， 
闪 


性 f 2 


eti6t 。 


图 124 图 125 


从 7， 已 知 一 木料 有 区 径 4 的 阅 截 面 ， 如 何 把 写 砍 成 为 最 坚固 的 矩形 蕉 面 的 梳 棣 . 
外 材 料 力学 证 明 ， 有 和 挎 形 截面 的 横 标 的 续 度 与 乘积 6 成 比例 ， 此 处 2 是 算 形 和 蕉 面 的 夸 
长 ,是 它 的 高 (图 125). 
因为 六 十 纪 一 二, 所 以 我 们 要 求 的 是 
1(6) = bla — Bb), Oba 
的 最 大 什 。 针 
f(b6) = — 3 f(b)= — 66, 


可 知 , 在 5 一 霹 处 是 极 大 储 , 也 就 是 最 大 值 . 
3 
在 5b 二 三 时 。、5 一 42 所 以 dih:65 二 V3 : V 2:1， 具体 做 法 是 把 直径 三 等 


分 ,在 各 点 立 垂 线 朗 得 (有 时 用 不 5 一 7:5 来 表 V 2 二 1.4.…)， 

例 8 一 电灯 可 以 沿 垂 线 08 而 上 下 , 求 它 对 水 平面 04 必须 有 怎样 的 距离 , 才 使 水 
下面 上 的 一 点 4 有 最 大 的 照度 . 

照度 与 sn 成 正比 ,与 距离 + 二 4B 的 平方 成 反比 , 即 


此 处 = 是 一 常数 , 俯 束 于 灯光 的 强度 . 


、 取 和 = 08B 作为 日 变量 ,全 O04 二 4 其 
| 、\ . 
,| vv sinp 一 全 ， > 二 VA 二 a， 
|] 
AN 而 2 2 
ee. A dJ _ a — 2 
| 、 J 一 < 2 2\3/2? Tr C2 2\5/2° 
?人 、\ (+02) a 《82 十 22) 
O a A 
图 126 在 严 一 - 记 时 , 7 由 正 变 负 ,所 以 4 一 -也 就 是 适当 的 距 
2 2 


离 。 
例 9 在 铁路 干线 4B 上 的 一 点 4 处 要 把 货物 运往 与 铁路 线 相 距 为 CB 一 ! 的 一 点 
C， 狗 路 运费 的 单位 价格 是 a ( 噶 , 公 里 ), 马 车 运费 是 B ,加 在 铁路 上 怎样 的 一 点 M 作 公路 
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MC 使 由 4 到 C 的 货运 价格 最 廉 . 
依 图 127 每 吨 货 的 运费 是 
y=ald—zx)+BVx+2, (0 < 和， 一 2). 


d Bx X 0 
一 
dx Vet? V 委 十 已 有 


洲 刻 之 1(e 守 hh), 这 式 子 永远 为 鱼 , 即 3 为 降落 数 , 也 就 是 从 有 4 点 作 公 路 , 不 用 铁路 运输 
琶 便 写 . 


当 及 一 工时 ,和解 


一 大 
AN 十 2 
得 出 
一 Rl 。 
Vli—R 
7 2, 划 y 二 0 的 解 在 变动 区 章 之 外 了 , 所 以 仍然 不 用 铁路 , 而 坦 接 由 4 修 
1 一 已 
公路 . 
> 一 4 时 ,有 一 点 + 一 《< 使 运费 最 小 . 
pr Vi 
例 10。 由 于 仪器 不 精确 ,在 实验 中 对 同一 量 做 了 7 次 观测 各 得 数据 
ClL。 Qs ”9 Cn。 
量 x 与 这 4 个 值 的 凑 的 平方 和 最 小 ,叫做 “最 可 能 的 ”" 值 ， 求 x. 
换 东 之 , 求 使 


f(s) 一 人 一 本 六 十 人 一 Ga 大 十 二 (一 Go 
最 小 的 x。 求 微 丙 
Fo) 一 2(0x 一 at 十 2 一 az) 十 -十 20z 一 cn) 
f(x) = 2n > 0, 
所 以 由 f(x) 一 0 可 知 
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这 就 是 算术 平均 值 . 

性 题 。 思索 一 些 不 用 微 积分 的 方法 来 处 理 这 些 例题 . 

总 竺 一 下 ,我们 已 有 三 个 方法 : 

1) f(x) 在 x 一 各 这 一 点 由 增 而 降 , 则 得 一 极 大 值 ; 由 降 而 境 , 旭 得 一 极 小 值 ， 

2) 如 果 f(x) 的 微 商 存在 , 且 在 x 一 和 这 一 点 f(x) 由 正 变 负 ,旧作 xo) 为 极 大 值 ; 由 
和 负 变 正 , 则 f(xo) 为 极 小 值 . 

3) 如 果 有 二 阶 微 两 存在， 且 (xo) = 一 0， 车 六 (x*0) 二 0, 则 f(xo) 是 极 大 值 ; 车 
f (xo) 盖 0, 划 天 #0) 是 极 小 值 . 

这 三 个 方法 一 个 比 一 个 方便 ,但 一 个 比 一 个 加 强 了 局 限 性 . 

例如 , 了 (xo) 一 0, 则 3) 法 不 能 用 , 但 我 们 仍 能 用 前 法 。 如 果 产 (x) 不 存在 , 那 就 更 
不 必 说 了 ， | 

又 如 了 (x) 不 存在 , 我 们 不 能 用 2) 法 , 但 1) 法 仍然 可 用 ， 例如 ,y= f(x) 一 |x|， 
微 商 在 x = 0 时 不 存在 ,但 是 由 1) 可知 * = 0 时 y 有 一 极 小 值 . 


$ 3.。 Fermat 定理 


在 $2 研究 1(x) 的 极 大 极 小 值 时 、 我 们 假定 了 f(x) 在 七 的 雳 点 附近 是 连 丢 的 。 如 
果 了 (x) 并 不 连续 ,我 们 还 是 有 
定理 1 (Fermat). 落 f(x) 在 (a, 5) 定义 且 在 这 区 们 内 有 一 内 点 。 使 Cx) 到 极 太 


证 . 假定 f(e) 是 极 大 值 并 且 f(c)>0, 则 当 > 0 0 且 这 分 小 时 


fc 十 们 一 Ke 、 
h 


也 就 是 fc 十 有 ) 比 fc) 更 天。 这 和 极 大 的 假定 相 韦 背 ， 如 果 f 了 (ec) 二 0, 我 个 得 到 当 及 
是 充分 小 的 正 数 时 


Ac) fc) 
一 大 ? 


也 就 是 fc 一 ) 比 f(e) 大 .所 以 不 能 在 ¢ 点 取 极 大 什 ， 同 法 证 明 极 趟 值 的 和 情况， 

附 包 。 1. 如 果 在 端点 取 极 大 值 ,我 们 并 不 能 得 纪 同 样 的 结果 . 

2. 车 c 是 内 点 , 而 :f(c) 是 无 穷 。 读者 自 证 : 如 果 f(c) 是 极 大 值 ， 则 六 ec 一 0) 一 
十 吕 而 fc 二 0) 二 一 0%， 

3. 定理 1 的 几何 意义 是 ,在 x = 二 c 作 一 切线 与 * 轴 平 行 . 

在 Fermat 时 代 还 未 发 明 微 积分 ,但 是 在 处 理 极 大 与 极 小 的 方法 中 却 包 含 了 这 一 主要 
原则 . 


参 ; HS 如 ) 


作为 定理 1 的 应 用 ,我 们 有 

定理 2 (Darboux). 如 果 f(x) 在 开 区 了 [4, 5] 上 有 有 限 微 商 , 则 了 (x) 至 少 有 一 次 
取 介 于 f(a) 与 1(6) 之 并 的 每 一 个 值 . 

和 如果 f'(x) 是 连 和 绪 的 ,这 个 定理 可 由 画 数 的 连 德 性 立 列 推 出 ， 

证 。 我 们 不 妨 假定 (a) > 让 6)， 命 C 为 fc)，16) 之 天 的 数 , f(z)>>C>f 了 (5)， 
作画 数 

F(x) = f(x) 一 Cx, 

这 郴 数 有 F'(4) > 0 > F'(6). 

F(x) 是 并 区 间 [fc, 5] 上 的 连续 落 数 ,所 以 F(x) 一 定 
在 [a,5] 上 一 点 < 取 最 大 值 。 这 点 眠 不 能 是 a, 也 不 能 是 本 128 
6b, 因为 由 F(a) >0 及 FF2) 二 0, 知 F(x) 在 4 的 有 边 是 上 升 的 ,而 在 6 的 左边 是 下 降 
的 。 所 以 c 点 一 定 是 内 点 。 由 Fermat 定理 可 知 

F(c) 一 0， 即 fc) = C. 

附 记 。 在 定理 1 中 假定 了 在 x 二 。 有 有 限 微 商 f(c)、 如 果 微 商 不 存在 或 变 为 无 
盗 , 在 < 点 也 可 能 取 极 值 。 兄 图 128， 

如 果 j 太 c 一 0) 盖 0,FGc+0) 一 0 上 昌 flx) 在 x 二 c 点 取 极 大 值 


$4. 中 和 值 公 式 
定理 1 Croganer) 假定 1) f(x) 在 财 区 六 [<， 2 站 守 交 放 各 和 的 ， 2) 在 开 区 


台 


者 和 和 


5) — Ha) 一 jc) 


p 一 一 
这 公式 称 为 中 值 公式 ,定理 称 为 中 值 定理 ， 这 一 定理 很 重要 . 
命 
F(x) 一 Ke) — fo) 一 下 人) 一 大 2 (x — a), 
则 本 定理 与 下 面 的 定理 等 价 . 


定理 2(Role)。 假定 1) F(x) 在 闭 区 间 [a, 5] 上 定义 而 且 是 连续 的 ，2) 在 开 区 阁 

(a，5) -上 F 有 有 限 微 商 F'(x) 存在 ，3) F(a) 一 F(b)， 则 一 定 有 一 点 ce 二 << 二 2) 使 
Flc)=0. 

证 .。 F(x) 在 并 区 间 [a, 5] 中 是 连续 的 , 所 以 在 这 区 间 . 上 一 定 能 达到 最 大 值 M 与 最 
小 值 疡 。 

1) M 二 mm, 旧 F(x) 一 M 是 常数 , 因 得 F'(x) = 0， 不 必 证 明 . 

2) M > mm。 由 于 F(a) 一 F(5b), 所 以 数值 M, m 中 一 定 有 一 个 在 夫 点 c 处 为 F(x) 
所 取 ， 在 这 点 F'(c) 一 0. 
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我 们 证 明了 定理 2, 因而 也 证 明了 定理 1 
中 值 公 式 也 可 以 改 瑟 为 : 取 4 一 Xx,5 一 x 十 4, 则 
fGxz 十 下 一 xz) = (r+02), 0<0<1. 
也 就 是 
f(x 十 有 一 jz) + pFx + O07). (A) 

Lagrange 公式 的 蚀 点 在 于 我 们 并 不 确 知 数值 6、 但 是 这 工 不 限制 这 有 公式 在 分 析 学 中 
的 广 证 应 用 。 定 理 2 的 推广 是 : 

定理 3(Cauchy). 假定 1) f(x) 与 g(x) 在 于 区 间 [c, 5] 内 连 炉 ,2) 在 开 区 间 (a, 5) 
内 有 有 限 微 商 f(r) 与 g(x) 存在 ，3) 在 (cy, 6) 内 g(x) 天 0。 上 姑 在 a,5 之 图 必 有 一 点 
ca 二 cc 二 5) 使 


f2)— fa) fle) 
g(b)—gla) ge) 


主 。 首先 我 们 证 明 g(a) 关 g(5)。 如 果 g(a) 二 g(5), 旧 由 Rolle 定理 , 有 一 点 使 
g(x) 一 0。 此 与 3) 相 韦 背 ， 
作画 数 


F(z) 一 jz) 一 Ka — FST—fa) (or) — g(a)] 
pg(6b)— g(a) 


它 满 足 Rolle 定理 的 一 切 条 件 。 因 此 有 一 < 使 


一 Fe 一 PC- _ ff)— fa) ji 
0 一 Fe) 一 Xe) 一 ff ee). 


印 得 定理 , 
命 g(x) 二 x, 即 得 Lagrange 定理 ， 事实 上 ;我 们 亦 不 难 由 Lagrange 定理 直接 推出 
Cauchy 定理 . 


匀 1， 当 = > 0 时 ,(1 + 十 ) 是 增 羡 数 ， 


当 x 之 工时 ， (4 一 十) 是 流 醒 数 . 


证 。 由 Lagrange 公式 可 知 
log (x + 1) — log* —， < 二 二 x 十 1， 


也 就 得 


1 1 
re og (x ) Og * < 一。 


(Cx{ log (x 十 1) 一 logx})= log(x 十 1)— logx .1.0 
dx x 十 1 


及 ' 
(Cx + 1){log(x + 1)— logx}) = log(x+t+1)— logxC— = < 0， 
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可 得 出 所 要 证 明 的 结果 ， 
Lagrange 公式 可 以 用 来 更 有 把 所 地 估计 蛋 差 ( 指 比 用 微分 估计 误差 法 更 有 把 握 )， 
例 2.。 命 
f(x) 一 logio xy。 


fo 一 二 -一 -一世 (M = 0.43429..。) 


出 Lagrange 公式 得 


M 
logu(a + £) 一 Jog 4 = hoe 0<~=0<~=1, 


已 径 用 微分 代 严 的 近似 公式 是 


lopi(a 十 有 一 logna 二 A 


这 一 近似 公式 的 误差 是 
M _, M ORM 
a at+0h aat+t O04) 


例如 取 a 二 100, 有 二 1, 划 由 近似 公式 所 得 的 结果 是 


log 101 = logy 100 + = 2.00434.-。 


这 数值 的 误 基 


GM M M 
-一 一 一 -一 一 一 过 一 一 一 一 一 一 所 一 一 一 一 一 一 ， 
100(100 -rc 08) 100(100 二 80) 100 x 100 


赦 训 差 二 0.00004，……. 

Rolle 定理 也 是 一 条 用 外 很 多 的 定理 ,我 们 举 几 个 例子 如 下 : 

定理 4 假定 F(x) 在 表 区 并 [c,2] 瞎 和 炽 , 且 在 开 区 并 (a,6) 上 有 有 限 微 商 F'(x) 
存在 ， 如果 F(x) 在 [a, 6] 上 有 > 个 不 同 的 根 , 则 F'(x) 至 少 有 7 一 1 个 不 同 的 根 . 

证 。 命 了 (x) 的 根 依次 地 排列 成 为 

Xt 

由 F(x1) 二 0，、F(x2) 二 0， 可知 在 和 与 * 之 间 
F(x) 有 一 根 。 因而 得 由 F'(x) 至 人 少 有 7 一 1 个 不 同 
根 . 

险 记 。 有 时 可 能 多 过 7 一 1 个 ， 如 图 129 在 zu 
Xz 于 F(x) 就 有 3 个 根 ， 


(0<0 一 1) 


特别 F(x) 是 多 项 式 ,我 们 有 图 和 
定理 5。 一 个 有 7 个 实 根 的 4 次 多 项 式 P(x) 的 微 商 P'(x) 有 2 一 1 个 实 根 , 重 根 
我 们 照 重 数 计算 . 


证 .。 把 P(x) 的 不 同 的 根 写 成 为 
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Xi 二 Xr 
xv 的 重 数 是 zy, 则 吉 十 十 p 一 2。 PCGx) 在 (zxza) xzzyxz) ,x1sx;) 中 各 有 一 
根 , 共 一 1 个 根 , 双 P'(x) 以 zx, 为 其 一 1 重 根 ,因此 P'(x) 共有 
rl Ds) Yn ls-1 

个 根 . 和 和 

了 最后, 我们 还 可 用 Rolle 定理 来 求 出 Lagrange 插入 公式 的 误差 , 

我 们 鲁 炙 醋 过 Lagrange 插入 公式 ， 即 我 们 可 以 做 一 个 (n 一 1) 次 多 项 式 P(x) 在 区 
疗 [ce, 2j 中 的 个 给 定点 zi xz xn 取 2 个 给 定 值 7 ，ys; 朗 可 以 做 出 多 项 
式 P(x) 使 

P(Xk) 一 yt, R= 1,2,.*"*, 7. 

做 的 方法 是 先 做 多 项 式 


Le) 二 人 一 0 一 


(xi 一 21) * “(x 一 xXk-1) (xk XR41) 。 * “(Xk 一 xz) 
它 是 AtzD 二 = YA) 一 ra) 一 一 (ts) 二 0 而 U(x%) 二 1， 一 般 的 
Lagrange 插入 公式 就 是 


P(x) = >) lr) yx, 
k=1 
引进 
W(X) 一 人 一 说) 一 22) (x — x,), 
划 得 w (zt) 二 (x 一 21)- (Yk 一 Xt) (rt 一 2 (一 2 所 以 
Li (x) w(xX)/(x 一 广 ) 


w (Xk) 


如 果 f(x) 是 于 区 间 [a, 5] .上 的 有 阶 有 限 微 商 的 画 数 ,出 


P(z) 一 之 (2) 帮 et)。 


与 f(x) 的 误 半 如 何 2 即 在 一 个 异 于 Xl “ ”9 Xp 的 点 , 求 f(x) P(x) 的 估 值 . 从 


f(x*) —. P(x) 
K = -一 -一 
w(x) 
Pp(z) = f(z) 一 PCz) 一 Kw(2)., 


由 于 P(z) 是 低 于 > 次 的 多 项 式 , 所 以 Pom(z) = 0、 因 此 这 画 数 的 2 阶 微 商 等 于 
Pz) = f(z) — Kn!. 
显然 有 
/ PX) = PAK) = PF) = = P(t,) = 0, 
也 就 是 pl(z) 在 [a,5] 中 有 (wz 十 1) 个 根 x, zi x1，:"-,*。， 而 且 是 互 异 的 。 由 Rolle 
定理 知道 , P (z) 在 这 十 1 点 所 分 的 w 个 区 间 内 各 有 一 根 , 序 有 个 折 异 的 根 .。 gp”(z) 
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有 (za 一 1) 个 根 ,等 等 ， 于 是 p"(z) 必 有 一 根 在 x, xi xxn 诸 数 的 最 大 者 与 最 小 
者 之 半 , 命 和 为 此 根 , 划 

fnNE) 一 Kn!, 

因而 得 出 市 余天 的 Lagrange 插入 公式 


f(x) = P(x) + 万全 Ce， aa 研一 D 


$ 5. 凸 性 .四 性 与 插 转 点 


我 们 还 是 研究 曲 科 y 一 (x)、 以 往 已 径 褒 过 j(z) 的 几何 性 质 ， 现 在 我 们 来 发 明 
六 (x) 的 几何 性 质 . 

当 * 增加 时 ,切线 和 z 轴 所 成 的 角度 “也 在 变 ， 如 果 角 度 随 * 增加 而 减 少 , 则 曲线 向 
上 山 。 也 就 是 了 1(x) 一 志 x 是 一 沽 范 数 时 ,曲线 向 上 是 如 果 六 (x) 存在 而 且 < 0， 则 
f(x) 是 泪 男 数 , 曲线 向 上 是 ， 当 六 (x) 存在 而 且 > 0, 则 曲 阐 向 下 是 。 如 果 太 (za) 一 0 
并 在 x 一 和 附近 变 号 , 则 这 一 点 称 为 扭 辖 点 . 

极 大 出 现在 向 上 凸 的 点 , 极 小 出 现 铝 下 四 的 点 。 


图 130 图 131 
有 些 溃 上 把 向 上 贞 称 为 是 ,向 下 山 称 为 凤 。 实 盾 上 ,此 与 央 赴 随 我 们 的 了 江 足 点 而 变化 
的 , 态 形 一 般 称 为 同形 ,其 中 有 些 部 分 名 上 三 , 而 有 些 部 分 同 下 上 册 . 
山 的 构 念 在 高 等 数学 中 常 出 现 ,基础 在 于 山 范 数 . 
定义 。 在 区 阅 (a,5) 上 定义 一 个 画 数 p(x)。 如 果 对 (a,5) 中 的 任意 二 点 刀 , x; 常 
有 


p (+ < (pn) + P(e2)), (1) 


则 p(x) 称 为 册 东 数 . 
写 的 几何 意义 是 : 在 这 曲线 上 任 取 两 点 作 一 联 线 , 唱 这 联 线 的 中 点 ,一 定 不 比 曲 线 上 
的 对 应 点 低 . 


关于 西 本 数 还 有 另 一 定义 。 这 联 线 上 的 所 有 点 都 不 低 于 曲线 上 的 对 应 点 , 解析 的 说 


Plaxit (1 — a)r) EE apl) + (1 — a)plr2). 
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因为 过 (xi， kz )， (za PCxa)) 二 点 的 联 绪 上 的 点 是 
(axi + (1 — a)x2, ax + (1 — a)plx2)), 
所 对 应 的 曲线 上 的 点 是 
(axi 十 (1 一 a)xza Pari 十 (1 一 oz) 
定理 1。 如 果 p(x) 是 连续 画 数 , 则 两 个 定义 是 等 价 的 . 


证 。 在 后 面 的 定义 中 取 & 一 =， 即 得 前 者 。 所 以 我 们 现 
在 主要 是 从 前 者 来 推 后 者 ， 把 (1) 用 两 次 可 知 


49 (半生 二 开本 < 29 ( 科 寺 和 二 29 ( 振 寺 当 ) < 


人 


< p(x) 十 Px2) 十 Phx3) 十 phx4). 


由 归 炳 法 ,我 们 不 难 诈 明 
279 (2 < px) + -+ px). 
我 们 现在 来 臣 明 ,对 任 一 自然 数 7 ， 
np (HH) < pm) + + plz). (2) 


我 们 用 反 向 归 灿 法 , 避 是 如 采 # 对 , 我们 来 证 有明 x 一 1 也 对 。 因为 这 千 果 对 二 2 的 情 


多 都 正确 ,因而 对 任 一 ?也 都 正确 了 。 我 们 取 zo 一 从 一 一 2， 则 由 (2) 可 知 
np ( 乌 人 一 20 GC 四 一 二 和 ) < pn) 末 - 。。。 十 P(xn) 一 > 


=— p(t) 十 … 十 gp(zsD) 十 中 人 
移 项 郎 得 (2) 对 = 一 1 也 是 对 的 . 
在 (2) 式 中 取 
Xi 一 一 Xp 一世， Xpfl 一 一 2 1 


则 得 
plax + (1—a)y) Eap(r) + (1 — a)ply), 
此 处 e = 一。 也 就 是 对 任 一 有 理 数 & 这 式 子 是 对 的 ,用 址 极限 法 ,可 知 对 任 一 实数 c(0 扫 
«< 1), 六 也 是 对 的 

定理 2。 如 果 gp (x) 在 (a, 5) 中 存在 ， 则 p(x) 是 古 图 数 的 必要 上 且 充分 条 件 是 
p(x) 之 0 

证 。 1) 必 要 性 。 在 (1) 中 取 地 (入 十 和) 一 六 二 (和 一 各 ) 一 如 并 强生 > 和 因 
得 二 0, 且 

29(7) < p(t + h)+ p(t—h), 
»170» 


也 歼 是 
P(E 二 Th) mt 2)— 29(7) 之 0. (3) 


我 们 现在 假定 9 (z) 二 0. 由 


F 一 1 Pt 二 ww)-— (rt— uu) 
2 《2) = lim 7 


可 知 , 有 0 和 >>0,4>>0 使 


中 (十 2 一 中 人 一 引 < 于 一 pk，0< 委 7 
从 


(pl +) + P(E— uu)— 29) = p(t + nu) — P(t — ww) 


可 知 , pz 十) 十 p(t 一 ww) 一 29 (1) 是 一 个 zx 的 减 画 数 , 但 当 w 一 0 时 这 西数 等 于 0， 
因此 
P(t+u) + Pt—w)— 290) < 0., 
这 和 (3) 式 子 盾 ， 
2) 充分 性 .把 中 值 公式 连用 两 次 ， 
px + h)= or) + p(x 十 01，0<0 一 1 


~ D(x + 04) 一 op'(x) -OaPp (r+002), O00<=1, 
因而 得 出 

px Th) = px) + p(x) 十 9pD xz + 004). 
如 果 ”之 0， 则 得 


P(x + hk) P(x) + hp (x). 
取 x* 十 二 如 ,XY 二 了 及 xX 十 有 二 XY， 二 XX(X 关 二 ari 十 (1 一 a)xz), 各 得 
P(X1) 一 PELX) > (x1 — XP(X), 
/ P(x2) — P(X) > (x XP(X). 
各 乘 以 wx 与 (1 一 a) 相 加 得 出 
aPp(x1) + (lL — a)plx) 一 中 (X) (art (1 —a)x— KX)p(X)= 0. 
在 定理 1 证 朋 的 过 程 中 我 们 也 获得 了 一 个 重要 不 等 滤 : 
害 理 35. 对 任 一 连 竺 四 西数 p(x) 常 节 有 


p ( 业 士 - +) PAD tt phxa) 


了 他 


特别 是 当 G 之 1,* 0, x" 古山 图 数 ( 由 (x) 二 olo 一 1)x 之 0 可 知 ), 所 以 有 


Ge < (xz 二 -十 ze 
?2 Fe 


命 o 一 a/B(a 之 B) 谋取 二 |y118,，… ,x 一 |y,18, 则 得 


; 上 
72 7 
由 此 工 列 竺 到 


”171， 


定理 4. 从 


My(y) = (全 二. 十 BS) 


+ 


代表 7 个 数 ,ys 的 7 方 次 平均 值 , 划 MM,(y) 是 7y 的 增 画 数 ( 7 之 0)。 
其 中 特别 是 MCy) 二 Mi(y) 
| 十 -十 | yz| <( + 十 Lo 
芒 好 ， 


这 是 算术 平均 不 大 于 平方 平均 . 
现在 我 们 来 考虑 两 个 情况 . 
定理 5. 
im M,Cy) 一 max 站) ( 定 文 为 M.(y)); 
lim Mr(y) 一 (| 六 (定义 为 Mi(y))， 
这 称 为 几何 平均 . 
证 。 1) 当 yy 之 0 时 ,有 
# 1 
ma: yD | < M(y) < {[max Cly], yo ))}, 
即 ， 
人) max Cnls sd)) < Mly) < wax Cl, ol). 
六 
由 1 
(YY_ 
lim (+) ! 
可 知 


lim Mr,(y) = max (|y), ,1y,1). 
2) 当 |y:| > 04 一 1 2,.…, #8) 时 ,由 Lagrauge 中 值 定理 (定理 4. 1 可 知 


, 
a (Lal 十 …… 十 yl) ) 一 0 1 [yi|” log | yi 
从 | en 


EE 


一 0 1 < ， 
’ 二 之， EAY 
一 让 


由 处 0 二 YY 二 YY. 因此 1 
im My(y) = im{L Cl + “十 7 
y= Y=>0、 


3 


从 一 
4， 和 
Ey a logly,! 


Ed 
15) ys” 
一 lim yy 一 lim 2 i=1 _, 
YrY—0 了 /2 日 
， 
二 > log ly.l 1 
me"'™! 一 |yLr… | 


沙 有 其 些 y, 二 0, 不 妨 假定 |y| 之 0(i = 1,2。 -一 0G 一 十 1 2)， 划 
oI 


1 1 


MW = init on | = 


1 1 
Y 1 Y 
= (2) | 二 dot+ + yl)|. 
1 5 
由 
fm { 二 == 
y-*0 \A 
可 知 ， ， 
lim M.(y) 一 0 1 一 0 一 | |" 
败 得 定理 , 


定理 6.。 当 Y 0 时 我 们 有 : 
M(y) < M(y) < M.(y). 


其 中 特别 有 
[yy 2 二 一 yn| ， 
万 
就 是 几何 平均 不 大 于 算术 和 平均. 
$6. 渐 近 和 线 


在 掌握 了 微分 学 之 后 ,我 们 就 更 有 把 握 来 说 明 图 形 的 增 减 变化 的 情况 ,使 我 们 更 能 拭 
住 要 点 来 列 画 图 形 . 

通常 所 使 用 的 “ 按 点 措 图 ”的 方法 ,所 取 的 点 跳 密 多 少 都 是 有 “偶然 性 ”的 ,与 图 形 的 特 
性 无 关 ， 两 点 之 阐 的 联 线 方 法 ,可 以 任意 或 平 或 曲 , 或 向 上 吊 或 向 下 山 并 无 定 则 ,因此 开 
不 能 很 好 地 达到 我 倍 的 希望 . 

我 们 现在 的 主要 目的 在 于 尽 可 能 准确 地 表达 出 画 数 的 特点 ， 至 于 个 别 的 点 的 准确 位 
置 仅 居 次 要 地 位 ， 

在 考虑 一 个 范 数 所 表示 的 曲 钱 

| 7 = f(x) 
时 ,首先 要 知道 的 是 这 画 数 所 存在 的 区 域 ,例如 
y=sint, y= Vi 

的 存在 区 域 一 定 在 一 1 委 * < 委 1 之 中 ,因此 所 画 的 图 形 不 会 超出 这 个 区 域 . 

在 可 能 存在 的 区 域内 ,我们 要 考虑 辕 断 点 ,就 是 失去 连续 性 的 点 。 例如 , x 一 xo 是 这 
样 的 一 点 ,我 们 要 考虑 它 的 左右 极限 . 

其 次 考虑 ?了 一 f(x) 的 微 商 y = 二 f(x) 的 情况 ， 微 商 无 穷 的 情况 必须 特别 郑 虑 ， 我 们 
仅 处 理 微 商 无 穷 仅 在 个 别 点 出 现 的 情况 ,并 标 出 f(x) = 0 的 各 点 。 有 了 这 些 点 便 可 以 
在 一 定 程度 上 表示 出 这 曲线 的 一 般 情况 ,因为 一 有 这 些 点 就 可 以 表 出 曲线 的 增 减 情况 ,并 
且 可 以 指出 画 数 的 变化 率 下 降 到 0(y 一 0) 或 增 大 到 无 穷 (7 一 co) 的 那些 点 。 
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更 进一步 的 精确 度 由 二 次 微 商 表达 , 曲线 是 向 上 辆 还 是 向 下 凸 ,可 以 由 力 (z) 表示 出 
来 。 如 果 曲 线 沟 过 一 点 时 由 向 上 吓 而 变 为 向 下 凸 了 ,这 样 的 点 称 为 扭转 点 . 如 果 产 (z) 
在 这 一 点 附近 速 各 且 变 号 , 则 在 这 一 点 了 (x) 一 0， 但 是 有 时 使 了 (x) 一 0 的 点 并 不 一 定 
是 扭转 点 . 

我 们 先 来 研究 曲 粮 有 无 穷 分 支 的 情况 , 双 曲 线 抛物 线 都 是 有 无 穷 分 支 的 曲线 、 

有 以 下 性 质 的 一 条 直线 , 称 为 对 曲线 的 一 分 支 的 渐 近 线 : 当 点 在 无 穷 分 支 上 移 向 无 穷 
时 ,这 点 和 雯 直 炉 的 距离 趋向 于 0. 

先 诗 曲 线 平 行 于 ? 轴 的 渐 近 熏 , 这 样 的 渐 近 线 的 形式 是 * 一 “( 是 常数 ), 朗 当 沿 无 穷 
分 支 趋向 无 穷 对 , * 趋 于 c, y 趋向 无 净 

所 以 平行 于 > 轴 的 渐 近 线 就 是 求 这 样 的 “ 值 ,使 > 一 < 时 ,1(z) 一 oo. 

在 研究 曲线 对 于 渐 近 线 的 相关 位 置 时 ， 必 须 注意 * 自 左 至 右 趋向 时 的 符号 ， 例 如 
y 一 二 以 z 一 0 为 靳 近 线 ,其 左 怠 向 一 00, 其 有 总 向 十 一。 又 如 y 一 二 也 是 以 x 一 0 


为 渐 近 和 线 , 其 左 其 右 都 趋向 十 co， 
上 骨 研 究 不 平行 于 > 朝 的 渐 近 和 线 
y=— ax'TT 2. 
命 。 表 渐 近 线 与 * 轴 所 成 的 角度 , MK 是 曲线 上 的 


点 到 这 渐 近 线 的 距离 ,MKI 是 当 横 坐 标 x 相同 时 , 曲线 
于 点 的 故 坐 标 与 新 近 线 上 点 的 狼 坐 标 之 莽 ， 由 直角 三 角 
形 得 


原 条 件 是 

lim MK 一 0 
这 也 相当 和 条件 

lim MK 一 一 0, (1) 
也 就 是 

lim(f(*) —axrx—b)=0, : (2) 
所 以 要 求 渐 近 和 线 , 束 是 楼 求 a, 5 使 上 式 成 立 . 
条 件 (2) 也 就 是 


一 一 


imz | 全 一 “人 一 
但 是 第 一 因子 是 无 穷 大 ,所 以 由 此 得 出 
lim (A 一 EC 一 二) == 0， 


0 多 i 
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a 一 lim fx 


-0 和 


求 纪 4 之 后 ， 
b = lim (fF(%) 一 ax). 
所 以 得 
定理 1. 曲线 


y 一 f(x) 
有 一 条 不 平行 于 ?了 辅 的 渐 近 和 线 存 在 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 沙 沿 一 无 鸭 分 支 移 动 时 ,xx 一 
co 而 且 凡 下 两 个 极限 存在 : 


a 一 im 


lim -一 b= lim (f(x) 一 ax), 
此 时 浙 近 和 线 的 方程 吏 是 
y= 二 ax tb, 
同 法 处 理 x 一 一 co 的 情况 . 
特别 往 党 , 当 x 一 十 0 (或 一 0) 时 ,其 f(x) 一 (ax 十 5) 的 符号 ， 如 果 * 充 分 大 
时 这 苦 常 正 ,上 央 曲 线 在 渐 江 税 上 ; 第 负 , 旧 曲线 在 淅 近 线 下 ;时 负 时 正 , 剧 修 上 候 下 。 在 前 
两 种 局 匈 下 ,我 们 义 可 把 迁 近 生 看 作曲 和 钱 在 无 穷 远 点 的 切线 , 


网 1. 
Cl 一 十 2 Vie 
22 p? 9 了 一 一 ~ Ge, 
先 确定 分 文 
y 一 Vx a 
的 泗 近 线 ,我 们 有 
lim 2 /rem 
T0000 TE 好 
入 2 
lm (YE) — in 4 一 0， 
X00 全 od tH XP Vx:—a +x 
历 以 双 曲 和 线 有 亲近 和 线 
y 一 了 吕 ay 一 bx 
a 
pb 
y+。 
a 
园 法 处 置 另 一 分 支 ? 二 一 荆 Ve 一 入 
C 


* 1175" 


y= a > 0. | 
~ a 
园 
mim =—= 1 
zw 对 a> Nl1—a/x 
必 
lim (y 一 *) 一 lim Vx eV* 
ze Vr—aVe + Vr—a < 
所 以 
a 
2 全 2 
是 在 正 的 方向 这 曲线 的 渐 近 和 线 ， 
由 
im 二 一 一 1， iim (y 十 xz 一 一 二 
.0 XN Ek 2 


可 知 ,y = 一 一 x 一 py 是 在 旬 的 方向 这 曲线 的 狐 近 和 线 。 


又 
也 是 一 条 渐 近 熏 . 


$7. 作 图 要 把 


假如 我 们 要 画 出 y 一 f(x) 的 图 形 , 需要 依 以 下 的 步 台 来 进行 考虑 . 
1) 确定 自 变数 x 的 变化 范围 ; 

2) 确定 曲线 与 坐标 辅 的 交点 ; 

3) 确定 曲线 的 极 大 值 与 极 小 值 , 同 时 也 可 以 看 出 曲线 的 升降 情况 ; 
4) 确定 曲线 的 扭转 点 ,同时 岂可 以 看 出 曲线 的 上 、 下 目的 情况 ; 

5 ) 确定 新 近 和 线 ; 

6) 如 果 曲 线 有 对 称 性 ,应 明确 指出 ,借以 帮助 我 们 画图 形 。 

例 1。 画 曲 和 线 

(xz 一 3) 

4(x 一 工 ) 

1) zx 可 以 从 一 oo 变 到 -+ co ,但 > 关 工 

2) 命 z 一 0, 则 得 ?一 一 二 ,而 当 ， 一 0 得 * 一 3, 所 以 曲线 经过 两 点 (。 一 


与 43，0)。 


=E76。 


一 


3) 由 
f(x) 一 (+ — 3)(x 十 1) 


4(x—1) 
知 极 小 值 在 (3 、 0 )、 极 大 值 在 《一 工 ， 一 2), 
4) 由 二 次 微 商 | 
pe -一 2 
f(x) iy 


可 以 看 出 x 之 1 时 ,六 (x) 之 0, 所 以 曲线 向 下 凸 ; 而 x 二 1 时 曲线 同上 上 由; 当 x* 二 1 时 ， 
得 f(x) 的 一 间断 点 . 

5) 当 x 从 右 方 趋 于 1 时 ，7 趋 于 正 无 穷 ; 当 x 从 左 
方 趋 于 1 时,y 直 于 负 无 穷 , 所 以 有 x* = 工 为 其 渐 近 和 线 。 


y 一 工 - 3 ] 
4 4 (x 一 1) 
所 以 有 
y | 1 se 2 
4 4 
为 其 另 一 新 近 线 . 
134 
由 这 些 性 盾 , 作 出 图 形 ( 郧 轿 134). 


例 2。 van der Waals 的 公式 是 : 在 庄 力 了 温度 本 时， 一 克 分 子 气体 的 体积 v 适合 
了 


(s+ 5) —= RT、 


这 儿 a, 5, R 如 是 正 稼 数 。 我 们 假定 温度 工 已 给 定 ,我们 来 研究 压力 


a RT 
p= plv) 二 


因 体 积 v 而 变化 的 情况 ,特别 是 之 妃 的 情况 ” 夯 数 = p(v) 的 微 商 是 


3 a 
的 变化 情况 也 就 够 了 。】 


z'(y) = 2(v — 8)(36 —v) 


由 此 可 见 


“177 «= 


ea 


z(y) 


现在 分 三 种 情况 来 进行 讨论 : 
1) 车 pe 一 RT, z(v) 常 负 , 故 p(v) 也 常 负 , 朗 pCv) 是 减 范 数 。 
当 > 接近 于 5 时 ,2 变 为 无 穷 ,图 形 灿 图 135 所 示 ， 


图 135 图 136 


2) 如 果 7 > RT, zx(o) 有 一 根 四 在 8 与 3 之 间 , 另 一 根 四 在 36 与 ~ 之 阅 , 且 在 
二 根 之 简 为 正 ,其 他 的 情况 为 负 ,因此 得 (图 136) 


y pb V1 3b V2 中 
p'(v) 及 z(v) 一 0 十 0 一 
pl) 各 pa M \ 


3) - 一 RT, 则 xz(v) 有 重 根 v 一 3b，z(v) 常 为 负 , 所 以 plv) 是 减 画 数 ,但 在 一 
35 有 一 水 宇 切 和 钱 , 


六 


© 
] 
E 


r(x yy)+ a(x:— yy) = 0, a>~>0 
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这 条 曲线 有 以 下 几何 意义 : 取 一 个 定点 0 及 过 0 的 贺 (C) 及 一 直线 (D), 一 条 经 过 
0 的 直线 A, 交加 (CC) 十 P, 交 直 线 (D) 于 909。 人 上 的 点 M 由 OM 一 了 PO 来 定义 (图 
138)、 M 的 轨迹 称 为 图 形 立 万 蝎 线 ， 当 (DZ ) 束 是 图 区 笃 时 ， 融 可 以 托 出 契 上 玫 的 形式 
(图 139)， 取 0 为 原点 ,加 C 的 中 心 在 (a, 0), D 就 是 x 一 


图 138 
设 M 的 坐标 为 (xo, yo), 过 ONM 的 直线 为 


VX, 
~X0 
故 9 的 坐标 是 (4， : 各 4)， 图 的 方程 是 (z 一 a 十 六 一 ,交点 P 的 横 华 标 适 合 于 
0 
2 过 
(xz 一 ia2 十 2 人 一 0 一 0 x =— 
x? l x 
由 
OM = Po, 
得 2 2 2 2 
之 
Xi 十 一 a? (1 一 — ;) 十 (1 一 一 一 一 xn :) |， 
Xo 十 ?0 “0 Xo0 十 Yo 
(zi 十 = a? [Ga 一 38) 十 3 v2 CI 一 Xx0)’ |; 
XiCxz 十 1) = a ys — a 
叱 朗 是 设 之 方程 ， 
解 出 得 


所 以 仅 在 [一 4, 4) 之 闽 有 曲线 .由 于 对 z 二 的 对 称 性 ,我 们 考虑 


y=* 2 
| a 
其 微 商 
y= t+ ax ) 
2 人 To 
我 们 考虑 
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因此 


lV 5 
y 0 AN 极 小 p44 0 7 + 


当 x 一 一 a, 卓 y 一 一 cy 所 以 在 此 处 有 一 垂直 切线: 当 
x 一 0 时 , y 一 1, 在 此 处 有 平分 象限 的 切线 , 有 新近 和 线 x 一 
a, 这 曲线 在 这 半 近 和 线 之 左 . 

求 y ，, 易 见 曲线 是 向 下 巴 的 , 疫 有 撕 埋 点 ， 

例 4。 


y= 2sinx ~— XCcosx, 


1) 列 出 * 在 -7 (一 1;2， -… ) 时 y 的 值 , 


x 7 37 SA NR | 7 pa 3 . 
2 2 2 2 | 
» 2 一 2 2 一 2 | ae 区 | —27N | 37 | Be 
2) y = cosx 十 xsinx 
yy = XCcosx 
pi 3 丰 
z -一 i ——— 2 
0 2 2 
》 0 十 0 一 一 大 一 0 十 27 
y 1 一 从 -AN 一 一 7 ] 
2 2 
y 0 7 家 大 ，、 极 小 二 
3) 出 


(2 sinx—xcosr) =—=4 sinx— 4xcosx sinx 
十 zecossx 一 4 十 x 一 (2cosx 十 Xsinx) 全 4 十 x”， 
所 以 yy 一 2sinx 一 xcosxz 包 在 双 则 和 线 y: 一 x*: 二 4 
之 内 ( 见 图 141 )。 
例 5, 
4 一 2 十 Vel 


1) x 所 取 的 值 的 范围 是 |x| 人 1; 


i 
2) y 一 1 十 一 一 -一 
Vx—1 加 141 


es 180. 


( 黑 影 吉 示 不 取 一 1 二 x 二 1 这 个 区 间 的 值 ); 
3) 现在 来 求 当 x 一 co 时 的 洒 近 和 线 , 此 时 


y+ 一 二 =*+z[1 一 二 + 人 |， 
~ ph 


x 
此 处 
lime(x) 一 0 
疏 得 并 近 和 线 
y 一 2x, 
又 当 x 一 一 00 时 
lt) 
7 一 7 2 «|1 2+], 
此 处 


lim w(x) = 0。 
故 得 新 近 线 y 一 0 (图 142). , 
例 6. z 图 142 


xz 十 妇 一 3xy 一 0 
1) 将 坐标 轴 划 45”, 即 用 变换 


1 . 
一 一 一 (X 一 Y)， 
~ V7 
1 
y /2 
故 原 方程 变 为 
V2 (XI 十 3XY2) 一 3082 一 Y2) 一 0， 
Ep 
y— +X /XV2. 
V3 1 十 XV2 
因此 ， 
3 
V2 V2 
2) 我 们 郑 虑 一 六 
y— 和 /3 一 XV2， 
V3 1 十 和 V2 
得 
XV zxv2 | 
V3 1 十 和 V 2 (3— XV2)(1+XV2) 
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Y 
1. 3 3 
/2 * | -这 ， V3 V7 
xX x Y +o 二 1 十 0 - 一 o 
-- 3 /vv3 一 1 
y ww 7 0 7 NE J p>” 0 
极 大 
图 143 
$ 8. 参 变 表示 法 的 曲 禾 瓜 图 
人 饮 1 
2 十 cost 


这 都 是 z 的 以 2z 为 周期 的 函数, 所 以 这 曲线 是 当 上 由 一 7 变 到 zz 的 殊 迹 ， 当 zz 变 为 一 1 
时 , x, y 变 为 一 x, 一 y, 所 以 曲线 对 O 是 对 称 的 ， 所 以 只 要 考虑 0 二 zz 专 # 的 情 碗 ， 


求 微 两 
dr i, ly 1+2c0s+ 
dt dz (2+ cost)* 
所 以 有 下 卖 
和 27 
9 了 -3 F 
x 0 pa | AN 3 ~、 0 
1 V3 
”| ?7 下 
由 
dy 1 2cost 
x cost(2 + cosz)2 
可 知 , 当 
TT 2x dy 1 
tf 一 0, 一 ,一 友 x 一 0 及 1. 
sk 2 3” 3 时 ， ~ 3 3 
因而 作出 图 144. 
例 2。 扒 给 曲线 
去 一 志 十 2 y— 1 
t 上 十 二 


除 上 一 0 及 z 一 一 1 之 外 ， 上 可 取 区 阅 一 < 二 tt 二 00 
中 的 任何 值 ， 由 z 
dr 28 一 六 一 2 dy 28 十 3# 十 1 
dt z? ”dt (z+ 1) 
(就 自 证 x 一 0 有 唯一 实 根 与 在 0 与 co 之 间 , > 一 0 有 图 144 
。1t82 。 


fs 


唯一 实 概 雯 在 一 oo 与 一 1 之 毅力 改 得 


一 0 11 — 1 0 fo 十 0 
x 一 — : 一 0 二 
y 一 () 十 2 十 十 
x + SS 0 No 则 +o 六 7 + op 
+ x FF+% 国 -%7 一 】 pe 中 50 
〈 黑 影 处 表示 半 断 )。 由 此 可 网 
2 mm0 及 y= 一 1 
是 两 条 淅 和 近 线 
义 当 上 一 co 时 
* 一 纪 一 2 十 二 
t 
3_ 3 
y 一 二 一 一 并 (1 二 + 二 一 …) 一 2 一 寺 1 2 Fe， 
z 1 一 i i £ z z 


此 处 
故 得 另 一 浙 近 和 线 


因而 作出 图 145， 


$ 9. 切线 ,法 线 , 子 切线 , 子 法 敌 


是 终 
y = f(x) 


。 183°. 


Y 一 ?一 ?X 一 zh)， 
而 法 线 ( 垂 写 于 切线 的 和 直线) 是 
X—x+y(Y—y)= (0. 
切线 与 * 朝 的 交点 工 的 横 坐 标 等 于 (人 编 Y 二 0) 


y 
二 人 一。 
了 


法 线 与 * 轴 的 交点 的 横 坐 标 等 于 x 十 yy。 
子 切线 就 是 MT 在 * 轴 上 的 射影 , 其 长 殉 定 
一 y/y. 子 法 禄 就 丰 NM 在 * 轴 . 上 的 射影 ,其 长 就 是 


和 钱 段 TM 及 MN 的 长 度 各 称 为 切线 长 及 法 线 长 , 故 得 


TM = | Vity 
Vx 


3 


MN = [yVvl + yx|. 
切线 长 .法 线 状 及 子 切 线 、 子 法 线 对 切线 与 法 线 的 作 图 有 帮助 ， 
例 1。 求 作 抛 物 线 y = 2px 的 切线 与 法 线 。 
由 
yyx = p, 
故 抛物 线 的 子 法 线 长 为 常数 ， 
因而 得 抛物 线 的 法 线 简 便 作 图 法 如 下 : 过 M 作 平 行 于 y 轴 的 直线 交 * 轴 于 P。 量 
PN 一 p。， 联 接 MN 就 是 法 线 , 随 之 而 得 切线 (图 147 ). 


图 147 图 148 
他 2， 求 作 椭 回 志 十 2 二 1 的 切线 与 法 重 . 
椭圆 的 切线 方程 是 
SX—*)+ (YC—») =0. 


当 Y 一 0 时 , 得 久 一 2. 故 椭 贺 在 M(x, y) 的 切线 与 zx 轴 的 交点 工 与 y 及 5 无关. 
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故 得 求 精 圆 切线 的 简便 作 图 法 : 过 M 作 平行 于 Y 轴 的 直线 交 闻 过 十 艺 一 1 于 M'， 


作 此 图 过 M 的 切线 , 买 X 轴 于 了 了 ， 联接 了 与 M ,就 得 到 椭 图 的 切 绪 了 , 随 之 而 得 法 线 (图 
148 ). 
特别 当 曲 线 由 极 坐标 > 二 9) 给 出 时 ,改写 成 站 角 坐 标 , 则 得 
xz 一 7cosf 一作 0O)cosD0， 


”一 7sn0 一 /人 0)sinD 

因此 
tg a 一 2 ro sin0 十 rcost 
xp recos0— rsing 


用 极 坐 标 来 研究 曲线 , 则 切线 的 位 什 , 往往 不 用 和 与 极 轴 的 交角 a 来 确定 ,而 用 窟 与 向 径 
的 延长 线 的 交角 来 硝 定 。 由 图 149 知 


N 


. 
trw=tg(a—0)— 8° — 8”. tg 0 i A 


1+ tgatg0 x 二 yyx rao” 


一 -- 2 


r 


MN = V 六 十 re 
例 3， 求 作 双 曲 螺 线 x 一 站 的 切线 
由 72 一 一 可 知 极 子 切线 等 于 一 a (常数 ), 故 得 切线 简便 作 图 法 见 图 150: 


CE 0 
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图 150 


例 4。 求 作 昨 线 > 一 acosg 十 5 的 法 线 . 


出 
极 子 法 线 一 re 一 一 asing， 


故 极 子 法 线 与 无关;, 即 无 花 什 么 2 , 园 一 向 径 上 的 点 所 对 应 的 N 都 是 一 样 的 ， 改 得 法 线 
的 作法 如 图 151: 过 电线 上 一 点 M， 联 MO， 交 图 > 一 acos0 (对 应 于 2 一 0 的 师 线 ) 二 
M ,M 与 嫩 心 CX 的 联 线 交 轴 于 N, 划 N 与 M 的 联 线 就 是 蜡 钱 的 法 线 , 


310. 积 分 公式 
如 果 F(*) 的 微 商 是 1(x), 也 就 是 


AF(*) 一 p(x) — f(x), 
dx 
我 们 就 称 F(x) 是 f(x) 的 积分 原 函 数 ,或 称 为 f(x) 的 不 定 积分 ， 用 符号 
F(x) = | ra 一 | az) 
来 表 它 。 但 是 必须 福 意 ,一 个 男 数 的 积分 原画 数 并 不 是 唯一 的 ， 例如 ,对 任 一 常数 C, 我 


们 有 : 
Fs) + C) = ME 4), 
dx dx 


我 们 现在 来 鞍 明 这 一 现 党 的 反 定理 . 
定理 1。 一 个 殴 数 的 积分 原画 数 只 能 相差 一 个 常数 ， 
下 dF (x) (x) 
Px) ECX 
re Ix f(x), 
邵 


(F(z) — G(x)) = 0, 


所 以 我 们 如 果 能 够 旋 明 : 微 商 为 0 的 画 数 一 定 是 常数 ” 即 足 . 
假定 在 [a, 51 中 定义 的 范 数 F(x) 的 微 商 是 0 ,由 中 值 定理 可 知 
F(x) 一 FLa) 一 (人 z 一 CaJFCS) 一 0，c< 一 xz 委 2 
印 元 论 x 是 1a, 2]j 中 之 何 值 , 常 有 F(x) 一 Fla), 妈 得 所 证 . 
上 由 这 定理 工 刻 推出 
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| F'(x)adr = F(x) 十 C， 
这 玫 C 十 一 个 常数， 
叉 亚 而 易 见 ,对 任意 汕 数 4 与 5, 常 有 
| (aF(x) + BG(x))dxr 一 az | F(x)dx 十 a G(x)ar 十 C. 
把 第 五 章 $7 的 微 两 公式 转 有 顺序, 束 可 以 得 出 本 节 之 末 的 积分 表 ， 这 和 分 胡 中 
人 包括 了 很 人间 的 有 个 可 分， 和 天 的 内 作法 以 后 再 条 证人 注 芍 ,在 兴 识 分 
时 ,永远 不 和 要挟 玫 写 - 上 积分 常数 C. 


1) lau'dr = au tt OC, 


2) Va Tun)adrt = 二- 二 rw) tC. 
3) 


(111° ”“ "Hy 十 W123 * "Hn 十 WIN2*" " "Hn Jax 一 HN2" * “Hy 二 CGC, 


4) 


5) lldx=x+tC. 


6) (a 1) 


i 


7) Ly dx = logx 十 CC， | ar= logalogsx + C. 
x x 


log a 
9) | sinxdx = —cosx 十 C， 
cosxydY = 一 sinx+ CC. 
11) | sec’xdx 一 tgxz 十 CC， 
csccxzidxz 一 一 ctgy 十 C 
tgx: sec xdx = secx 十 C, 


ctg x csc xdx 一 一 cscxy 十 C. 


3 一 arc sinx 十 CC, 


— arctgx tC, 


| 
| 
| 
) 守 3 
| 
| 
| 
8) | ecx = er + | «2: = 2 +C 
| 
| 
| 
| 
?| 
| 
/| 
上 - 
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dx 一 arcsecx 十 C。 


3 


shxax= chx+ CC, 


chxdxy 一 shx 十 C， 


2 dx 二 一 cthx 十 C, 
sh x 


Td 一 sh'r+C, 


一 ch 一 xz 十 C。 


24) dt th 十 C， (—1<=<x<=1). 


25 ) 3dx* eh 十 CC， (xz 一 1 xz 一 一 1 


|- 
| 
| 
翅 jt 
| 
7 
= 
Ee 


1 一 
26) [a 一 7》 十 C。 


现在 举 几 个 简单 的 例子 来 说 明 积分 常数 的 意义 : 
先 考虑 等 环 运 动 ， 在 直线 上 取 一 点 作为 原点 或 者 称 它 为 家 ， 在 离 “ 家 ”C 里 的 地 方 侠 
每 小 时 v 里 的 速度 背 向 着 “家 ”前 进 , : 小 时 后 痪 家 多 远 ? 当然 次 家 


s=CT vt 
里 ,速度 瑟 是 


所 以 仅仅 知道 了 速度 > 和 时 关上 ;我们 代 不 能 确切 地 知道 身 在 何 处 ,必须 知 溢出 发 点 的 所 
在 .， C 就 是 当 t 二 0 时 出 发 点 离 家 的 距离 ， 如 果 要 天 离 我 个 出 发 点 多 还 。 省 末 C 就 等 于 
0 , 面 寺 小 时 后 走 J vt 里 ， 
再 券 虐 等 加 速 运动 。 例 如 ,物体 医 地 ,地 心 吸 力 的 加 速度 是 
2。 


一 > 一 gg (kg 一 9.81[ 米 ]/[ 秒 ]2)。 
ct 


要 研究 这 一 个 天 题 ， 就 必须 知道 开始 观察 时 ( 即 t 一 0 的 时 候 ) 物 体 的 所 在 地 以 及 那 时 的 
_ 速度， 例如 ,我 们 从 地 面 上 算 超 , 物体 从 so 公 尺 高 度 以 每 秒 钟 vo 的 速度 向 下 医 ; 闪 几 秒 鲁 
后 达到 地 面 。 先 算 t 秒 钊 后 的 速度 :积分 一 次 ,得 出 

ds 


一 gt 二 cC, 
at 2 


当 + 一 0 时 ,速度 (人 -)_ on, 所 以 C 一 wo。 再 积分 ,得 物体 所 走 过 的 总 路 程 是 
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gt 十 oo 十 C， 


窗 地 面 的 敲 度 是 
40 ~ 人 gr 十 vor 十 c’). 


当 f= 二 0 时 ,高 度 是 so, 所 以 C' = 0, 部 得 上 秒 后 ,高 度 等 于 
1 


$0 一 一 一 gt ~ Vot, 
落地 的 时 疗 束 是 

om 一 二 gz 一 ou 一 0 
的 解答 . 


这 说 明了 :我 们 仅 知 加 速度 ,是 不 能 定 出 物体 运动 所 在 点 的 ， 我 们 必须 知 演 在 开始 驶 
计时 这 和 疙 体 在 那儿 ,以 怎样 的 速度 运动 ,才能 由 加 速度 知道 这 掀 体 运动 的 说 律 ，. 


$ 11. 隐 疼 数 的 币 分 


朗 使 对 没有 解 出 的 方程 
F(x, y) 一 0， (1) 
我 们 也 能 求 函 数 7 对 >x 的 微 商 . 
例 1。 命 
X 十 y — 3ary 一 0， 


我 们 要 求 思 y 。 


逐 项 求 微分 可 知 
3x 十 3y -7 一 3ay 一 3ax -4 一 0。 
dx dx 
所 以 得 出 
2 --- 
y’ 由 一 a 
y — ax 


这 曲线 经 过 -点 (3, = 4 )， 在 这 一 点 我 们 有 


yy》 二 一 1, 
所 以 得 切线 
-3 一 (三 由 
印 
X 十 ?一 3a 


为 了 把 这 方法 一 般 化 ,我 们 引进 偏 微 商 的 概念 ， 在 F (x, y) 中 把 看 成 常数 ,对 x 进 
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行 微 瑞 , 称 为 F(x, y) 对 * 的 偏 微 商 ,用 


9 


Fx, 
3 (x, y) 


F(x, y) 或 


求 表 它 。 辐 样 ,用 
F(x, y) 或 _0_ p(x, y) 
Oy 


来 表示 F(x, y) 对 ?7 的 偏 微 商 , 一 般 说 我 们 有 
定理 1。 假定 (xo, 加 ) 是 适合 于 
F(x,y)=0 
的 一 点 , 并 且 由 (1) 定义 一 个 * 的 画 数 y = 一 y(x),y 是 * 的 连续 图 数 , 微 丙 及 偏 微 丙 部 三 


在 , 且 人 关 0 1y 一 芳和)， 则 在 这 一 点 ,我 们 有 


这 称 为 隐 故 数 的 微 商 公式 (所 谓 隐 图 数 力 指 F(x, y) 一 0 还 没有 对 ?7 解 出 来) 
证 。 当 x 增加 和 x 时, yo 增加 了 Ay。， 当 Ax 一 0 时 , Ay 也 赦 近 十 0。 由 
F(xo 十 和信 xX, yu 十 Ay) 一 0， 


可 知 
F(xo 十 Ax。、yo 十 Ay ) 一 F(xo, yo0) 一 0, 
即 得 
Fxot Ax, yt Ay)— Flxo, yt Ay) + 
AX 
十 F(xn, yo Ay) 一 F(xo, yo) Ay .0 
Ay A 人 AX 
由 中 和 值 定理 得 


， 入 
F(xo + OAx, yo t+ Ay) + F(xo, yo + OAy) -= 0， 
此 处 0<0<1,， 0 一 0 一 1 当 Ax 一 0, 得 


a 
F(xo, yo) 十 F,(xo, yo) (人 ) 一 0。 


即 得 定理, 
在 曲 科 (1) 上 的 一 点 (xo， yo)， 切线 方程 十 


y 一 y= — Se (x — 1), 
Fy(xo, yo)(y 一 yo) 十 Fr(xo, yo)lx 一 xo) = 0, 
这 样 的 表达 形式 ,可 以 表达 冬 讲 是 co 的 情形 . 
再 回 到 例 1。 如果 (xo, yo) 是 
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和 全 


好 十 入 一 3cxy 一 0 


上 的 一 点 ,在 这 点 的 切线 方程 是 
( 忆 (x 二 3axy)) (x 一 2) 十 (& (二 一 3axy)) (> 一 加 ) = 0, 


我 们 用 (f(x))o 二 《f(x) ):=xo 表 侯 xo), 朗 得 


(x3 一 ayo)(x 一 x0) + Cy — axo)(y 一 各) 一 
印 


(x? 一 ayo)x 十 (yy? — axo)y -一 dxoyo, 


在 名 ,三 2) 的 切线 , 如 前 所 述 ， 在 原点 附近 , 这 式 子 全 等 于 0， 这 样 的 点 称 为 奇 


异 点 ,以 后 再 进 行 笠 论 ， 
我 们 现在 讨论 以 下 更 一 般 的 间 题 。 如果 
r= P(t) ,y= y(t), 
我 们 研究 函数 
G(x, y) 

对 z 的 微 商 。 竺 果 是 

LG OG dx + OGdy 

dat Ox dt Oy di 
(当然 我 们 必须 假定 所 应 有 的 微 商 的 存在 性 等 )， 用 微分 形式 表 出 就 是 


OG 人 
dG 一 一 dy -id 
Bz By 


我 们 来 证 明 这 一 和 结果， 当 答 了 : 的 变量 At 时 , “及 3 的 变量 各 为 Ax 与 Ay. 
值 公式 可 得 
G(x 二 Ar, y+ Ay)— Gr, y) = G(r+ Ar, y+ Ay)— G(r,y + Ay) 
+ Gx, y+ Ay)— G(x,y) = G(x OAr,y 二 Ay)Ax 
十 G(x, y + OAy)Ay, 
比 寻 0 二 0 二 1,0 二 0 二 1。 除 以 入 t 即 得 


AG OG dr OG dy 
at Or dzt Oy dz 


这 千 果 比 定理 1 更 广 话 . 取 #* 一 六 即 得 定理 1. 
六 用 这 千 果 我 们 可 以 求 隐 图 数 的 高 阶 彼 商 。 例如， 


F, 一 


, d / Ee, ~¢ d 
让 
dx Fy F», d Fy dx 


< 一 


1 ( cy ) | ~\ dy 
一 ”一 一 Fie): + (Fe 一 一 | 十 一 一 (Fy)z + (FE,) 
F ): )y EF? y $9 7 


(Fo (Fe),(— 全 + 号 (Pet+ (Fy),(— ) 


Si : 


由 中 
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$ 12， 一 型 的 不 定式 
若 当 xy 一 4 时 . p(x) 与 (x) 都 等 于 0, 划 当 z* 二 a 时 , 商 -于 是 这 样 的 一 个 不 定 
式 : 2， 本 节 就 是 研究 当 * 一 a。 时 25 的 卷 限 傅 观 
定理 1 (1Hospital)。 假定 f(x) 与 g(x) 在 区 于 [4a, 5] 内 定义 ， 而 且 limf(%) 一 0， 
limg(z) 一 0, 并 且 了 (a) 及 &(c) 都 存在 而 且 有 限 ，g'(a) 大 0, 则 
Ha £0) 


x*>ag(xz) gla) 


证 。 因为 f(x) 与 g(x) 在 “点 都 连续 , 故 有 所 ce) 一 g(a) 一 0。 所 以 


f(xz) — f(a) 
f(x) _ f(x) 一 Xe) - > 一 ”好 
g(z) g(x)— gla) gx) — g(a) 
> 


分 * 一 a 序 得 所 需 ，, 
如 果 g la) 一 0, 但 f(a) 关 0， 则 二 趋向 oo; 如果 g《a) = je) = 0, 我 们 还 可 
悉 续 上 述 手 绫 。 萎 行 可 得 
定理 2。 如 果 f(x), g(x) 有 ?2 阶 微 商 , 且 
ED — bm fe) = ln oP) 0 
limg(x) = limg (x) 一 …… 一 limgon(e) 一 () 
及 ga) 关 0, 而 fa) 有 限 , 则 z 


lim f(x) _ 大 Ca) 
“>a g(x%) g(a) 


例 1。 求 极限 


, er— CT 
iim 一 -一 一 一 。 
*-0 log(e—x)+x—l 


分 村 分 母 部 是 零 , 我 们 可 以 用 定理 1。 极限 等 于 


ex 十 ee 2 De 
{1 一 1 1 1 2 一 
Fe 一 Yr=0 Ly 
倒 2。 求 极限 
Jim ee” — 6 *— 2x 
x>0 *— sinx 
比 寻 有 


f(x) =e*— eT*—2x, f(0)=0; g(x)=x— sinx,  g(0)=0, 
f(x) 一 ez 十 er 一 2， ff(0)=0; g(x)=1— cosx, pg(0) 一 0， 
f(x) 一 ef 一 e™*, f (0)=0; g(x) 一 sinx, g (0)=0, 

六 (xz) 一 er 十 cm， 六 (0) 一 2; pg (zx) 一 cosx, g (0)=1., 
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所 以 极限 等 于 2 | 
注意 。 1) 如 果 所 a) 天 0 或 g(a) 玫 0, 我 们 开 不 能 得 蚀 


f(x) 1 fe) 
lim g(x) X74 gg ‘(x) 


换 冶 之 , 在 应 用 定理 2 时 ,我 们 必须 步 步 检验 是 否 是 —. 到 了 不 是 这 样 的 情况 时 ,运算 应 
立 烈 移 止 , 决 不 能 宣 目 地 对 分 子 与 分 母 求 微 商 . 


2) 如 果 有 可 多 的 因子 ,最 好 早早 多 去 ， 这 样 可 以 简化 我 们 的 演算 如 果 有 极限 值 非 
0 的 因子 ,我们 也 可 以 取出 法 ， 


例 3， 


1 xes 十 Xez 一 2eo 十 2es. 
x—0 (ex 一 1 


| 


lim ye (上 下 求 微 商 ,并 物 堪 ez) 


2 十 2ex 一 3e< 十 工 
2 二 2 一 -2 一 ( 微 商 ) 


— | jim 
3 xz->0 2(e*— 1)e” 


一 亲 lim 一 (把 lim ec 一 工 取出 去 ) 
下 全 


定理 3 如 果 j 帮 sx) 及 g(x) 在 [c， 十 00) 内 定义 且 
dm f(x) — lim g(x) 和 


谋 且 f(x) 及 g (x) 在 【c， 二 0) 中 存在 且 有 限 , g(x) 天 0; 如 果 极 限 


lim f(x) 一 
sto g(X) 


证 ， 换 变数 x 一 一 妈 得 


1 fe) _ 有 ) EAD 5) jm Ce 
DC 全 ee 


8 


$ 13， 二 型 的 不 定式 


定理 1。 假定 f(x) 与 g(x) 在 [a, 6] 内 定义 ,并 且 
lim jz) 一 lim g(x) 一 co 
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f(x) 与 g(x) 存在 ,人工 且 8g (zx) 天 0， 如果 


， 了 (zx) 
lim 一 天 ， 
省 全 g (x) A 
- f(x) 
lim -天 <- 一 
评 v 和 上 g(x) K 


证， 先 研 究 入 是 有 限 的 情况 . 

因为 g(x) 天 0, 所 以 照 Darboux 定理 ， 它 的 符号 不 变 ， 我 们 不 妒 假定 gz) 二 0， 
如 此 当 * 源 减 时 ;而 g(x) 变 大 , 当 x 一 4 时 g(x) 一 十 OC。 所 以 我 们 不 妨 假 定 g(x) 二 0， 

对 任 一 s, 我 们 定 有 7 这 0 使 


万 一 硬 一 二 ， xray, 
gg \Y 、 


命 xom za 十 ,如 zx 在 az 与 加 之 间 。 在 [x, xo] 中 用 Cauchy 定 班 可知 


f(x) — f(xo) _ fle) 4 过 ex 
gx) — g(xo) gle) L 


人 (x) — f(xo) 8 
= < 
什 接 验证 ,我 们 有 恒等式 
f(x) 1 fxo) — Kg(xo) | | — 2)| bE — f(xo) _ x|， 
g(%) g(x) g(x) J Lg(x) — g(xo) 
由 于 得 团 


f(x) ee x| < 人 f(x0) 一 Kg(xo) | 、 + f(x) — f(xo) K 
g(x) g(x) g(x) — g(xo) L 


由 (1 可知, 右边 第 二 项 在 x< 和 0 一 4 十 7 时 必 小 于 二 双 因 当 x~>4 时 g 人 x) 一 十 co、 
所 以 第 一 项 也 趋 于 0， 且 能 找 得 6 之 0( 可 以 使 8 二) 使 4 二 x 二 a + 6 时 第 一 项 亦 小 
于 一 所 以 得 出 了 


fC) 一 x| 一 se。 


g(x) 
这 诈 明 了 所 需要 的 结果 . 
当天 一 co , 已 知 至 少 在 a 近 处 有 了 (*) 关 0, 所 以 lim 一 0, 也 就 有 lim 0 
所 以 
lim f(x) 一 CO 
x-»d g(x) 


类 伺 上 于 ,可 以 计 窒 变 元 荡 向 co 的 情况 . 
定理 2。 假定 f(x) 与 g(x) 在 [c， 十 0) 内 定义 忆 
im f(x) = lim g(x) 一 00, 


es 了 94 a 


在 [c，+ co ) 内 存在 车 有 限 导 数 矿 sx) 与 g(x), 上 且 g(x) 关 0， 如 委 极 限 


lim f(x) 二 下 
Ee 一心 s pe (x) 
在 在 (有 限 或 无 穷 ), 凤 
tm {2) 
= 一 + g(x) 
全 1。 当 由 > 0 时 
工 
im RX 一 im -一 一 一 lfim -一 一 0。 
Xt XY” io XT x 一 十 o WX” 


倒 2。 沼 za>>1 AD 盖 0 时 


| 
。 X 。 X 
im -= lim -于 。 

光一 十 5 pd T+ a loga 


若 py 之 1, 则 右 端 仍然 是 一， 一 次 一 次 地 接着 做 , 总 有 一 次 分 子 的 * 的 指数 二 0, 因此 得 
出 


, 区 六 
lim 一 一 一 0 
一 +0 a 


注音. 1) 在 这 两 条 定理 里 ,我 们 假定 了 微 商 的 比 存 在 ,而 后 求 画 数 的 极限 ， 我 们 不 
楷 倒 过 来 用 。 例 如 ,极限 


lim et Sn lim (1 十 sx) 一 1 
如 


汉 一 Oo er on 


是 存在 的 ,但 是 微 商 之 比 1 十 cosx 却 没 有 极限 ， 
2) 定理 2 的 变数 上 是 连 德 变数 ,我 位 有 关于 跑 的 相仿 的 定理 ， 
定理 3 (OO. Stolz), 如 碟 ?ya 一 > 任 且 . Ynkl > Vn 划 有 


. ,Xn 一 Yo 一 
lim = lim “ 一 一 ， 


0 yy Ho Ys yp 
只 须 等 式 右 边 的 极限 已 知 其 存在 (有 限 或 无 穷 ). 
证 。 先 假定 有 有 限 数 7 使 
lim “2 “1 一 7 
TP 91 ”yp 一 | 


序 任 给 6 盖 0, 必 有 NN, 使 n 宝 时 


Xn 一 ”人 一 Se 
tl 
ya 一 yn 一 : 2 
到 
et 一 一 、_ 已 
1 一 一 一 2 汪 二 -4 一 /十 一 . 
2 Yn Yl 2 
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XNAH1T ~ XN YNv+2 一 4XNAH ,Xn Nn? OX Xn 
3 3 9 
YNy+tl ~ Yn 7 N+2 ~ YN+1 Val 一 yo 一 2 ya yn 一 


6 é p pip -Lp 、 
1 人 二 过 中 。 由于 也 一 卫士 其 < 其， 所 以 
都 在 ( 2 和 ) 之 中 ， 由 于 也 二 之 计 后 < 三， 所 


2 一 和 一 中 < 
yw -一 YN 2 


(x, 一 xw 是 所 有 的 分 子 之 和 , ys 一 yw 是 所 有 的 分 母 之 和 ). 


由 屋 等 式 
Xr J yt (1) (和 二 一 17) 
ys 了 7 ps Yn YN 
可 得 
bd 1| < XN lyy| -- =- -> 一 7 |， 
Yn yn yn yn 


当 z > N 时 第 二 项 二 =. 由 于 ys 一 oo , 所 以 第 一 项 在 > 必 时 也 一 5 (并 可 取 N'> 
V) ,了 怠 是 当 7 一 N 时 


=? 一 | << 6。 
了 ax 
盖 得 所 证 。 
如 果 
lim Yl -十 co ， 
00 9 一 yn 一 ! 
当 zz 充分 大 时 有 


Xn Xn 一 Yn Ynls z 


所 以 当 一 十 0 时 , xz, 也 一 十 ceo。 研究 十， 由 前 结果 


Tn 


lim zz 一 lim 世 一 2 一 0， 


反 一 DO Ty Ed 也 六 Me nl 


所 以 


* 夸 
iim 一 一 十 co。 


FE rh ty yp 


请 比较 定理 1 与 定理 3 的 证 明 . 
§ 14. 其 他 型 的 不 定式 


1) 0 ' co 型 的 不 定式 。 可 以 变 成 为 一 或 元 
假定 
lim f(x) = 0， lim g(x) 一 .00， 
则 


f(x) g(x) 一 A — 2 


gx) f(x) 
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这 样 便 把 0. co 型 变 为 二 型 或 二 型， 
0 O00 
例 1。 从 二 0 
1 
I 
lim (x*': logx) = lim log*x 一 lm 一 lim -二 一 0. 
去 一 个 #0 和 xz 一 0 -一 Xe +0 一 一 LE 
2) co 一 2 型 的 不 定式 ， 
假定 
lim f(x) = 十 co， limg(x) 一 十 co， 
让 一 性 出 一 他 
我 们 可 以 利用 
1 lI 
1 1 区 区 
1 — gO) 一 一 一 一 一 一 一下 2 人 
1 1 1 
f(%) g(%) f(x)g(r) 
‘+ 0 、 
把 更 题 化 为 和 或 者 研究 
p21(7) 
lx)? 
OO 
把 赣 题 化 为 pe 型 。 
例 2。 求 
. 1 从 ,. sin2x 一 2ecos 
lim 1 一 一 ctgx) = lm 一 一 一 一 一 一， 
x 一 0 \ xr? Y 一 日 Xisin’x 
但 
simn2x -一 xX cosix _ sinX 二 XCcosx siny — XCcosx 
x sinx sin x x sin x 
前 一 因子 的 极限 壬 了 十 2， 又 
ji SINX 一 区 COSX Tim x Sin i 1 _ 1 
x 一 0 x Sin xz 一 0 24 SinmxX 十 和 cosy x 一 0 3 
2 十 - COS 


所 以 所 求 的 极限 等 于 二 


3) 形 如 1”, 00，co0 的 不 定型 . 
妇 [ 
y = (f(x) 8 
取 logy 一 g(x)log f(x), 便 各 得 ce: 0, 0 《 一 0) 及 0:% 的 型 
鲍 3 命 


1 


cS1n Til—cosr 
» 一 直 
~, 
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因为 所 讨 草 的 是 * 的 偶 函 数 , 所 以 不 妨 假定 > > 0。 现 在 有 


Jog x 一 ]jog sin 
logy 一 一 -~ 二 
1 一 cosx 
接连 微 分 两 次 ,可知 
Cos 区 1 
。 ，。， Sinx 万 Xecosxr— sinx 
im log y = lim - = | -一 一 
X 一 有 YX 一 站 S1T 世 一 人 和 SIN’ XY 
. 一 YSInY ， 一 二 1 
一 lim 一 一 一 jim 一 一 一 一 -一 一 一 一 
ro0 Sn 二 27SsSInyxycosx xz 一 0 SI 3 
| 十 2cosx 
Ls 
所 以 
一 各 
liImy=e 。 
st 


7 log x 
y— (Tarctgz) 站 


ist 


pi 
log (三 一 arc tg *) 
2 ,1,00 
当 x 一 十 00 这 是 0 型， 友 Ingy 一 ， 此 为 二， 改 
log x OO 
1 1 
Te 1 十 和 2 
~ 一 一 3rctgYX 
lim logy = lim 
多 一 十 oo 上 1 
x 
x 1 一 2 
2 2 2 一 一 
c= lim +x lim (1+t ex) L 一 一 一 1， 
de > 十 00 1 to 1 十 x 
一 全 CC x 
2 1 十 入 
印 
. 1 
. hm ~。 
i++00 vg 
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第 七 章 ” 溪 数 的 Taylor 展开 式 


$ 1. 多项式 的 Taylor 公式 


命 p(x) 求 一 7 次 多 项 式 
p(X) = a Tart ax tt awry TT .+ + qx”, (1) 
逐次 微 商 可 得 
p(X) = a 2ardt 3axr 二 .十 pax”!, 
p (xX)=1.2.a+2.3ax+ ee 二 (nm 1)n. ax 
p” x) =—=1.2.30t + 2)n— 1)n. a 3, 


2 


px) —1] .2.3...na,, 
在 这 些 式 子 里 , 命 x 一 0, 立刻 得 出 


. 0 Fr 0 pr 0 Cn) 0 
a = pp(0), GT = p ) 2; P00) i “es Qn (0) 
11 21 31 | 


把 这 些 系 数 表 示 式 代入 (1) 式 可 得 


’ rr rr Cr 
p(x) 一 p(0) 十 pe tp tt + 区 (2) 
。 | : 7! 


这 公式 与 (1 ) 的 区 别 只 在 于 采 数 的 写法 不 同 ,而 没有 什么 性 质 上 的 浅 异 。 但 是 写法 (2) 的 
形式 启示 了 以 下 一 系列 的 工作 . 

站 完 , 我 们 不 依 * 的 方 次 展开 多 项 式 , 而 依 x 一 xo 的 方 次 展开 多 项 式 , xo 是 * 的 其 一 
特别 数值 : 

px) = Aot Aix — xo) + Alx— xo) Tt Alx CO— xo 十。 + Alxr— zx) (3) 
Hx 一 zo 二 ,p(x) 一 p(xo 十 6) 二 P(E)， 多 项 式 

P(E) 一 4 十 LE 十 4 十 -4423 十 -十 L 

的 系数 由 了 前 已 证 明 的 式 子 (2) 得 到 : 


P (0 p”"(0 p”(0 PVCO 
A = P(0), 4 = 0 人 一 二 0 一 一， 四 | 一 了 0) 


11 7 n! 
但 由 
P(E) = p(xo tt 6), P(E)=p(x0 tt 6), P(E) 一 加 (各 十 人 )， 
可 后 
P(0)= p(xo), P(0) = p(x0), P’(0) 一 六 (xz 
因 历 得 出 
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do 一 p(xo), A i p(x0) A; 一 Plo) 
/ 11 21! 
A, 一 p(xo) 
31 " n! 
代 人 (3) 得 


pl#) 一 内 2 + Ls 一 0) 十 LE (z 一 x0) + 
十 区 (xz 一 w+ .二 pen) (x — xo)”, : (4) 


这 称 为 多 项 式 p(x) 在 x 一 xo 点 的 Taylor 展开 式 . 
不 难 证 明 ,展开 式 是 唯一 的 . 


$ 2. 廿 数 的 Taylor 展开 式 


假定 丽 数 f(x) 在 [a, 6] 内 定义 , 且 有 >” 阶 微 商 
f(x) 9 f(x), "3 fr), - 
命 如 为 [za, 5] 中 的 一 点 ,我 们 仿 上 节 做 出 多 项 式 


pC) — Kx) 十 EE (> 一 和) 十 fA x 一 wo) + ……， + 0) (z — so)", 


又 命 
r(x%) =— (x) — p(x). 
定理 1。 在 本 节 开 始 所 答 的 假定 下 , 当 x 一 x 了 时, +(x) ->0, 且 是 一 个 高 于 ”级 的 
无 穷 小 (与 * 一 加 比较 )) 也 就 是 
r(x) = of (x — x0)"] 


玻 
lim r(x) 
z=x0 (XO— X0)” 
证 。 依 p(X) 的 性 盾 可 知 
[r(x) j=, 一 [f(x) 六 (2) ] =, 一 0， 
[+ (x) ] := = [f (x) 一 (xz)]:- 一 0， 
[+ Cx) | =xo [fx) 本 CCY ) ] 二 0, 
我 们 现在 用 归 煌 法 来 仕明 定理 1, 
当 姑 一 上 时 
r(x0) 一 + (xo) — 0， 
所 以 / 
lim -rz lim 了 2 一 rtxo) 一 rr(xo) 一 0， 
xi0 和 一 MX zzo 一 3X0 
ED 
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r(x) 一 ofx — zxo). 
假定 这 个 论断 对 m(z 之 m > 1) 正确 , 我们 进一步 证 明 , 它 对 m 十 1 也 正确 ， 此 时 ， 
微 商 +(x) 适合 于 
r(x0) = (XN) (0) 一 0， 
且 傣 假 座 
r(x%) = o((x 一 x0)”). 
由 中 值 公式 
r(x) = +(x) — r(x0) = r+ (cx ~— x0), 
上 比 c 在 * 与 xz 之 并 因为 1c 一 细 二 |x 一 zo|, 所 以 
r(c) 一 okc — xX0)") 一 oz — +0)"”), 
于 是 得 出 
r(x) = ox — x0)™+). 
这 就 是 需要 诈 明 的 ， 
因此 我 们 定义 p(x) 是 画 数 帮 x) 在 x 一 xo 点 的 近似 多 项 式 , 而 r(x) 称 为 余 项 . 
从 x 一 xo 二 人 XxX, f(x) 一 天 x0) 一 人 Afxzo), 则 得 出 


Af(x0) = f (x0)Ax 十 f(xo)Ax 十。 
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$ 3. Taylor 级 数 的 余 项 


为 了 更 清楚 起 见 , 我 们 把 余 项 >(x) 改写 成 为 r,(*), 因为 它 和 有 关 . 
定理 1。 假定 f(x) 在 [xo, xo 十 已 ] 上 有 = 阶 连 楼 微 商 ,而 且 在 (mm, zm 十 及) 中 有 第 
(2 十 1) 阶 有 限 微 商 。 假定 sz) 在 [xo, x]. 上 连 入 ,上 且 在 开 区 间 (xo, xz) 内 有 不 等 十 0 的 
微 商 , 则 有 一 “ 适合 于 xx < < < x, 使 
ra) = Oe (oy). 
一 


pCe) 
证 。 我 们 有 
ra(X) 一 一 f(x) —f(xo)— so)( sa) — 人 (rm ~“*? — (yy. 
现在 把 * 固定 在 [za 士 互 ] 内 的 任 一 数 ， 作 一 辅助 画 数 
pz) = fx) —f(z) 一 大 (一 人 一 大 名 (xz 一 的 一 — 人 0(: — 2)”, 


其 中 2 在 [xo, x*] 内 变动 ,函数 2(z) 连续 而 且 活 合 于 
P(x0) 一 r(x), P(x) 一 0， 
攻 且 在 (xzo, x*) 内 有 微 商 


pz) = 一 rs) 一 ems ~ 2) f(s)|— 


-£0 


So Ds (x 一 xy)z 一 fs) (x 一 2) 一 | _ 
n! 2 一 
_ f+ (Cy) (x 风电 
22 4 


由 Cauchy 公式 


p(x) — P(x0) P(e) 
Px) — bx) pe) 
此 处 xz <c<x 或 c= 一 2 十 0 一 zx)，(0<0 一 1); 及 


Px) = 0, Px0) 一 rz)， pa) 一 一 三 全 二 (一 co)"， 


人 p(x) 一 WOxn)jet(Cc) 
Y) 一 以 (xn < (一 cm 
re) ye) n! 人 
这 就 是 所 要 证 朋 的 结果 ， 
这 定理 虽然 很 一 般 , 但 在 具体 应 用 时 很 不 方便 。 如 果 我 们 取 


由 se) = (x—2); p>0, 


姑 得 
2) = px— 2)!l, (xz< yz< 2)。 
于 是 有 
— (x— x fc)r vn fCC) Yntip/, 
ra(X) 一 ee 一 c ) a Ce 
c= xo t+ Ox — xo), 
所 以 
x— c=x— x — Ox— x0)= (1— 0)(*— *0), 
因而 得 出 


定理 2 (Schl6milch-Roché)。 在 定理 1 的 假定 下 , 余 项 


7 (x) —. jad+1( wo 十 O(x ™ xo) ) (1 QO) "tp( x _. xo)"t!, 
nip 
此 处 0 二 9 二 1. 
取 p 二 十 1, 便 得 到 更 常用 的 形式 ， 
定理 3 (Lagrange). 
(n+1) 
rn(X%) 一 re (x 一 xzatl， 
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此 处 < 是 加 与 4 之 关 的 数 或 < 一 zz 十 bx 一 zz) 0<0<1， 

Lagrange 余 须 的 好 处 是 : 写 使 我 们 联想 到 下 一 项 的 形式 . 

?和 Lagrange 余 现 的 Taylor 公式 天 之 如 下 : 

1 一 了 xzo) + sso) + i (> 一 ao 十 
(mn) ( > (stl)( » +. 
十 全 并 (x 一 2)2 十 i TS (xz 一 xo) "ti, 

此 处 ‘在 * 与 如 之 间或 < 一 xx 十 (xz 一 2 0<0 一 1 

在 定理 2 中 取 训 一 1， 则 得 


定理 4. 
ri(z) 一 ot Oe 0) (1 一 6)r(x — #0)°t, 


7! 


如 果 也 x*) 定 无 穷 可 微 的 范 数 ( 郎 所 有 阶 的 微 商 都 存在 ), 而且 


lim xr.(x) 一 0， 
pk 


则 我 个 可 以 得 到 无 穷 展 开 式 


fx) 一 xo) 十 六 (xz 一 各) 十 1 (x— Xx) + 


二 Cee) (x C— xo)? 十 。.…。, 


这 航 数 收 化 于 (x), 称 为 函数 1xz) 在 xx 一 xz 处 的 Taylor 展开 式 ， 
等 别 治 Xo ~ 0 时 ,级 数 


f(x) — f(0) + £0) fC0) 2 oa. (0) a one 
11 2! n! 


称 为 f(x) 的 Maclaurin 展开 式 ， 它 的 余 项 可 以 表 为 


pr oy rs ) ( (6 忆 ) 十 1 到 A 1) (€ ) 1 闻 二 


用 Taylor 公式 可 以 补充 求 极 大 极 小 的 方法 ， 
驶 ?之 2， 假 定 当 xz 一 2 时, 帮 xz) 的 前 > 一 工 次 微 商 都 等 于 0 ,部 
f(x0) = x0) 一 … 一 jxo) 一 0， 
而 大 (4xo) 关 0。 如 果 二 是 奇数 , 则 得 一 握 转 点 ;假定 2 是 偶数 ,如 果 fm(xz) < 0, 旭 帮 zx) 
在 x 二 xo 取 极 大 什 , 如 果 f (wo) > 0, 则 (x) 在 x 二 zo 取 极 小 值 , 
证 了 肯定 十 分 显然 的 ， 我 们 有 Taylor 展开 式 


fx) 一 f(x0) + j(xo)(z — tm) 十 .十 人 (一 Dr + 


十 te) (x 一 x0)" = f(x0) 十 ee) (x 一 x0)”, 
Ue= ro Ox x0), (0 0<1). 
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假定 2 是 奇数 , (xz 一 xo)* 在 x 二 xo 附近 可 正 可 入 ,而 fe) 在 x 二 xo 附近 取 定 号 ， 
假定 2 是 偶数 , 当 x 与 xo 充分 接近 时 ，(x 一 x0o)? 取 正 号 , 如果”(xo) > 0, 划 常 有 
f(x) — f(x0) > 0， 
即 fxo) 极 小 。 辐 法 证 有 明 fw0) 二 0 时 为 极 大 ， 


$ 4. 和 的 展开 式 


我 们 有 
fxz) 一 ee”, f(x) = er, (xz) 一 cz OX) 一 cz 
所 以 
A0) =f(0) 一 三 0) 一 … = 70(0)=1. 
因此 市 Lagrange 余 项 的 公式 是 


2 人 入 十 1 
ex 二 1 十 十 先 十 。。。 十 二 十 一 二 eer， 0<! 一 1 
1! 21 n!l (z+ 1)! 
无 旁 级 数 
2 ,人 
1 十 一 十 二 十 .十 二 十 
2! 721 
的 公 项 是 
Li 
fy 一 ~ 一 
721 
而 比 奉 
dntl __ x -~> 0 
Ap 2 十 工 


由 比例 币 别 条 件 知道 这 级 数 收 钱 (对 任 一 x), 所 以 公 项 -> 0. 因而 得 出 余 项 (因为 


er* < el 与 12 无关 ) 


~ Or 
—> 0 
(n+ 1)! 
也 就 是 对 任 一 *, 常 有 
2 痊 
cr 一 1 十 一 十 一 十 十 二 十 
2 nt 
特别 当 X% 一 工 时 ， 
1 1 
ec 二 1 十 一 十 一 十 十 一 -十 
11 21 1 
由 ez 的 斤 开 式 立 到 得 到 
sinhx= < < 一 二 ( X 二 近 ) 
2 2 党 三 属 72 1 区 二 避 nt 
x +l _ 2 ， 
220 (2m 二 1)1 3 5 
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者 下 1.。 由 er* 的 屡 开 式 证 朋 


ez = ex .er 
提示 : 
> SS 72 1 sy SS y™ 
二 0 < 2 i=0 Ti(n 一 12)! 一 0 /1 #4 二 4 (nC— DD! 
§ 5. sin x 与 cosx 的 展开 式 
我 们 有 


f(x) 一 sinx, f (+) = sin € 十 三 )， “Kx) = sin (: 十 三)， 


因此 得 
(0) 一 1， f (0) 1 ， f (0) 一 0， 六 (0) 一 一 1, “ys 
fm (0) = 0, ft)(0) = (—1)”, 
由 此 得 底 开 式 
1 2 Xs i XT 
1 31 3 tt) 3 
rt 272 十 3 
Ta 37 sin (e: 十 一 一 一 一 > ). 
在 上 地 我 们 已 经 证 明 
1]im XY 一 
n>% (2 十 3)1 
所 以 得 到 展开 式 
in 一 和 过 (一 )zx 。。。 
3! D1 (2n 十 工 )! 


对 任 一 *， 这 式 子 常 成 立 . 
类 似 地 可 以 证 明 : 对 任 一 * 常 有 


， 2 4 玉 .2 籽 
cosx 一 1 一 二 -二 一 《一 1) 


21! 4! (27)! 
必须 注意 ,这 公式 的 zx 是 对 弧度 而 慎 , 不 是 对 角度 而 言 的 ， 


Taylor 公式 不 但 给 我 们 近似 式 , 而 且 也 给 我 们 精确 度 。， 例 如 我 们 不 仅 有 


3 3 bo 
电 时 电 ~ 天 本 量 . er 


6 120° 


了 
| sinx— x| 二 二 ， 


205。 


3 5 
sinx 一 x 十 二 < 
31 120 
5 7 
ay 一 x+ 二 一 二 - ， 
6 120 S5040 


为 了 使 误差 小 于 0.001, 我 们 要 


3 
二 < 一 0.001 
31 


或 xz 二 0.1817， 就 是 当 x 二 0.1817 ( 移 10°) 时 ,用 x 代 sinx 的 误差 二 0.001, 
叉 由 
x” 
51 


或 x 二 0.6544 ( 狗 37*.5) 可 知 , 用 


me 
一 
31 


代 sin x 的 误差 < 0.001， 同 法 ,如果 >* 二 0.4129 ( 狗 23°.5), 误 凑 可 二 0.0001。 作 类推， 
关于 yy 二 sinx 与 它 的 近似 多 项 式 的 图 形 如 下 : 


1 1 

中 rr 
J SA 5 120" 
y > 


同样 , 当 y 一 coszx 时 ,我们 不 仅 有 


。 。 。 
2? 一 |， 7 一 工 一 y 


| 
| 
+ 
| 


而 且 有 


2 
| cosxz 一 1 一 二 ， 
2 


2 
cosy 一 1 十 二 
2 


cosxz 一 二 二 + 衬 一 之 | 二 二 
: 2 24 720 
关于 y 一 cos* 与 它 的 近似 多 项 式 的 图 形 如 图 154 所 示 ， 
他 1， 设 国 的 华 径 为 >， 圈 忆 角 2x 所 对 应 的 弦 长 为 4, 缴 长 为 ,x 所 对 应 的 纺 长 为 


8, 央 尖 于 绝 长 s, 有 下 面 的 近似 值 : 


gy 


5 wx 28 十 <, 
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er 
a 


图 154 
或 更 精确 些 , 有 
__ 5 
Ss— 20— 29 一 < < 
3 180 
这 一 公式 呀 “Juygens 公式 (图 155) 
用 等 定 条 数 法 ， 候 害 
s = Ag + Be, 
拓 后 确定 系数 4 与 已。 
由 十 
zx’ oO 
dr ine 2 (et) (0 一 
| 6 120 
.。 这 {1 x3 0” 
站 《0 
2 2 48 3840 
IlE 
Ad 4 BE = 27 (4+2).— (44 t+B)e+ (2 
2 6 48 LZ2U 
但 另 一 方面 
S = Zrr, 
比较 杀 数 可 知 
1 
二 十 一 BB 一 1, 
2 
Lo 
一 A 十 一 一 0, 
48 
必得 4 一 一, B 一 一 ,因此 s 的 近似 公式 为 
s = 26 十 od 
3 
面 误 差 为 
2 二 je 一 ， 
120 3 


a 


tn 


J 
a 
ET 
J 
™ 


™ 


a 


wr 


| 
Fm 
MA] 
M1 


9 < 1), 


< 0"<=1) 
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例如 取 >x 一 5 7 王 1， 则 由 Huygens 有 公式 得 出 


3 一 -0.223593， 


且 
|s 一 0.523593| < 0.000007， 
位 2。 计算 sin 10” 
我 们 必须 先 把 10” 变 为 弧度 
10° = 27 . 10 一: 二 一 0.17.。。 
360 18 
取 两 项 ， 
3 
sin 一 一 二 十 工 ( 莹 ) < (三 ) 一 -上 (0.18)5 一 0.0000016, 
18 18 6\18 5} \18/ 120 
I 
3 . 
0.174533， 上 (三) = 0.000886， 
8 6 \18 
即 


sin 二 一 0.173647| < 入 0.0000016 


0.1736454 一 sin 了 < 0.1736486。 


所 以 sin 10” 准 到 五 位 小 数 的 值 是 0.17364。 


引进 虚数 ,得 
cosxz 二 1 十 -Ci 十 az 十 :十 (ix)™” 十 .< 
21 1 (2n)1 ” 
isinx = (ix) 十 Aix) 《i 十 。.。. 十 ir) - 
51 (2z 二 1): 


并 在 一 起 就 有 
cos* 十 zsinx 二 1 十 (ix) 十 + 人 十 *，， 一 cx (定义 ), 
| 
由 此 得 出 Euler 公式 : 


sin yt 一 


考题 1。 由 Euler 公式 证 朋 
cos(z 十 y) 一 cosxycosy 一 sinxsin 4 3 


sin(x 十 y) 一 sinxcosy 十 siny cosx, 


4 6. 二 项 式 展 开 式 
假定 yx 盖 一 1, 序 1 十 x>0, 我 们 现在 考虑 函数 


s。 208， 


f(x) = (1 + x)°, 
这 儿 a 是 一 任意 实数 . 
f(x) = all 十 zx) ， 
f(x) = ala — 1)(1 + x)™, 
fx) = ala— 1).*(a mR 二 1)(1+ rx) , 
由 此 得 纪 
1(0) = 1, f(0)=a, ……, f°(0)=ala m1.(a—%+1)., 
由 Taylor 公式 得 
(lz) =1+ 人 x10 一 2 .+... 
11 21 31 
十 Sa 一 1) Ge 一 《十 1 十。 


R! 
+ 0 1) Ga 一 于 十 二 ) sa 十 (Co 
72 
现在 我 们 用 定理 3.4 的 余 项 形式 
mr (zx) 一 ee (1 十 Ox) il — 有)2Y2+l 
先 看 级 数 
1 十 2 十 Sa 一 1 二 .十 ea 一 1 Ca 一 下 十 1 十。 
1 21 k! 
它 的 一 般 项 是 
, ~ oa 1 k+l 
Re! > 
所 以 , 当 一 09 时 ， 
MH = eA 1z| > |xl. 
CR 十 1 


故 当 一 1 二 x 二 1 时 ,这 级 数 收 合 ， 所 以 这 级 数 的 一 般 项 
ala 一 1)-……(a 一 万 十 1) xx -> 0, 


| (RR— 00). 
当 # 取 任何 值 时 ( 一 多 不 大 于 1 ， 因 为 在 我 个 所 考虑 的 情况 下 ( 序 一 1<x 一 
1), 常 有 0<1 一 0 一 1 十 bx, 所 以 
0 一 上 一 & 一 1 
1 十 bx 
因此 ， 
1 
0 一 G 十 人 ) ~1. 
综合 起 来 ,得 


s209. 


-Da 二 De (L040) -ao 


1 十 0Ox 


721 
因此 得 到 : 当 |x| 二 1 时, 我们 党 


Ce 


21 721 


和 0 是正 整数 mm, 这 和 级 数 到 nm 十 1 项 为 止 , 它 就 变 成 普通 的 二 项 式 公式 
我 们 提出 以 下 的 几 个 特殊 情况 : 


ala 一 1)。。 (ac 一 7 十 工 ) | 


一 一 1 十 x 十 x 十 十 十 x? 十 。。*， 
ew 

1 、 
一 一 一 一 一 1 十 2x 十 3x 十 -。 十 zx 十 。。 
(1— zx) 
V1li+i+x 11+ Lire 44.. 

2 2.4 2.4.6 2.4.6,.8 
—1— i+ i322 135 3 ,135.7 x 十 。。-, 

V1l+x 2 2.4 2.4.6 2.4.6.8 


这 些 公 式 可 以 用 来 开 任 何 次 方 。 例 如 要 求 4 的 台 次 方 根 ,我 们 先 找 一 整数 a, 使 


A 二 a” 十 b 或 A=(gs++1)"—ce 


如 果 志 名 或 二 二 二 数 中 有 一 小 于 1 , 则 我 倍 便 能 根据 


， ， 
人 一 (om 十 2 一 (1 十 之 
a 


或 1 

妇 一 [(e 士 1) 一 cj 一 (cz 十 1) 1 和 

而 用 展开 式 算出 4?。 一 般 说 来 ,各 或 二 一 记念 小 ,级 数 收 敌 得 仿 忆 
例 1。 计算 (1000)”, 准 到 10-5. 


1 
5 
V100 = V1024 一 24 一 4(1 一 --) -一 


128 


2 3 
> 128 5 10 ‘\128 5 1i0 15 \128 


当 0<0<1 时 ,有 0<( 汪 二 4) <1(x 一 一 过) 及 
1+0 1 


x 


3 -3 3\™35 /1l28\5 128 
(1 一 7 ) ~ (1 一 1 一 (535) ~125° 
故 用 定理 3.4 的 余 项 形式 ,得 


417 


“\128 6 5 5 5 5 


。210。 


3 


一 一 


可 | - 


128 


4 5 。 3 ，。 
Gor) | Re 更- 二 -2 一 107 生 - 缀 


<2.10™ 


又 用 四 含 五 作法 得 
3 -= 0.0046875， 
5 
1 
一 (二 上 < 0.0000439 ， 
工 . 4. 二 (二 ) ~ 0.0000006， 
5 10 
故 
2 3 . 
4 1 一 圭一 十 .4 (3 一 圭 .4.2(-3) 二 3.9810720 : 
5 128 5 10 \128 5 10 15 \128 


括 弧 中 三 、 四 两 项 的 误差 各 不 超过 (0.5) . 10”7, 故 上 式 的 误差 不 超过 4:2: (0.5) :10™ 一 
一 4，10™” 因而 
| /1000 一 3.981072| < 2 。10-? 十 4.10-7 < 10-5 


$7. log (1+x) 的 展开 式 


命 | 
f(x) 一 log (1 + x), 


我 们 有 
2 1 


(LE 十 xz)3 


三 宙 
3 


F 1 Fr 1 er -一 
(Dr 一 《一 ed — 1)1 


网 而 得 出 
1(0) = 0,7(0)=1,7(0)= ~—1, 广 (0) 一 21， “> 
1°00) = (— 1 (Ro 1)!, 
人 2 3 他 
~ 1 ra(X)。 


log (1 十 x) 一 x 一 一 十 一 
2 3 


这 级 数 也 是 当 |x| 过 工时 收 人 和合， 我 傅 还 是 用 定理 3.4 的 余 帆 形式 
( 1)"(1 加 0 )” x" tl 


ra) 一 (1 + x0)"+! : 
和 上 汀 一 样 地 可 证 , 当 > 一 co 时， 
r(xX)—>0, 
因此 得 出 :如 果 一 1 二 x 二 1, 基 
og 一 


我 们 出 能 证 朋 当 x 一 工时 有 公式 
log2= 1 一 二 上 一 
2 3 


e211e 


(考虑 Lagrange 的 余 项 可 能 简单 些 )， 

如 果 用 这 公式 来 计算 log 2, 基本 上 是 无 能 为 力 的 。 例 如 ,我 们 要 准 到 0.0001， 了 驶 必须 
取 10000 项 . 

在 一 般 计 算 时 ,我 们 用 以 下 的 方法 : 


2 3 _ 
log (1 十 2 一 z 一 本 十 二 一 


3 
用 一 x 代替 x 得 
bg (1 一 ) 一 一 * 一 芋 一 冯 一 …. 
二 式 相 溅 得 | 
og 十 一 2(z 十 这 十 过 十 2) Ix| 二 1, 


lll 
以 x = 31? 49’ 161 相符 代入 , 别 得 


log 16 一 log15 一 2 二 + 十 | 一 2P， 


31 3.31: 
log 25 一 Iog24 一 2 | 二 十 l + .| 一 20 
49 3'.493 


log 81 — log 80 — 2 | + I + .| =2R. 


161 3*161’ 
即 : / 
4log2— log3— log5 = 2P, 
一 3log2 一 log3 十 2log5 一 20， 
一 4log2 + 4log3— log5 = 2RK,. | 
让 此 解 出 


log ?2 = 14 十 100 + 6R, 
log 3 = 22P 二 +160 + 10k, 
log 5 — 32P + 240 + 14K. 
在 此 P, 0 ,RR 都 收敛 得 很 快 ;, 故 用 这 些 式 子 计算 log 2, log 3 与 log5 是 很 方便 的 。 例如 器 
计算 log 2， 准 到 10 一 。 由 于 
1 1 


P 一 一 一 < 10™, 
31 3.31 
1 1 _ 
一 一 一 < 10” 
4 3.49 i 


R 一 一 -一 10™, 
161 


而 用 四 合 五 人 法 得 
1 1 2884 


十 一 0.0322693， 
31 3.313 89373 


2]1]2% 


工 +_1_ 7204 0.0204110, 


49 3.49 352947 
和 
161 
用 这 三 数 分 别 代 蔡 P, 0O, R, 训 差 分 别 不 超过 6:10™, 6.107, 6.107™7,. 
14 X 0.0322693 十 10 X 0.0204110 十 6 X 0.006211 = 0.6931462， 


= 0.000211. 


因此 


| log 2 一 0.69315| < 4 X 10- 飞 十 84 X 10” 十 60 X 10-: 十 
十 35X 107 < 9.6 Xx 10™ < 10™, 


同样 可 以 求 出 log 3, log5 的 近似 值 . 
省 古 。 车 


log 1025 log 1024? 
10 TT 
1024 " 


一 ]og 81 c 
10 TT J 
1023.1025 ” ”"80.82 “， 


log _125 gy log 29 一 C 
”124.126 “ ” 5098.100 “， 


引 

196loga2 一 59 十 5e 十 80 一 3c 一 8Z 十 4ec 
开 试 用 4, 5, cy de 表示 logn3 及 logw 41， 再 用 此 法 以 求 logu 2 至 小 数 第 10 位 ， 以 发 明 
此 法 在 实际 上 有 用 处 (已 知 log。 10 一 2.302580930). 


$8. arc tg x 的 展开 式 


从 
f(x) 一 arc te x, 
在 第 五 章 $ 11 中 已 多 证明 
fx) = (nC— 1)!1cos"(arctgx). sinn (ar tg y 十 =) 
所 以 
f° (0) = (~—1)(2m)!, rto(0) = 0， 
因此 得 出 
x 
arc tgx—x 3 十 3 十 rn(X), 


这 儿 的 >*(x) 依 定理 3,3 的 形式 为 


ri(xY) 一 本 Tcos” (arc tg Ox):sin(n 二 1) (are tg Ox 十 开 ) xz CO0O<O0O 一 1) 
7 


irs (Xx)| 魏 ! > 0, 
下] 
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有 以 当 E42 < 1 时 ， 


e。 213 。 


srctgy 一 二 人 (1) 
5 27 一 二 
特别 当 7 一 工 时 ;有 
1 _... 
5 本 
这 个 式 子 收 数 得 很 慢 ， 用 写 来 计算 f 很 不 方便 。 例如 ， 我们 要 糖蜜 到 10”， 就 需要 计算 
50,000 项 . 


tk 剑 小 1) 收 化 得 您 快 ， 蔷 


开 一 arctg1 一 1 一 二 十 
4 3 


1 1 
” 一 -一 一 arc tg 一 
5 Pp 8 -5 
2. 
5 6 120 
te 2 Sr = 一 一 一 te 40 一 = 
gp 1 17: 名 他 中 25 119 
25 144 
、 。 、 pl : 
因为 tg 49 与 1 相差 很 小 ,所 以 49 与 一 相差 很 小 . 命 
7 
$= 49—~—， 
则 
tg 4P — tg 120 1 
4 119 1 
tg 8 一 人) 一 一 一 一 一 
1 tg 4 te — 1 十 一 一 
SP 119 
因此 


由 于 交错 航 数 对 误差 的 估计 (定理 4.4.1) ,得 


47。 (4) —y, (二 ) < 5. 10 
5 239 9 3.2393 


用 四 含 五 人 法 ;对 其 他 各 项 计算 如 下 : 


1 1 

_1_ .0.2000000 = 0.0026667 

: 5 = 0-002666 
1 .0.0000640 _ :0.0000018 
5 55 7 
+ 0.2000640 _ 0.0026685 
区 
i 


5 二 0.0041841， 
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于 证 
fr 一 4\4[0.2000640 一 0.0026685] 一 0.0041841} 一 3.1415916, 
下 此 
fr 3.14159， 
向 识 益 为 
Iz — 3.14159| 天 4X05X10-5 二 4X4X2X05X10 十 4X0.5X10-7 十 
1.6 X 10™ < 5.4X 10 一 110 一 
者 题 1。 试 证 : 当 |x| 二 1 时 
z 3 。 3 
arcsinx 一 十 小 人 十 上 3 十 --。。 十 
1 2 3 2.45 
1:3.5..- ‘(27 _ 1) x2ntl 
2.4.6. .2pP 2n 二 1 
者 惠 2。 斌 证 
3 1 .3 3 


ar SI 7X 一 3 一 一 一 2 十 
2 .3 2:4:5 


3 5 
artghx 一 * 十 本 十 二 十 - 


$ 9. 和 老 级 数 ,收敛 企 径 


从 以 上 一些 例子 可 以 归纳 出 一 个 重要 对 象 一 一 震级 数 : 
40 二 Gx 十 Gat 十 -十 auxr 十 -…。 
现在 扩大 一 下 我 们 的 研究 范围 , 假定 堪 级 数 的 系数 是 复数 , 变数 * 也 是 复 看 数 , 改写 
为 >。 
定理 1 (Abel)。 如 果 需 级 数 


00 十 dg 十 ad 十 十 ar 十- (1) 
在 复数 平 页 上 一 点 收 化 , 妈 当 = 取 通 合十 不等式 
sx ~ |é| (2) 
的 任何 售 时 ,(1) 乱 对 收敛 ， 反 之 ,如 果 (1) 存 点 6 处 发 散 , 则 当 = 取笑 合 于 不 等 式 
|z| > |é| (3) 
的 任何 值 时 ,(1) 发 散 . 
证 。 如 果 
十 dx 十- 十 upE” 二 +. (4) 
收 仇 , 则 
oo 
改 有 一 M 存 在 ;使 
[las| 1 < MM. 


二 
人 
J 
A 

希 


如 果 z 活 合 于 (2), 命 
pg 
z- 引 < 
则 得 
nn 2 — 1 
I <M 上 EE AI。 


由 于 gq? 收 倒 .因而 得 出 定理 的 第 一 部 分 . 

第 二 部 分 十 分 明显 因为 如 果 有 适合 于 (3) 的 xz 使 (1) 收 仇 , 则 由 定理 的 第 一 部 分 ,和 级 
数 (4) 一 定 收 化 .这 和 假定 违背 . 

定义 . 如 果 数 R( 之 0) 适合 以 下 的 性 盾 , 称 它 为 医 航 数 (1) 的 收 化 千 征 : 

1) 当 |z| 二 尺 时 ,(1) 息 对 收 化 ; 

2) 当 |z| > R 时 ,(1) 发 散 , 

有 了 时 可 能 R 二 0, 束 是 属 除 zx 一 0 外 ,无 处 收 仇 .， 有 时 可 能 民 一 ce, 吏 是 说 在 全 二 
面 上 处 处 收敛 . 

例 1。 设 4 非 正 整 数 , 严 级 数 


G 二 和 二 az 十 一 二 
的 收 敏 秆 径 是 | 
例 2。 医 级 数 
1 二 二 二 
的 四 化 年 径 是 co。 
例 3。 和 颇 和 级 数 
xx 十 2 十 3 十 十 1 十。 
的 收 伍 后 征 等 村 0， 
定理 2. 收 伍 年 径 


1 
R= lim|a,| ” 


赶 . ” 先 假定 0 二 RR 二 %. 
1) 由 尺 的 定义 可 知 , 对 于 任意 给 定 的 8 > 0, 必 有 NN, 使 当 = 二 NN 时 ， 


1 
las| ”二 尺 一 6， 


也 即 
1 
la,| = (R— ey 
所 以 一 定 存在 正常 数 M , 使 对 一 切 >, 都 有 
M 
[a |= (及 一 em 
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履 车 |z| < 尽 ， 则 可 取 = 使 | 一 一 一 | < 1， 于 是 


fc 


ll ls < M2, 


pr 人 一 才 和 | 


收 化 , 所 以 》, a,x” 狠 对 收敛 . 


2 I+ 


R— el 


2) 仍 由 尺 的 定义 ,对 于 任意 纶 定 的 正 数 8 0, 必 有 无 状 多 个 芭 使 
[oj < 一 人 十 8S， 
也 即 


一 > 1 , 
(Re) 


la,, | 


rh 
hh 


如 果 1z| > R、 旧 可取。 使 | 云 二 6| > 1 于 是 wuzr* 不 趋 于 0, 因此 本 a2* 养 不 收敛 ， 


元 二 类 


竺 所 和 欲 诈 ， 
关于 R 二 0 及 0%% 的 情形 ,读者 自 证 之 . 


§ 10. 村 级 数 的 四 则 运 瘟 
定理 1 如 果 在 |zj| 二 RK 中 


收 敏 , 则 
fz) 士 g(s)] 一 > (cn + br)e" 


也 在 jz| 二 RR 中 收 化 . 
证 。 因为 两 个 收 化 级 数 的 和 与 着 仍然 收 旬 ,所 以 定理 成 立 , 
定理 2。 仍 如 定理 1 的 假定 ,级 数 


Co 


2 
> | Cn2” ， Cn 一 > CO 一 
i=0 


在 |z| 二 RR 中 也 收 钱 . 
证 . 因为 上 信 z), g(z) 在 1z| 二 R 中 收 印 , 故 由 上 节 定 理 2, 一 定 有 


RAlim|lal YY, RE lim|b,™’; 


而 与 上 有 定理 2 同样 地 可 以 推出 : 存在 下 常数 M 及 M1, 使 


M M， 
Br | 二 -一 一 -一 一 一 ， 天 | 一 一 一 一 一 
a, | Roy [6s | CR ey 
对 一 切 都 成 立 ， 于 是 
- MM 
< > MM < 
[en SRR 


ee 21I7 。 


( 尽 一 8)? 及 一 ) 


CD 
由 于 fim(n 十 1)” 一 1, 大 得 定理 
至 于 两 需 级 数 的 商 , 闪 题 不 太 简 单 ， 写 的 收 做 中 径 依 屯 干 分 母 的 零点 而 决定 但 车 
分 母 的 常数 项 不 等 于 0, 我 们 可 以 得 一 震级 数 , 它 有 收 镍 生 俭 , 但 现在 还 不 能 说 明 收 儿 牛 
径 宪 响 多 大 ,这 里 只 介绍 一 下 求 震级 数 商 的 方法 . 
例 1。 斌 将 sec z 展 成 卉 级 数 . 


已 知 
x wi 
cosz 一 二 一 十 一 十 。。。 
21 4! 6 1 
了 年 2 4 6 一 ! 
SEC > 一 1 =(1 > …] == 
COSS 21 4! oO! 
2 . 6 
21 41 01 
2 4 0 2 2 6 3 
二 (三 一 三 十 一 一 上 (去 一 三 十 立 一 + 
21 41 0 2 1! 601 
一 1 十 之 十 二 wt 十 - 
21 之 才 
、 和 = ~ A 
以 后 将 说 有 明 这 级 数 的 收 笋 千 笃 是 pe 
例 2.。 试 将 tg z 屡 成 鼎 航 数 . 
_ ~ ~ ~2 S 
txz 一 sinz secz 一 人 一 之 十 过 一 人 + 这 十 三 4 十) 一 
31 3231 21 24 
一 zg 十 十 22 十 之 3 十 
3 15 
1 . 
角 3. 展开 cscx 一 一 为 医 级 数 ， 
因为 
之 ae ey 一 
zcscz 一 一 - 一 1 一 z(z 一 羡 三 一 一 一 
SiD 忆 31 2! 
~ 一 ! 2 4 
31 5 1 31 
2 
(所 一 二 十-… )+ A 
31 31 6 360 
所 以 得 到 
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关于 怎样 写 出 这 些 级 数 的 一 般 项 , 现在 还 不 能 令 述 ，, 待 引 进 Bernoulli 及 Euler 数 之 


后 ,才能 说 明 . 
$ 11. 生 级 数 的 微分 与 积分 


从 收 伊 咎 径 为 RR 的 圳 级 数 
do 十 aaz 十 a2 十 -十 as 十 -。。 
我 们 可 以 得 到 两 个 震级 数 


CT dF 二 I 
2 7 十 工 


及 
ia 十 2 十 -十 ztvrz2 十 
先 诈 明 这 两 个 医改 数 的 收 化 后 径 都 是 尺 。 由 
limn” 一 荆 ， 


是 知 
lim ja| ”一 lim | zan| 1 mn| 一 2 。 
n> n>mi7 十 二 
这 驶 年 我 们 所 要 式 的 苦果 . 
从 z 
f(z2) 一 Ga 十 clgz 十 cs 十 。。。 (|z| = RR), 
我 个 现在 证 明 


f (2) 一 ci 十 2cz 十 。。 (|z| 一 尺 )。 


证 . 对 于 固定 的 |zj 二 尺 , 技 出 po, 使 |lz 一 pp 一 R 数 ap 有 界 , 印 存在 常数 民 ， 
使 1asp"| 二 K(n 二 0,1,2,*…). 对 于 ee>0, 存 在 0 一 p 一 1zj, 当 ii 天 时， 


天 DZ 
(p— |z| 一 6)o 一 一 
于 是 
f(z 十 天) — {1(2) — Dy) sae _ Da {Et | < 
hp 如 一 和 三 届 有 
< Vat To 之 下 二 人 2 js 人 十 LS 
于 一心 A »=0p ， 
x) 
7 一 0 六 
-KD Li 2 十 和 一 下 一 一 
z=0 0 Ip| 
zx 人 Ce 
Iz| \p~— lz|— 14 pO— |s| (p— Iz|y 
Kplh| 


8 hi = 6), 
(Ce 一 lz 一 6)Cp 一 jz | | | 


一 羡 
因此 


f(z) 一 D> nae, 
由 于 1z| 二 R 是 任 音 的 , 故 得 所 欲 证 . 
由 于 了 Cz) 的 收敛 咎 径 仍 为 R, 故 可 多 纺 深 项 求 微 商 ,而 得 
fC) 一 >》, n(n CO—1)..(n—»+ 1)a2”", (» 


它 个 的 收 敛 和 牛 径 都 是 R。 特 如 有 了 (0) 一 p14v。 叉 人 险 


F(z) = 二 CC 十 az 十 - 妆 十 十 一 
(2) ”2 > 十 1 


zz?+l 十 “。。， 


Co 


到 F(z) 是 f(z) 一 >，anz" 的 原画 数 。 故 


如 二 内 


F(z2) 一 (75a. z 


$ 12. 替 航 数 的 唯一 性 定理 及 及 图 数 
定理 1。 若 当 |z| < R 时 ,收敛 级 数 


oo 

f (2) 一 >, dan2” 二 0， 
二 0 

则 

60 一 0 一 0 一 一 4 一 一 0. 


证 . 若 定 理 不 成立 ， 即 存在 Lk 二 0 i dag 二 41 一 


… 一 ati 一 0, 期 f(z) 可 以 写 为 


CD 


1(2) = > ，anzz。 


燥 二 克 


若 0 二 pp 二 RR， 由 于 》, |aslo" 收 化 , 故 |oo" 一 天 (一 有 十 1 )， 因此 当 |z| 一 
并 一 上 
Pp 时 


[fs 人 zetl — arnlizl 一 …) 
| _ Klzl 天 |z _ .Yo 1 天 zl 
> (al 一 于 有 一 全 和 一) 
由 于 |axl 0, 故 可 取 |z| 足够 小 ,使 
| K|z| 
> 0， 0. 
和 人 pp 一 |z|) 
因 ] 线 
f(z)| 二 0。 
此 与 假定 了 矛盾, 故 得 定理 . 
y 二 ayx 十 ax 十 eax 十 二 (1) 
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我 们 可 以 反 塌 过 来 得 出 活 级 数 
了 一 2 十 局 十 人 十 (2) 
用 比较 柔 数 法 可 以 逐步 确定 外， 01, 6503，*，…， 
将 (2) 代 入 (1) 得 : 
uby 士 2 人 十) 十 ea 人 2 十 六 好 十 十 my 十 玉 庆 十 :73 十 
证 一 二 0， 


故 由 定理 1 得 
i 2121 四 1 ”~ 一 0 ， 
GT 十 DC 一 一 0 。 
dib3 十 2ab1b> 十 asD1 一 0 ， 
因此 
太一 一 ， 广 一 一 刍 ， 旋 一 -一 瑟 , -， 
| 全 1 ay 1 
关于 车 级 数 (2) 的 收 化 牛 年间 题 , 牵 和 涉 较 多 ,在 此 不 作 讨 花 了 。 
倒 1 
y = 一 XX 十 x 十 必 十 ，。。 
li—x 
则 得 
xz 一 一 儿 十 入 一 …。 
例 2。 
log(L 十 xx) 一 zx 十 - 
一 一 一 -| OO 了 一 一 ae -i 
y 多 2 3 9 
则 得 
2 3 
xz 一 y 十 二 十 二 十 --.， 
2 6 
多 3 3 5 
。 x x 
一 SmY 一 YX 一 一 十 一 一 
了 31 51 3 
则 得 


$ 13，Kummer 刊 别 法 ，Gauss 列 别 洗 


定理 1 (Kummer).。 设 有 正 项 级 数 
由 (1) 
和 车 有 止 项 芮 Cd13 G23 "9 旦 存在 a 及 NN， 使 当 72 > AN 时 ， 


fn 


dn 


一 dati 之 > 0， (2) 
Hn+l 


则 (1) 收 化 ;车 3 一 发 散 , 且 当 m> V 时 
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则 (1 7) 发 散 . 
证 . 著 (2) 成 立 , 则 当 ”= 一 N 二 1,N 十 2,…，M 时 ,有 
HUNTFINN+TL YY UN+T2HN+2 之 QU N+2, 


CN+28N+2 一 ONT3HN+3 之 OHNtT3 


Bomaneooeosssoaneneoee “on 
HMUHM ~ CM+INM+I 之 UHM+le 
总 加 之 .得 
a( UN+2 二 -十 UM+1) < 4NAHIULNI 一 GMTIUM+L < AUN+TIUN+A 


将 M 一 co, 则 得 


总 心 
WU 弛 NT Nt 
> 1 Wa < 一 一 一 -一 ~ 3 


7 二 N 二 2 Cu 
故 由 定理 4.3.2 可 知 和 级 数 (1 ) 收 钱 ， 
车 (3) 上 成 立 , 旧 当 #z 二 NN 十 1,*……，M 时 
时 入 1 1 
HNy+2 ~ UN+2 , HN+3 ~> GZNT+3  。。。 HM+1 ~> UM+1 
2 雪 
Wn+1l 1 WN+2 1 WM 1 
GN+1 UN+2 UM 
各 不 等 式 相 乘 得 


(M=N++2,N + 3...), 


UM+1 > UNTIUN+I 
Mtl 


故 由 定理 4.3，、4 可 知 航 数 (1) 发 散 ， 
定理 2 (Gauss)。 对 于 级 数 
ti 十 wz 十 nib 十 xz， 十 “sy 


计 


Hn 0 


一 1 十 二 十 竺 ， 


1 7 


n+l 


(3) 


(1) 


此 处 p 之 1 而 |w,| 二 4， 当 pp 之 1 时,(1) 移 对 收 伊 ; 当 (1) 昨 正 项 级 数 , 则 pg 硅 1 时 ,级 


数 发 澡 ; 当 (1 ) 是 任意 项 级 数 , 则 上 硅 0 时 , 航 数 发 秘 ， 
证 . 取 &a4 二 2, 划 


— arnl = lim {a (1+ . 二 2] 一 = 一 十 一 4 一 1 


-i 天 72P 


iim {a 


| 


当 之 1 时 ,可 知 存在 4 及 N, 使 当 z 盖 入 时 ， 


Hl 


~ 一 Lorl 之 以 全 0. 


故 由 定理 1 可 知 (1) 各 对 妆 你 。 
当 二 0 时 ,由 


e 222 9 


(4) 


(3 
lim -一 一 0， 


可 知 存在 和 Ni, 当 半 全 Ni 时 


| 一 1 二 下 (1 二 
{ntl 
也 即 zsrt| 二 1asl， 疏 汝 2 一 00 时, ww 不 趋 于 0. ， 帮凶 数 (1) 发 区 
当 上 二 0 时 ,办 为 
ta | 1+ lr 1+ 切 ， 
nt1 727 7 
所 以 
-2 | .et <(1+4 (1+ 4)--(1+ 4 = 
7 和 2 13 tn 1? 27 


(2 — 1)? 
一 、 4 AL 1 1 
2 log(1+™7) 六 二 一 4 2 -5 
—e <<e <e™ 

上 放 当 nn 一 00 时 ,ws 不 趋 于 等 ,所 以 (1) 发 散 ， 


当 1r<1 而 im>>002 一 11, 2, ) 时 ,由 (4) 可 知 存在 Na 使 当 之; 时 ， 


it 
Qn 


他 7 十 上 < 0。 
好 xp 二 1 


故 由 定理 1 及 调和 和 级 数 > 1 发 散 ( 见 $ 4.3)， 可 知 (1) 发 散 . 


最 后 ;, 当 由 一 1 而 夫人 0 一 1 2 0) 时 , 取 <c, 一 2log2z， 有 
8 1 00» 

Un -nt 十 十)logn 一 (z+1)log (n+1) = 
ntl 77 nr 


PP 


—= Sr logn + (n+ 1)log (1 ———). 
npe™!l 


十 1 
| 
lim 一 “2 log 7 一 0， im(# + Dlog (1———)~—1 
00 np™! -1 ” 


可 知 存 在 N;, 当 2 一 N3 时 ， 


fn 


Qn YY Gntl 一 0。 


Urnsl 
放 由 定理 1 及 3) i 发 散 , 可 知 级 数 (1) 发 散 . 
$ 14. 超越 几何 级 数 


定义 . 假定 a. B,Y 是 实数 ,但 7Y 不 是 饥 整 数 耻 0， 则 级 数 


cl xcta 十 1)8(8B 士 1) 
;0) 一 1 十 -十 全 


ec 十 1 (十 二 一 1)848 二 148 十 了 一 1 十. 
ni1Y(Y 二 1).….(Y+n1) 


_ 1 Salz 士 DC 二 一 DB8(B 十 让 08 十 二 La 
2=1 nly(Y 十 二 ) YY 十 大 一 上 十 ) 
称 为 趣 城 几何 级 数 豆 Gauss 级 数 ， 
汉 w 一 有 一 7 一 1 时 , 即 为 几何 级 数 ， 显 然 有 
Fla, B, B; z) = (1 — 2)", 


十 、.。。 


1 1 1 了 » 4 
2F ( — Tn, ?Ty Ts; 2) = 1+) + 


| 


zF(1,1,2;— 3) = log (1 + 2z), 


2zF (>, 1 、 二 ， 2) = logi 
2 一 
又 可 证 明 
fm F (1 B, 1; 2) 一 6”, 
lim F 1 2 \) -cosh 
A 0 , 和 > 4 — COSN 2 
考题 1、 斌 证 
F ( 工 1, 一 工 ， sinzv | -一 COS 12X。 
2 2 2 / 
性 题 2。 试 证 


z (1 =， 了 一 中 一 arctgt, 


定理 1。 当 1z| 一 1 时 ,级 数 移 对 收 仇 ; 当 |z| 之 1 时 , 航 数 发 淫 , 
证 ，。 把 F(a, B, 7Y; zx) 的 第 nn 士 奔 项 记 作 xx， 则 


(a 二 n)(B+n) 
fy (nn 十 1)(Yy 十 7z7 ) 


当 2 一 co 时 ，jwruyzo| 一 |zl。 由 定理 4.3.6 及 4.3.6 可 知 定理 正确 . 

但 在 单位 图 周 上 如 何 ? 我 们 不 作 一 般 讨 论 , 仅 束 z 一 1 及 z 一 一 1 二 点 研究 它们 的 
收 仇 发 散 情 况 如 下 : 

定理 2. 超越 几何 级 数 F(a, B, y;1) 当 7y 一 ec 一 B>0 时 和 纺 对 收 仇 ; 当 y 一 a 一 
8 和 0 时 发 散 . 

证 。 当 z>> lal,z 18| 时， 


tn (n+ 1)(y + a) & + 二 人 + 之) 


EE 


Untl) -一 .|| 


pf 天 
2 : 2 : 
= (+ 二 过 ) 人 1 一 双 十 要 一 到 二 (1 一 全 二 久 一 全 + …)= 
人 六 2 3 7 2 3 


® 224. 


-rs)- 


这 儿 ws 有 界 , 因 此 超 几 何 级 数 在 若干 项 之 后 , 所 有 的 项 都 同 号 , 故 可 以 看 作 是 下 项 航 激 。 
由 定理 13.2 得 知 定理 成 立 . 
定理 3. 超越 几何 级 数 


Fla, B, 和 一切 一 1 一 -中 十 :十 
117 


nl1y(Y 十 1) (7Y 十 于 一 工 ) 


当 y 一 a 一 BB 0 时 移 对 收敛 , 当 一 1<7Y 一 a 一 B 志 0 时 收 合 , 而 当 Y 一 a 一 B< 一 1 
时 发 散 . : 
证 。 由 于 


Un 


十 《一 1)? 


ge 
mp 


(zn 二 1)(y++zn) S147 eBil ,ww 
| (nz 十 a)(n++ B) 2 2 


故 由 定理 13.2 可知 当 7Y 一 a 一 BB 二 0 时 , 级 数 移 对 收敛 , 当 7Y 一 < 一 BB 二 一 1 时 发 散 . 
党 1<7y7 一 KE 一 8 和 0 时 ， 可 知 当 zz 盖 max(|cl ,8 ,17| 7) 时 ， 从 第 z 十 1 项 开 
始 ，F(a, B, 7Y, 一 1) 是 正 负 项 相间 的 级 数 ,而 且 存 在 N, 当 4 二 NN 时 


tn = 1 十 工 二 2& 一 上 二 工 十 和 >1， 
intl 1 7 
又 可 知 存在 8 六 0 及 N, 使 一 1<yY 一 a 一 B 一 se. 当 m 全 人 时 
| am 1 二 7 一 < 一 睛 一 se 十 1 14.9 (6 二 0)。 
他 加 十 1 12 2 
改 
sf 一 | ,| 2LrvH |- > (1+ 0 ) (+ 三) = 
nt HH N+2 N+3 Hnt1 NV+l1 
号 ur 和 交 和 
-一 - 2 一 Ad 十 1 >> an 人 NT YY 二 N+!1 


> 3} 
由 于 mn 一 00 时 , e*™Y™! "“N?! 趋 于 ce, 亦 即 wx, 一 0。 故 由 定理 4.4.1 可 知 ， 当 


一 1 二 yY 一 a 一 BB 志 0, F(a, B,7Y; 一 上) 收 伐 . 


Fla, B+1, y+1; 2) = F(a,B,y; 2)+s CYTB) F(at1, B+1,7+2; 2) (1) 
Y(Y+1) 


及 


F(at1, B, y+1;2) = Fe, By;s)+s PY Flatl, B+1, 7+2; 2). (2) 
Y4Y 十 二) 


证 。 由 


e 22 。 


F(a, B+1,7Y+1;2)— Fla, B,Y;2)=— 


局 se 十 Data 一 让 CRB 二 D (8 二 加 
全 nl(Y 十 1) (7 十 22) 
a(a 十 1). (wz 十 7 一 工 ) - B(B 十 DE or 
ztYCY 十 1) 7 十 于 一 工 ) 


3 a(a1)-.(a+»—1)(B+1)...(B+7z—1) Bt -8| nr 
nl ni(y 十 于) YY 十 了 一 工 ) y 十 疙 Y 


7—B) SC 十 (Cg 十 二 一 108 十 1 08 十 于 一 人 or 
7Y(Y+1) 对 (mm 一 1)167 十 2) 47 + 7) 


一 “czCY 一 B) Eat1, B+ 1, +2; 2), 
YC(Y+ 1) 


旺 序 (1). 
因为 F(a 十 1,B,y 十 1:2z) 二 FF(B,a 十 1,yY 十 1; zx), 所 PD 


F(at1, 月 , 7+1; 2 ) 一 F(a, B,7; 2)+z .BY 一 aq Flat+l1, B+1, 7 十 23 2). 


YCY+1) 
取 
和 x ), 
Xti = Fla+n,B+nt+l,y+2nr+1;x), 
_ (B+ta)(y—a+xn) (a++n)(y—B+z) 
dn A， 
(y 十 2z)(7y 十 2z CO— 1) (Y 十 2z 儿 7Y 十 22 十 工 ) 
虽 
入 二 人 1 一 G1X NI, 
Xl 二 人 2 一 axX;, 
者 才学 者 春 时 | (3) 
入 im 一 1 一 : Xm YY dmXA mtl, 
证 。 由 (1) 得 


F(a+n,B+i+nz+1l,y++2nt+1l:x)= F(a+n,Bi+n,y+ 2x: 7) 


十 -十 PtY 一 有 十 2) ,parnt1,B+n+ ly i 2n 2:%), 
(y 十 2x)(yY 十 2x 二 1) 


请 妆 2 一 22 十 工时 
Xn 一 Xi amr Rmtle 
由 (2 ) 得 
F(atnt1, 8 十 z 十 1, y+2nt+2: x) = F(at+n, Bi+nt1, y+2n+1: x) 


二 x(B 二 zz 二 TI)C7 一 w 十 2 十 1) 
(7 十 2z 十 1)7 十 22 十 2) 


Ej 二 2x -2 


F(at+nt+1, Btn+i+2, Y+2nT3; x), 


人 人 入 pl -全 XN mt+ly 
则 得 (3 ) 式 . 
册 (3) 式 可 知 


s226，。 


因 坊 


和 一 1 一 -4 3 一 1 一 -1 . 
和 1 A 六? 作 2 信 ,y 六 
六 > 作 3 it 
逐步 代入 上 基 得 连 分 数 
4 一 1 一 -ZL 
入 1 A 
1 一 。 
1 me 
入 ， 
入 jp+1 

X11 lil 

从 1 1 _ 他 7 

] 人 二 
| 一 {Tm 
从 mm 
人 ml 
_ 工 A A oe Tm—lY Tm 
1 一 1 一 1 一 一 1 NX 
Nm+l 
MapxkoB 用 这 个 式 子 计算 
5 -1 12 一 (一 1 pp (nF) 
/十 2 9 (7 十 2)(07 十 3) qd 
_ 2) 
3 
d 


F( n+l1+1,1,7+2; 
此 处 2 二 是 整数 ,0 委 ! 一 20 一 ?二 本， 十 9 一 1 


取 
xx 一 一 2 十 /十 1 


B=0, 
7 一 /十 


zu| 
Xf (tlit1,1,1+2;—), Xo = 1, 
4d 


由 定义 可 知 
一 dn 4! 一 0, 


他 2 一 2 一 1 一 


必 


F(tltl,1,1+2;—2) =— 
tn do 
1 QI 2 。。， 427z 一 2 一 2 七 
1l— 1— 1 CC— 一 1 


Bt) 2 ) 
(Y + 2 一 2)(Y 十 2 一 1) 


(一 二) 一 


他 2 天 一 [这 


(十 28)(7 + 2k—1) 9 
(一 7 一 AI 十 不 ) (之 )= 
(7 十 24 和 十 28 一 1)、9 


gx 一 (一 ) Cn 十 尼 ) (- 2) 


(y+2R8)Cy+2R8—1)\ gq/ (24+ DR+1I+I). 4 


S 人 1. 1 a 4d a 。。。 Cui nll 
1 一 1 十 1 一 1 十 一 1 二 1 


现在 对 cx 及 Q% 进行 估计 ， 我 们 有 
0 < 一 ck (&< 委 2 一 /一 工 )， 
又 假定 (x 十 1)p 二 7 十 2, 划 
(za— li— lp=(2+t 1)p— (+2)p<0 + 2)(—p)= (+ 2)g, 


ED 
a= DD.? 1. 
上 十 2 4 
改 
ck) 
十 25 (7 十 28 一 1) 4 
个 
we 一 人 dx Ck+1 。 
1 十 1 一 工 十 
旭 用 数学 归 生 法 易 证 
9 一 ok 一 CR 
你 
vy 一- 一 一 di w= -2 dz 
1 — ow 1 十 1 一 ao 1 士 工 一 as 
一 般 改 来 有 
we 一 4 dt 
1 十 1 一 ok 
故 由 估计 


0 一 wert < Ch+l1 


es 228e 


可 得 os 的 上 下 界 , 从 而 得到 wrm， …， 以 至 S 的 上 下 分 。 


例 ， 取 
p = -~, 7 = 9,000, 7 一 3,090, 
村 
1 Cy dy 
1 0 .95333 D0.00047 
2 Q .93444 0 .00094 
3 0 .93335 0.00140 
4 0.95227 0.00187 
5» Q.95119 0 .00234 
6 0.95010 
出 不 等 式 
0) < te < 0.95011， 
开始 得 
1.00234 过 1 十 一 二 1.04711: 0.90839 二 w; 二 0.94898， 
— 
1.02041 <1 十 和 一 1.03685, 0.91842 过 w= 0.93324， 
— 
1.01716 之 1 + 一生 -一 1.02119:; 0.93362 < w; < 0.93728, 
— 
1.01416 过 1+ -1.01514: 0.94020 < wi < 0.94113， 
yy 
1.00785 之 + 一 do 1.00816: 0.94779 < wi < 0.94810, 
一 了 
因而 得 出 
1 1 
0.05221 0.05190 


者 是 !。 诈 明 y 一 F(a, B, 7;*) 适合 于 
x(1—x)y + {y— (lat+B+1)xr}y — aBy= 0. 


9 15. 用 器 级 数 解 微分 方程 


例 1。 求 严 级 数 
yy 一 aaxr 二 oz 二 .十 az 十- 
之 适合 于 
y — Xxy = 
者 。 
以 (1) 代 入 (2) 得 


(1) 


® 229 8 


(2 ” 1a, 十 3， 2aax 十 4， 3a4sx 十 -。。) — x(ao 十 他 1 十 2 十 “»*) 一 0, 
由 标 级 数 唯 一 性 定理 比较 系数 得 出 


于 


由 这 些 式 于 不 难得 出 a3k42 一 0 及 
A147 3 2) ， 。 


‘3RC3k— 1) (3&)! ， 
人 人 . 
js D258 34D 
3kC3k + 1) (3k 十 1)1 ， 
因 中 我 个 得 出 
y 一 Coyl 十 CI17y2， 
此 处 mm 及 aa 是 常数 , 且 
_、 一 1.4.7.。 (3K -一 2 ) 3 
咎 1+ 2 (3k)! 3? 
pd 
sq2.5.8。 (3 一 二 +1 
+ (GT 
因为 
[4 十 Den| /| 于 全 2 一 | 3 
(3& 十 3)1 (3R)! (3k 十 2)(3k 十 3》 


所 以 由 比例 刊 别 条 件 可 知 ;, 航 数 羡 对 任何 值 都 收 做 。 园 法 证 明 六 也 是 对 任何 值 都 站 化 的 
汲 数 , 
例 2。 考虑 方程 
(1—x)y 一 2 十 ay 一 0. (3) 
以 考级 数 (1) 代 入 这 方程 得 
(az 十 2)(z 十 1 一 2 一 1)cv 一 aa 十 ac 一 0， 


(z+ 2 儿 z 十 arr 一 (2 一 人 )ane 


2 一 4 一 22 2) 
1) 《22 )1 


(1 人 2 一 Le 一 3 一 (2 一 1))， 
2# 二 1 (27 一 1 1 


zz 一 (一 0 


es230。 


因此 得 到 
y 一 Coyl 十 C17y2， 
此 处 qo ai 是 二 冲 数 ,而 
2 一 2) 4 ae 一 2 人 0 一 全) 6 
41 01 


(a—1)(a—3’°) 5 (a—1)(a—3:)(a—5) 27 十 。。。 
31 2 1 71 


由 于 当 2 一 co 时 
/ 


CC 一 4) (a — (27)) 2nt? 
a’ 一 (272 ) 2 


(272 十 2)1! 
(27z 十 1)(2zz 十 2 ) 
故 用 比例 乔 别 条 件 , 级 数 yi 当 |x| 二 1 时 引 对 收 伊 ;同样 地 , yz 当 |x| 和 1 时 也 经 对 收 化， 
只 要 4 不 等 于 一 个 偶数 , 当 |x| > 工时 , 这 和 级 数 显 然 发 敬 , 当 4a 荐 信 数 时 , 级 数 y 珊 
成 为 多 项 式 了 。 不 难 验 证 yi 与 思 怠 等 于 下 面 两 小 钾 等 融 数 : 


2 一 4) (4 一 (2 一 2)) xn| 一 
(27)1 


| 


> [xz| 


yi — cos(aarcsin%), y2 一 工 sin (a arc sin x )。 (4) 
a 


圳 实 上 , 通过 微分 , 容易 证 有 明 cos (a arc sinx) 及 sin (a arc sinx) 都 适合 微分 方程 (3), 因此 
它们 能 够 表 上 成 yw 与 y; 的 线性 租 合 , 如 
cos(aarcsinx)=ay t+ By, sin(aarcsinx) = yy 6y;, 

计算 这 两 等 式 双 方 以 及 它们 的 一 阶 微 商 在 x 二 0 处 的 数值 ,容易 定 出 gc 一 1,8 王 0,7 一 
0, 6 一 za, 故 得 (47) 式 . 

归 灶 以 上 的 方法 我 们 可 以 处 理 如 下 形式 的 微分 方程 

akx)7 十 Blx)y’ + yl(x)y = F(x), 
此 处 alx) ,B(x),Y(x), F(x) 都 是 * 的 须 级 数 ， 且 a(0) 天 0。 在 这 样 的 情况 下 ， 可 
以 把 
pm 一 县 区，q( — HO, le) — 

写成 为 * 的 震级 数 , 然 后 用 到 级 数 代 入 ,比较 系数 而 得 解 ， 

如 果 a(0) 一 0, 修改 上 法 ,有 时 仍 可 解决 击 题 . 

省 是 《Airy)。 解 方 程 


2 
Ly 一 nxy 一 0。 
adx’ 


倍 3 超越 几何 级 数 ).。 解 微分 方程 


四 d’y -~ ev 
(1 一 xx) 一 = 十 [yy 一 (axa 十 BT 二 1 一 一 一 ab8y 一 
Qax” dx 


我 们 考虑 形 如 
xuan ax +t mr +) 
的 解 , 代 人 上 式 比 较 x 的 系数 立 得 
人 (人 一 1) 十 7yA== 10， 
印 
一 0 避 A 二 1 一 yy， 
比较 x” 的 系数 可 得 
CC -yz 二 2 十 1c 一 
， 一 (gc 十 B 二 1)Gz + 4)a, — aBa, = 0, 


或 即 


Cz 二 入 十 1)(n 十 A 二 ya 二 (n+ A+ta)(n ++ 1+ Ba,, 

， 一 (2 二 十 az 十 2 十 B) 
x 二 二 y) 

所 以 有 两 个 解 : 即 当 人 一 0 时 ， 


4 一 G0 (1 十 — as 十 Et 1) x 十 2 == aoF (a, B, Y， x ): 
胃 一 艇 十: 当 人 一 1 工 一 7 时， 
y 一 asmr(1 + 人 L 一 7 十 at 一 了 十 B) 。+ 
《2 一 7)1 


《人 1 一 7Y 十 oa)(2 一 > 十 ca(1 一 yy 十 B)(2 一 > 十 有 ) 2 
(2— 7Y)(3— 7):1:2 
= ax Pla+1—7Y,B+1l—Yy,2— 7Y;x). 


但 是 我 们 必须 注意 , 当 Y 为 负 整 数 或 0 时 , 第 一 解 无 效 , 而 当 2 一 y 为 负 整 数 或 0 时 ,或 


即 Y 为 不 小 于 2 的 正 整 数 时 ,第 二 解 无 效 . 
一 般 来 放 , 我 们 的 起 几何 方程 的 解 是 
(A) y= CiF(a, B,yY; x) + Cx Flat+1—y,Bi+1l—y,2—y: x*). 


7 二 1 时 , F(a, B,Y; x*)= Fla+1—7,B+1—7y,2 一 7y;*), 在 F(a,B,1:;zx) 之 
外 ,对 Y 的 其 他 整数 值 我 们 还 是 仅 有 一 个 解 , 由 此 可 知 , (4) 不 能 给 出 超越 几何 方程 的 有 


两 个 常数 的 解 ， 当 7 为 非 整数 时 ， (4) 便 是 超 几何 方程 的 有 两 个 常数 的 解 了 . 
例 4(Legendre )， 
(1 — xr)y 一 2x + n(n 1)y C= 0 


以 竹 航 数 
y 一 >， CN 
/=0 
代入 开 比 较 系 数 得 
CC 二 2) 二 1) 一 一 1)e 一 21a + n(n + 1)a = 0, 
残 印 


* 232%9 


(2 二 7 十 TD)(2 一 六 


2 CO 二 TO 
所 以 得 出 
a = (—1) (4 十 1)(n 十 3)*:* (nd 27— n(n — 2)-:- (2 -一 27- 二 2) 4 
2 (2D)1 » 
4 一 (Ti 十 2)( 人 (2 十 4) (2 十 21(2 一 1 一 3) (人 2 一 2 十 1) 
2 (27 + 1)! 2 


而 得 Legendre 方程 的 有 两 个 任意 常数 的 解 : 
a De tet sD. 


2 41 
一 一 - ”Y -一 一 一 一 
(: (2 十 2) 人 2 一 1) ss (tt 4 D3),;.. …) 
2…3 2 1 
一 40y1 十 dy2。 


如 果 # 是 一 个 正 偶数 , 则 思 仅 有 有 限 项 , 它 是 z 的 ”次 多 项 式 ,用 (一 :221 Pu(z) 表 
一 -1 


2 人 ( 
2 
门 呈 
它 , 当 是 正 奇数 时 , y 仅 有 有 限 项 , 它 是 * 的 ?次 多 项 式 ,我 们 也 用 一 一 一 ;Pa(*) 
2D nl ( !) 
2 | 
表 它 。 这 个 多 项 式 P,(x) 称 为 Legendre 多 项 式 . 
P(x) = 1, P(x) = x, P(x%) 一 一 《32 一 1), P(x%) 一 (5x 一 3x)， 
P,(x) 一 ~ (35x* 一 30 十 3)，Pi(x) 一 和 《63 和 5 一 70x + 15x),**., 


现在 提出 几 个 较 难 的 习题 ,但 是 是 重要 的 结果 
习题 1. 


wy) = C2! {i 22 一 1 
人 | 2(272 一 于) 一 


n(n 一 1 一 2 从 一 3) on ... 
下 2.4(22 — 1)(2n 一 3) | 


~ (2n 一 27)1 2 
2 1 2"z!(2 rn m27)1 2? 
此 处 六 一 末 或 垃 (9 一 了 ), 视 为 偶 或 奇 而 定 . 


习题 2。 证 朋 


P,(x)= F (2 + 1 C7， 1; ~ ). 


3 
th 


习题 3.。 证 朋 


1 dd” 
P,(x) 一 (Cx — 1)"). 
(0) — Tr Er (CF — DD 


例 5 (Bessel), 
ry xy (ry=0 kA 0, 


® 2338 


我 们 现在 车 处 形 如 
y= x(a 二 ax 十 ar? 十-……*) 
的 解 。 上 比较 x’ 的 系数 可 得 
rtr—1)+r—p=0, 
即 r 二 土 p。 命 
y =— x*(ao Tar + qr? 十 ，…*)， 
代入 原 方程 比较 系数 可 得 a1 一 0 及 
Rl2p + Rar 十 ar-s = 0, 


即 得 | 
gt+ri™— 0 (R= 1,2,.*°) 
及 
二 一 1 一 一 一- 一 一- 
ax 一 《一 1) 22pIC 二 1) 十 2)- (十 大) 
售 


bf 0 
(: pl) 2 .12 十 1 十 2) 
又 换 严 为 一 pp, 而 个 


4 二 .| 
" 22.1.( 一 有 十 1) 214.1:2:C(—pgt1)(—pkt 2) 六 


则 尖 屎 非 整 数 时 ,方程 有 两 个 任意 常数 的 解 ciyi 十 c2y;。 当 上 为 正 整数 时 y, 不 存在 ,雪上 
为 负 整 数 时 位 不 存在 , 当 & 二 0 时 yy 二 y,， 所 以 当 上 为 整数 时 ,我 倍 仪 每 到 只 有 一 个 任 
意 营 数 的 解 ， 将 来 知道 ,在 这 种 情况 下 方程 的 解法 还 没有 元 整 ， 


* 234。 


第 八 章 “方程 的 近似 解 


$1 引 车 


本 章 中 将 研 宪 方程 的 数值 解法 。 我 个 所 讨 芥 的 方程 可 能 是 代数 方程 也 可 能 是 超越 方 

程 。 所 谓 方 程 求解 就 是 在 于 求 出 数值 人 , 使 
作 E) 一 0， (1) 

这 儿 Hz) 是 一 个 已 和 给 的 连 绪 画 数 . & 称 为 方程 (1 的 根 , 或 称 为 两 数 帮 x) 的 零点 . 

最 直 党 的 方法 是 描 图 法 ， 尽 可 能 细 地 取 一 些 点 zi 二 xi 二 x3"…- 来 算出 yi 二 1)， 
y2 二 从 xX2)， -把 点 (1)，《xX2， 72) 男 在 纸 上 , 如 果 (ze 加) 与 (zeriyyofrt) 一 个 处 
于 zx 轴 以 上 ,一 个 处 于 * 轴 以 下 ,我 个 再 在 zw, x+i 之 关 取 一 些 分 得 更 细 些 的 点 ,这 样 就 可 
以 把 邮 线 yy 二 1(x) 交 * 轴 的 点 逐步 显示 出 来 。 这 一 上 方法 , 在 原则 上 是 简单 的 , 但 是 实际 
应 用 时 , 却 是 效率 不 高 的 。 在 实际 计算 时 , 实 盾 上 分 成 两 步 , 第 一 步 是 确定 两 个 数 a,5, 其 
剖 包 含有 根 ;第 二 步 是 把 包含 著 根 的 区 国 的 两 端 深 淅 接近 , 在 某 些 情形 下 , 做 些 补充 的 计 
算 来 说 明 近 似 值 的 误差 ， z 

关于 第 一 步 ,一 般 放 , 我 们 并 没有 很 好 的 办 法 ， 但 是 在 实际 间 题 中 , 客观 事物 的 本 身 
往往 就 建议 了 根 所 应 当 存 在 的 范围 ， 例 如 ， 在 a, B 之 间 。 因 为 在 根 的 附近 ， 一 般 讨 来 ， 
1(x) 是 变 号 的 (不 变 号 的 情况 是 曲线 切 于 zx 耿 , 但 在 这 一 情况 时 (x) 是 变 号 的 ,我 们 不 讨 
论 这 种 情况 ,如 果 鞠 者 了 解 了 一 般 情 驶 之 后 ,这 种 特殊 情况 的 处 理 , 自 能 作出 )。 因 而 分 隔 
a, B 可 以 得 到 这 样 的 一 个 区 阅 ec, 6, 使 fa) 与 和 作 5) 异 与 . 

负 1。 考虑 代数 方程 

x? 十 axrrI 十 十 ix 十 av 一 0 

如 果 lxz| >1 二 lc 十 …- 十 |c| 一 M， 则 

[ax 一 十 十 ax 十 aa 和 安 (el 十 十 el)lz 于 天 Mizl 一 一 zl 
因此 

Xx” ax 十， 十 a_iX 十 a, 天 0， 
换 半 之 ,代数 方程 的 根 & 一定 活 合 于 : 
1 和 1 十 |c + + 1sl, | 


$2. 图 解 法 


于 节 虽 然 狂 了 图 解法 的 缺点 , 但 征 , 如 果 应 用 得 恰当 ,还 是 可 以 给 我 个 提出 不 少 有 用 
的 尊 料 的 . 
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例 1。 解 二 次 方程 
x —ax 一 局 
在 图 纸 上 固 定 地 夯 好 曲线 
了 一 x ， 


然后 用 一 把 下 发 束 可 以 找 轩 我 们 所 讨论 的 三 次 方程 的 根来 。 把 直 尺 的 廊 经 过 (0.b) 及 
(— 芝 ,0) 一 点 ， 划 与 曲线 ?y 二 x 的 交点 的 模 标 就 是 根 的 数值 (图 156)。 其 原因 是 经 过 


(0, 6) 及 (一 上 ,0) 的 者 重 方 程 是 


y 二 ax 十 上 bb， 
所 以 交点 的 模 坐 标 就 是 原 方 程 的 根 ， 
俩 2. 解 方程 
tg x = tgh x. 
把 二 个 图 形 
y= {tgxsy 一 teghyx 


重合 在 一 起 , 我 们 可 以 看 出 交点 的 横 坐 标 在 本 十 zz 附近 ， 


图 156 


53. 氨 代 法 


在 三 究 W 2 的 渐 近 值 时 ,我 们 已 经 用 过 迭代 法 ， 和 迭代 法 的 基本 形式 是 : 把 f(x) 分 为 
f(x) 一 jz)。 如 此 ,方程 变 为 
fii(x) 一 f(x), (1) 
其 中 及 (x) 是 这 样 一 个 画 数 ,对 任意 的 实数 m, 方程 
f(x) — 1 
容易 计算 到 高 度 准 确 的 实 根 . 
我 们 的 计算 方法 是 : 先 从 一 个 近似 值 x 出发, 代 到 方程 (1) 的 右边 , 解 方程 
fi(%) -一 f2(X0) 
而 得 出 * 的 第 二 近似 值 x. 
再 以 专人 代入 (1) 的 右边 , 解 方 程 fi(x) 二 f(z) 以 确定 第 三 近似 值 x。， 如 此 做 下 去 ， 
得 出 一 系 烈 的 值 : 
oy Tl X29 “yy Xn "9 
其 中 
fi( x1) 一 f(x0), 
fi(x2) 一 f(x1), 


fiCxn) fC Xn ) 》 


时 二 和 可 二 各 
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这 方法 的 儿 何 关 义 是 :所 求 的 根 二 曲线 
》 f(x) (c1) 
》 -一 f(x) (c2) 


与 


的 交点 的 横 坐 标 &. 
已 往 的 手续 可 以 属 成 为 , 作 直 和 线 x* = xo 平行 于 ?7 革 , 交 曲线 C; 于 (xo, yo), 过 这 交点 
引 看 线 平 行 于 z* 加 获 Cl 于 (xiyyo) ,再 过 (xy3yo) 引 平行 
于 > 朝 的 直线 交 Cz 于 (x1,y1), 过 交点 引 平 行 于 * 轩 的 
线 交 Ci 于 (xyi)， 如 此 续 行 ,得 出 一 条 折线 (图 157). 
但 这 样 的 折线 是 否 伪 来 伍 近 于 歼 点 是 一 个 并 题 ， 
从 图 形 157 上 看 , 如 果 我 们 从 x; 时 发 先 求 与 CL 的 交 
点 ， 大 作 和 平行 了 > 轴 的 线 变 C; 等 等 , 旧 获 每 了 一 条 刚 
好 相反 的 折线 ,这 膏 明 了 ,我 们 如 果 不 小 心地 选择 曲 嫉 
的 次 序 ， 我 们 可 能 得 到 从来 合 远 的 结果 ， 保 证 趋向 于 
交点 的 条 件 是 加 2 
LPGE)| 二 | 人 所) 。 
这 一 条 件 当 然 很 难 用 ,因为 这 儿 我 们 需要 在 x 一 6 的 数值 ， 不 过 我 们 有 以 下 的 竺 果 ， 
定理 1。 如 果 有 


Po | gsi, a<y<b), 
hr) 


划 


Xn — &, 


fi(xn+1) 一 fi(xn) 一 fx») fxn) 


证 . 从 


及 Laprange 定理 可 知 
(xl TT xz 请 (xz 一 (x， 本 x fy), 
此 处 立 在 Vy 与 41 过 .| 洁 , [而 了 在 Vy 与 这 7 一 ! 之 同 ， 因而 得 出 


EE YY Xn | < g | x» 四 xl | 。 


[zl 一 Xn | < q”| zi 一 xzo| 。 


从 而 得 出 


大 
lx 一 2 和 (9 十 ar 十 -十 qt+o zl 一 2 < 
dq 


当 % 一 00 ,9 一 0， 所 以 x, 古 收 做 的 .既然 收 化, 我们 出 
imfi(x,) = lmf(x, 1) 


可 知 
fi(é€) 一 (CE )。 


这 定理 的 特例 是 
定理 2。 如 果 在 (a, 5b) 中 f(x) 连续 , 且 |f (x)| 三 gq 二 1， 则 方程 
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+ 一 f(x%) 
的 一 个 根 可 由 
Xi = fx0), zi = fHX), xn = fx 1) 
例 1. x 一 x 一 0.2 二 0， 


这 方程 的 实 根 是 曲 禾 
y=x (1) 
本 y=x 十 0.2 (2) 
的 交点 的 横 坐 标 , 由 图 158 可 以 看 出 ,七 有 两 个 质 委 ， 一 个 
图 158 正 根 . 


在 4 及 下,(2) 的 斜率 的 纸 对 值 小 于 (0) 的 切线 的 余 率 的 绝对 值 , 取 有 1(%*) 一 x , f(x) 
一 x 十 0.2, 将 4 与 总 的 横 坐 标的 计算 烈 成 表 如 下 : 


MWxa 十 0.2 xn + 0.2 
xo 一 工 1.2 
x1 = 1 .037 1 .237 


xa =: 1 .0434 1 .2434 
xs = 1 .0445 1 .2442 
x4 = 1.04472 


于 是 得 到 准确 到 四 全 的 根 的 近似 值 x = 1.04472.， 
xn 二 02 xz 中 0.2 


x0 一 一 ] 一 .8 


Xl1 一 一 0.950 一 0.756 

xa 一 0.9456 一 0.7456 
xs = —0.9430 — 0.7430 
xs = —0.9423 一 0.7423 


Xs 一 一 0.94214 一 0.74214 
6 = —0.94210 


于 是 得 谭 凑 不 超过 2， 10™ 的 根 的 近似值 * 二 一 0.94210. 
在 计算 C 的 坐标 时 ,由 于 在 C 点 (2) 的 斜率 的 绝对 值 大 于 (1 的 切线 的 告 率 ,故此 时 应 
该 取 及 (x) 二 x, f(x*) 二 一 0.2。 现在 将 C 的 横 坐 标的 计算 烈 寺 下 ; 


x — 0.2 x 
Xo= 人 0 一 0 
XxX1 二 一 0.2 一 0.00032 
Xa 一 一 0.20032 


于 是 得 到 准确 到 五 位 的 根 的 近似 值 x 二 一 0.20032。 

人 2. x= tgx, 

这 个 方程 的 根 是 曲线 
yx (3) 
y= tgx (4) 


与 
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交点 的 横 坐 标 . 
由 图 159 可 以 看 出 ,在 每 一 个 区 阅 


和 


[C22 一 1) 芭 ， C2n + 1) | (a = 0, 土 1,.…*) i 


中 》 这 方程 有 一 个 根 ， 
售 as 表示 第 2 个 正 根 ， 则 


Cp ~ (2 十 1) 和 
7 


Pp] 


现在 来 求 wm。 将 原来 方程 改变 为 
x = arctgx, 


我 们 把 大 算 列 成 下 考 : 


文才 Arc tg rn 
xo = 4.7124... = 二 4.5033 
x1 = 4.5033 4.4938 
ro := 4.4938 4.4935 
xs = 4.4935 


于 是 得 到 根 的 近似 值 为 a 二 4.4935 , 它 准 确 到 四 位 数字 . 
这 代 潜 的 原理 也 可 以 几 来 计算 联 并 方程 
F(x,y) = 0, Fx,y)=0 
的 交点 (E, 7)。 
设 在 C5, 7) 附近 F(x,y) 二 0，Fs2x,y) 二 0 分 别 确定 了 图 数 y1(x*), y2(x)。 这 时 


9F1 0，9F2 0， 且 由 定理 1， 当 
Oy Oy 
y2C%) < 一 
9 一 | 
yiCy) 
外 | 252 /202| 过 8m /FE ,0g 二 1 成 立时 (这 里 了 ,0 是 (&,w) 邻 域 的 
Ox Oy P Or Oy 0 
点 ), 则 可 下 一 个 0 出 发 ,在 


yi(x) 一 ya xo) 
中 解 x,， 这 相当 于 由 一 适合 Fa(x0,y0) 一 0 的 (x0,yo) 出 发 ,在 F(x, yo) 一 0 中 解 出 x 使 
Fi(xi, yo) = 0. 
而 由 yi(x) = 二 yx1) 确定 x,, 相当 于 确定 yi 使 
F(xi, yi1) = 0. 
骨 傅 定 x2 使 F(x2, y1) 一 0, …, 即 定 理 1 的 演算 过 程 化 为 先 确定 (xo, yo) 使 
F2(xo, y0) 一 0， 
然后 再 依次 由 以 下 方程 来 确定 my …，xo， yp， 
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F(X1, yo ) 一 
F,(xi, y1) -一 0 


Fi(xn, yal ) 一 0 
F,( x,, yn) 一 0 


| 


$4. 搬 公 法 


我 们 假定 f(x) 在 [4,5] 上 是 连结 的 , f(x), 产 (x) 都 不 变 号 , (a)f(5) 二 0。 
过 (a, fa)) 与 (5, 1(5)) 作 一 直线 
yl (4, (6)) y—f(a) _ x—a 
{62)— fa) 2b—a 
这 直线 和 zx 轴 的 交点 是 > 一 <, 即 


— f(a) Ca 
f{(2)— Ha) 2 一 Ga 


(a,f (4)) 解 得 
. (ba)fa) ,la— BB) 
图 160 f(2) — fa) f(a) — fH6) 
这 一 公式 便 把 区 立 (a, 2) 缩小 成 为 (ay c) 或 (c, 6)。 区别 根 是 在 (c, 5) 中 ,还 是 在 
(4a, c) 中 的 方法 是 研究 了 六 (x) 的 符号 ， 车 在 (a, 5) 中 站 (x) > 0, 旭 当 产 (z) > 0 时 , 根 在 
(c 6) 之 中 ;而 了 (x) 二 0 时 , 根 在 (a, c) 之 中 .车 在 (a, 5) 中 f(x) < 0， 则 当 了 《zx) >0 
时 , 根 在 (a, c) 中 ;而 六 (x) 二 0 时 , 根 在 (c, 5) 之 中 . 


侧 。 求 方程 z 
f(x%) =x 2x 二 3r—5=0 
的 根 。 由 下 表 
世 0 5 | 2 | 1.9 1.8 1.7 | 1.5 l 0 
| | = 


可 见 根 落 在 (1.8,1.9) 之 中 ,又 由 公式 可 得 
(1.8 一 1.9)0.339 
一 0.248 一 0.339 
计算 得 f(1.843) 一 一 0.00427 < 0, 所 以 根 在 (1.843 ,1.9) 之 间 ,再 用 公式 


《一 0.057) - 0.339 | 10 0.019323 
0.339 — (—0.00427) 0.34327 


力 了 要 前 明 精 确 度 , 取 * 一 1.8438 代入 ， 
1(1.8438) 一 6.268180 一 6.799197 十 5.5314 一 5 一 0.000383 > 0, 


c 一 1.9 二 | | 一 1.843. 


c= 1.9 十 | 一 1.8437, 


f(1.8437 ) = 0， 
所 以 根 在 (1.8437,1.8438) 中 , 即 近 似 值 的 误差 小 于 0.0001， 
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$ 5 Newton 法 


我 们 仍然 假定 在 1e, 2] 中 f(x) 是 连 策 的, 了 (x) 也 是 连 纺 的 , f(a) 与 人 5) 异 号 。 
为 了 肯定 起 见 , 我 们 假定 信 a) 二 0, (8) 0。 如 此 f(x) 是 逢 图 数 , 即 六 (zx) > 0。 
过 《ke 1a)) 作曲 和 线 ?y 二 f(x) 的 切线 


光一 好 
了 f(a) 
一 g 十 2 < 
Fla) 
这 切线 与 x 轴 交 于 


(a,f (a)) 
图 161 图 162 


在 第 161 图 的 情况 下 , ec 比 < 更 接近 于 ,但 是 在 第 162 图 的 情况 下 , 并 不 一 定 有 这 
样 的 结论 ,主要 的 原因 是 第 一 种 情况 曲线 是 向 .上 上 同 的 ,也 就 是 做 a) 得 (w) 古 同 苘 的。 如 
果 fa) 和 六 (x) 异 护 ,我 们 由 旨 点 出 发 ,可 得 同样 的 竺 果 : 


我 们 再 回 到 原来 的 并 题 , 把 


作为 根 的 新 数值 ,再 一 个 一 个 地 求 


和 
此 处 有 aa 所 as 和 … 又 从 
f(ar) = f(an) — f(E) 一 (ao 一) 7)， 
此 7 在 a 与 之 间 , 所 以 


| — | < 一 [天 c | 
itp 人 7 3 


此 处 zw 等 于 | (x)| 在 as,2 关 的 最 小 值 . 


例 1， 和 给 了 方程 
f(x) = 十 2x: 一 3x+ 一 7 二 0, 


把 根 分 隐 出 来 : 
x |-+o | 10 5 2 1.9 | 18 | 1.7 | 1.5 1 — 0% 
1(x) | + + + | + 人 
根 在 1.8 与 1.9 之 关 . 
微分 得 
f (x) = 37x? + 4x— 3, 
由 此 得 
f (a) = ff(1.8) = 9.72 + 7.2 — 3 = 13.92. 
代入 则 得 
gi 一 1.8 十 2 一 1.806, 
代 人 原 方程 


f(1.806) = 一 0.0042 = 0。 
因此 极 在 (1.806,1.9) 之 并 . 
狗 行 可 得 
g2 一 41 十 = 一 1.806 十 ee 一 1.8063, 
因为 入 1.8063) 二 0， 所 以 根 在 (1.8063:,1.9) 之 中 ,， 插 求 出 全 1.807) > 0。 所 以 根 在 
(1.8063,1.807) 之 间 , 这 近似 值 的 人 钥 荆 小 于 0.001， 
从 2， 解 


用 两 曲线 


XY。jlogox 一 工 


7 一 logoxz， ?7 一 一 
X 


的 交点 来 预测 方程 的 根 的 位 短 ， 由 图 中 看 出 根 是 在 2 与 
3 之 肛 , 我 们 上 插 来 进行 骏 算 , A f(x) — xlognx— 1, EU 
f(2) = —0.39793..…. < 0， 


0 1(3) = 0,43136.。。 之 0。 
显然 在 2<x<3 尚 
f (x) 一 iog1o 十 logio ec>0 
f(x) = ge > 0 
> 
我 们 由 5 一 3 出 发 
六 一 3 13) -3 043136… 3 0.473..., 


f (3) 0.91141 
我 们 取 Bb1 二 2.53, f(2.53) 一 0.019894*…。 
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f(2.53) .> 53 — 0.019894… : 


. 一 2.53 一 0.02375.。-。。 
f(2.53) 0.83741 


2 == 2.53 一 


再 取 2 一 2.5063， 人 得 出 
1(2.5063) 一 0.000089, 
误差 可 以 估计 得 


12 一 有 | 一 ee 一 0.0002 


(此 处 zz 一 min|f(x)| > 0.7)。 所 以 我 们 所 得 的 带 有 准确 度 的 和 缚 果 是 
E = 2.5062( 鞋 0.0001), 

位 3。 试 寻求 一 个 求 方 程 和 十 x 十 十 个 十 x 一 上 (5 魏 工 过 62) 的 近似 程 ( 要 求 
有 三 位 准确 ) 的 快速 解法 ， | 

这 是 计划 工作 者 经 常 遇 到 的 一 个 方程 。 例 如 , 假定 一 九 五 二 年 机 械 工 业 投 交合 是 a， 
第 一 个 五 年 计划 期 间 总 投 榨 额 是 5。 并 第 一 个 五 年 计划 期 间 的 平均 增长 率 是 什么 ? 讼 
均 增 长 率 是 y， 那 末 

z[( 人 十 y) 十 (EL 十 y 关 十 (1 十 ?十 (1 十 ?7 十 (1 十 ?7 一 2 


作 代 换 1 十 y 一 xx， 一 工 , 就 化 为 我 们 所 要 求 的 形式 了 . 


命 g(x) 一 妇 十 对 十 妇 十 刀 十 zx。 我 何 就 是 要 求 故 xz) 一 g(x) 一 工 一 0 的 根 有 . 
先 得 两 个 霄 ,过 分 点 关 的 距离 为 0.01. 


万 g(x) x 
} 5S ] 
1 .01 1.01 
(I) -一 一 (II) 
| 
.909 | es 1.99 
2 62 2 


对 于 5 压 工 亿 62 中 的 工 , 由 (I) 可 以 找到 4 福 足 


g(a) > 工 守 g(a 0.01), (1) 
从 
1) .2&a)—L 、 
本 fa) g(a) 2) 
我 们 可 证 : 


0 过 EE*—é£< 0.00013, (3) 
因此 6* 适合 我 们 的 要 求 。 事 实 上 由 (1 可 知 
和 一 aa 十 7, 一 0.01 一 zs< 委 0， 
故 由 Taylor 展开 式 得 
of fa tA) tf amt ty oc<0<l. 
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由 简单 计算 ,可 知 在 1 委 xy 近 2 时 ,jz) >>0, 产 (O>>0, f(x)>>0， 人 人 二 0. 2 ) 一 


f(x) 
< 0。 因此 
*_ wm f(a) / _fla) 一 三 (e 十 07),, 
6*—€—a 一 7 一 
FCa) Da) 7 2a) | 
Er- 一 C 一 人 te 十 多) 万 < 大 ta 一 0.01) 太一 ft (1) Co.01 < 9.00013. 
2f (a) 2f (a) 2f (1.01) 


故 得 (3) 式 . 
$6. 联 合 法 


这 蚌 插 值 法 与 Newton 法 的 结合 ,我 们 只 讨论 下 面 这 种 情形 , 其 他 铺 形 是 尖 位 的 . 
若 Aa) 二 0, 用 52) > 0。 在 (4c, 2) 之 中 ,xi) 一 0, 了 (x) 二 0 那 末 由 94 与 35 可 知 


fx) 一 0 的 根 &6 一 定 满足 
da 过 rEZH < Lb, 


此 处 : 
和 == _ (b&b CO— a)f(a) ,12) 
1 a » 1 . 
f(b) — f(a) f (2) 
我 们 就 用 x 与 和 分 别 代替 e 与 5, 于 是 仿 上 又 得 到 
i fx) HK) 
一 Ke 
这 样 一 步 步 做 下 去 得 到 
x (xn — Xn)f(Kn) 一 f(x» ) 
大 xz ) 一 fx) f(xs) 
而 


a Hn EZ rb. 
这 一 方法 的 好 处 是 由 |x。 一 xs| 就 能 直接 制 断 根 的 近似 值 已 达到 的 精确 度 ， 
例 1. 求 fx) = 二 2 一 茹 一 7x 十 5 一 0 在 区 间 【 一 2, 一 1J 中 的 根 é&. 
由 于 在 (一 2, 一 1) 中 ,了 f(x) 0 (xz) 一 0, 而 藉 一 2) 一 一 1 二 0, 及 一 1) 一 9 二 0， 
所 以 Newton 法 应 该 用 于 左 端 。 


1 
世 一 1) 一 所 一 2) 9 — (—1) 

为 简单 起 昆 , 我 个 都 取 两 位 小 数 ， 显 然 和 > 一 1.96， 文 番 斌 欢 可 知 八 一 1.95) 一 0.01775 

>>0，。 将 2 与 2 改 取 如 下 : 


Xi 一 一 一 .90 ， Xl 二 一 一 .95 
网 法 得 
好 一 一 1.96 十 01806072 一 一 1.96 十 0.00904 = 一 1.95096. 
19.9696 
一 一 1.95 一 0.01 0.0127> 一 一 1.95 一 0.00089--. 一 一 1.95089-.。 


0.01775 十 0.180672 
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因此 得 到 
< 一 一 1.9509 士 0.0001. 
例 2. 求 Hx) 二 xsinx 一 0,5 一 0 的 根 ， 
作出 则 稚 


y 一 sinx 
与 
0.5 
47 2 
夺 
人 了 图 164 
由 图 形 可 粗 蹄 看 出 最 小 正 根 大 和 多 是 0.7， 取 
a 一 0.6981317.….…( 一 402 )。 
一 0.7853982..-( 一 45”)， 
中 
f(a) < 0， f(2) > 0; 
又 在 (ce:, 2) 之 中 ,Fo 盖 0. 广 (xs) 二 0. 
现在 将 计算 的 概要 写 于 下 : 
Xi 一 0.6981317... 十 0.04194908.…. 二 0.7400807...( 二 42°24’)， 
xl 一 0.7853982.. 一 0.0438510.-. = 0,741547:. (= 二 42 29 ). 
xy = 0.7400196.…: 十 0.0008211.. 一 0.7408407:……， 
vy = 0.741547-… -一 0.0006329.……. 一 0.7409143，。 
故 竺 


E = 0.7409 士 0.0001。 
$7. 磋 完 法 


合 4 为 整数 , f(x) 是 fay ea 士 二 中 的 连续 医 数 。 著作 ec) 二 0, f(a 十 1) > 0, 加 在 
La, 4 十 1] 中 必定 有 é, 请 足 
f(€) = 0. 
作 代 换 x 二 a 十 y， 记 
f(a + y) = g(y), 
则 交 定 有 整数 5, 满足 


p p+i1 
< 3 > 
0 生 : 2 三: 9 (之 } 一 ef( 7 )>0. 
bp b+1 
因此 在 民 | 中 有 ?全 
gr(7) 一 0， 
即 & 和 育 足 
xz 十 了 一 ET2 二 了 
19 
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依次 类 推 ,可 以 深 步 决定 & 的 任意 精确 度 的 近似 值 , 

特别 当 f(x) 为 多 项 式 时 ,计算 还 可 以 简化 ， 

例 1。 求 方程 

f(%) 一 六 一 2 一 5 一 0 

的 根 &. 

由 人 2) 二 0, 信 3) > 0 可知 

2<€<3. 
作 代 换 x 二 2 十 y， 得 
fx) 一 万 2 十 7) 一 g(y) = + 6y + 10y— 1. 

又 由 g(0.09) 二 0, g(0.1) 0, 可 知 g(y) 一 0 的 根 3 满足 


0.09 一 7 二 0.1， 
印 
2.09 王 < 一 2.1。 


母 用 此 法 一 次 . 命 二 2.094 十 zx, 旭 z 是 方程 
h(x) = 2 + 6.2822: + Az— B= 0, A=11.154508, B = 0.006153416 
的 根 ， 
从 C(z) 二 有 2 十 6.282z*?， 显然 C(z) 相对 于 4，B 是 较 小 的 ， 所 以 = 的 近似 值 由 
Az 一 B 一 0 来 给 出 。 而 = 在 r 一 0.0005 与 一 0.0006 之 间 ， 由 于 


C(r) = 0.00000157, C(s) = 0.00000226 
(以 上 两 数 的 最 后 一 位 是 正确 的 。 以 后 各 数 , 除 特殊 声明 外 , 杰 然 )， 
Ar — B= ~—0.000576, As — B = 0.000539 
因此 (7) 二 0, &(s) 盖 0, 所 以 
0.0005 = = 一 0.0006. 


我 们 绸 来 求 的 更 精确 的 近 伏 值 。 命 
i(z) = Az— DD, D= BO— CcC(z), 


如 得 
D = 0.006151, 
将 z 二 D/4 算 至 大 位 小 数 如 下 - 


水 来 冰 来 
11。154 508 | ooo6151 0.0005514 一 3 


2277 
5374 
258 


11 


注意 ,在 此 除数 只 用 到 11.15 ,并 适当 注意 进位 ， 因 此 
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E = 2.0945514 十 ，:…， 
此 处 仅 最 后 一 位 是 4 或 5 ,还 无 法 肯定 ， 
进而 首 之 ,由 于 
0.000551 < z < 0.000552, 
要 求 Ckz) 的 壳 粮 确 的 近似 值 。 显然 = 是 可 以 忽略 的 ,用 对 数 : 


2 logio 5.51 = 1.48230 2 ljogio 5.52 一 1.48388 
logro 6.282 = 0.79810 logio 0.282 = 0.79810 


logi 190.72 一 2.28040 log 191.42 一 2.28198 
所 以 
0.000001907 = C(z) = 0.000001915, D = 0.00615150。 
计算 D/4 如 下 : 


来 来 话 米 玫 必 


11.154508 | 0.00615150 | 0.00055148 
557725 


57425 
52773 


二 ae 


1652 
1115 


she 


237 
446 


| 


91 
89 


2 
因此 
<e = 2.094551482 ， 

此 处 仅 最 后 一 位 2 是 可 疑 的 ， 

策 行 此 法 ,还 可 以 求 出 上 更 糖 确 的 近似 值 来 . 

看 题 1。 求 方 程 * 十 18x 一 30 二 0 的 根 ( 答 :1.4848066). 

状 题 2。 求 方程 对 一 12 刀 一 40x 一 21 一 0 的 两 实 根 ， 
( 签 . 4.6457513, 一 0.6457513). 


§ 8. Jio6adweBcKH 站 洗 


已 给 方程 z 
aox” 十 CIXA 十 -。。 十 dx 十 an=a0。 
我 们 假定 这 个 方程 有 7 个 实 根 x, x2,"…*, x», 且 满 足 
[和 > Iw)| 二 … 二 |zx;l, 


(1) 
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GoxX2 一 CIX7 1 十 Cox 1) 一 10 (2) 
的 根 是 一 xi, 一 xz，,*"……, 一 x。。 将 (1) 与 (2) 相 乘 得 到 
c0x2 十 《cocl 一 doa1)x "1! 十 (一 @? 十 2caocaz)xz2zm2 十 (一 gpas 十 
二 qi4z 一 G142 十 iod3)X2z 3 十 (a2 一 2403 十 24a0as)xt 十 -一 0 
再 将 x* 写成 z, 于 是 得 到 
aiz” — (a 一 24240)2"! 十 《要 一 224103 二 24440)2"™ 十 *… 一 0， (3) 
但 力 一 方面 ,(1) 与 (2) 相 乘 得 
(x 一 xz 一 和 ) (xz 一 za 人 xz 十 zz 十 xz) (x 二 xy) = 
— (zx)..(z— 22) = 0, 
故 (3) 的 根 是 妇 , 好 ， 码 。 将 (3) 中 的 z 换 为 一 z, 则 得 
027 十 【al 2a40)2" + (at — 2a 二 2ciao)zr 一 十 .一 0 (4) 
方程 (4) 的 根 是 一 xi, 一 总 ,，***, 一 以 。 这 方程 z* 的 柔 数 是 (1) 中 x* 的 系数 的 平方 , 减 
去 2 倍 x*™ 与 x 的 系数 的 积 , 青 加 上 2 信和 x 与 x 的 系数 的 积 , 如 此 等 等 ,一 直到 方 
程 的 第 一 项 或 最 未 一 项 为 上 上 . 
径 过 有 灰 这 样 的 手 秆 ,我 们 得 到 
Xx? 十 Px 十 Doxr 二 一 十 妃 二 0 
它 的 根 都 < 0， 宅 的 息 对 值 是 所 答 方 程 (1) 的 根 的 纸 对 值 的 24 次 方 ， 郎 一 x?， 一 x， 


“0 
记 1m 一 24。 由 于 
Xx" 二 Dx 二 b= (x 二 x?) (x 十 x7), 
故 得 
xf 十 xz 十 -十 xi 一 已 
(x1x2)” 十 (x2x3)" 十 ”十 … 一 2 
(XIX2X3)™ 十 (x1x2x4)™ 十 “一刀 
(zaxaz Xn) 一 
将 上 式 收 写 为 


(Xi1x2)” 1 十 (2 十 。。 -| 一 D: 


当归 


(xixz- ” “Xn)” 一 bn, 


因为 |>|xz| 宝 … 之 [zs|， 故 当 m 一 oo 时， (三 ) (3 . (ey; (到 


Xl Xl Xi 文 2 
都 趋 于 零 , 因此 可 以 选取 zw 充分 大 , 使 在 许可 的 准确 度 之 内 , 这 些 都 可 以 略 而 不 计 。 故 得 
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xz = hh， 


二 和 
(Xix2° xp) 一 On， 


即 


“1 一 人 一 =- _ 二 和 一 一 . 
XT = bli, Xo 一 s NX3 一 s 3 Tr . 


Db pb? 2 
这 样 一 来 ,我 们 就 求 得 了 原来 方程 根 的 息 对 值 , 根 的 符号 可 以 由 直接 检验 来 确定 ， 
在 计算 
x” 十 ax” 十 下 "十 qx 十 a 一 0 
的 很 之 前 ,可 以 先行 代 换 x 一 Vasy, 于 是 得 到 
y2 十 cy” 十 一 十 crmny 十 1 二 0。 
解 后 者 有 时 比较 方便 ， 
例 .。 解 方程 x 一 5x? 一 2x 十 24 一 0. 
我 们 将 计算 过 程 用 表 列 出 . 


_ 提 
x* 的 杀 数 | 巡 的 村 数 | x 的 有 数 党 数 项 | 区 效 
an 一 ] 1 一 一 3 da = 一 2 a8 = 24 1 
log ao=0| a = (—5) 一 25 (—2)=4 24* = 576 
~ 2eaco 一 —2(—2) X11 一 2X24X(-5) 一 240 | log576 一 2.7604 
二 4 4 十 240 一 244 


al 一 2asao 一 25 十 4 一 29| log 244 = 2.3874 
log 29 一 1.4024 


sn epee 


0 log b1 = 1.4624 log bs = 2.3874 log bs = 2.7604 2 

bi = 6 ~— 2bobs = 353.1 | bs = 62 — 2b1bs = log bs = 2liog bs 

2.614 XxX 104 一 5.2208 

tog 61 一 2.5479 logbs 一 4.4173 
0 Jog Di 一 2.5479 iog ba = 4.4173 log bs = 5.5208 4 
0 log bi’ 一 4.8597 log 2 = 8.6522 log 5a = 11.0416 8 : 
0 log io) = 9.6378 log 5 =— 17.2688 log b4 = 22.0832 16 
0 log bi = 19.2672 log 5 = 34.5362 log 6 一 44.1664 32 
0 log De = 38.5343 1 log £8 = 69.0724 log 64*’ 一 88.3328 64 


log |xs| 一 38.5343 


|z1 | 一 4. 


同样 可 知 |x,| 一 3， | xs| 一 2 轻 过 间接 检查 可 知 Xi 一 4 Xi 一 3, xa 一 一 2 


. 人. 
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$ 9. 实数 和 根 的 几 个 定理 


芥 定 实 采 数 多 项 式 
P(X) 一 aoxz 十 zx 十。 十 ci 一 0， 
我 们 知道 它 有 > 个 棚 . 
在 前 面 几 闻 的 计 答 中 ,都 是 限于 找 等 方程 的 近似 实数 解 ,但 是 P,《x) 什么 时 候 有 实数 
解 ? 有 多 少 个 实数 解 ? 在 什么 区 间 有 多 少 个 实数 解 ? 这 些 丙 题 还 未 解决 . 
讨论 P,(x) 的 逐 欢 徽 商 组 
P(x), Pa (x), Pa(x), :-*, P(x), (1) 
如 果实 数 c 不 为 多 项 式 粗 (1) 中 任 一 式 的 根 ,那么 以 S(c) 记 下 列 序数 的 变 号 次 数 : 
PsCc), PaCe), Pac), ***, Pre). 
当 * 增 大 :不 经 过 (1) 中 任 一 式 的 根 时 , S(x) 不 可 能 有 变化 ， 因 之 ,只 娶 讨 论 * 经 过 
P,(x) 的 根 与 P 任 一 微 商 PSCx)(1 乞 志 5 一 1) 的 根 时 的 情况 ， 
设 < 为 Pu(z) 的 1 重 根 ,1 之 二 归 
P,(a) = Ps(a) = = PINGa) = 0, PH(a) 0. 
取 & 充分 小 ,使 在 (a 一 ey a 十 8) 中 不 合 P(x),， Po xz)， Pa xz) 的 gc 以 外 的 其 他 
根 , 辐 时 亦 不 含 多 项 式 PO(x) 的 任 一 根 。 我 个 来 旋 明 ,数组 
P,(a— e), Pao(c 一 6) Po "(a— 8), Pa (Ca 一 8) 
中 任 二 杠 邻 的 数 都 是 反 号 的 ,而 所 有 的 数 
Pa 十 s), Pofa 十 sl) -Pin 二 es)，PoO(c 十 e) 
都 是 同 号 的 。， 因 为 租 (1) 除 P,(x) 外 , 每 一 个 多 项 式 都 是 亡 的 前 一 个 多 项 式 的 微 商 , 所 以 
我 们 只 要 证 明 ， 如 果 * 多 过 多 项 式 P,(x) 的 根 a， 那 么 和 这 一 根 的 重 数 无 关 ， 在 经 过 以 
前 ，Ps(x) 与 P2(x) 反 号 ,而 在 多 过 之 后 它们 是 同 号 的 ， 如果 Ps(e 一 s) > 0， 那 末 在 
(a 一 sy aa) 中 P,(x) 是 减少 的 ,因而 Ps(a 一 6) 二 0; 如果 Ps(a 一 6) 二 0, 那么 P,(x) 是 
增加 的 , 因而 Ps(a 一 s) > 0。 故 在 这 二 种 情形 ， 它 们 的 符号 都 是 相反 的 。 同样 可 以 证 
明 , Ps(a 十 6) 与 Ps(a 十 6) 是 同 号 的 。 这 就 蕙 明 , 当 x 驾 过 P,(x) 的 7 重 根 时 ,组 
P(x), Pa (x),*-*, Po n(x), Pa’(x) 
失 法 /1 个 变 号 . 
发 a 为 微 商 
PHN(CxX), PHDCX), -PitD() 1 和 8 和 2 一 1 7 二 1 
的 很 ,但 不 是 PenGz) 及 P 由 +(x) 的 根 、 从 上 面 吐 明 推 知 , 当 x 沟 过 w% 时 ,组 
Sx), PHTD(Cx),---, PittD(Cx), P+DCx) 
将 开 失 7 个 变 号 ,但 在 P4-5(z) 与 PX'(x) 间 可 能 得 出 一 个 新 的 变 号 ， 由 1 宇 1, 当 x* 
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处 过 时 
PodD(x), PH Cx),.-., Po*+O(%) 

的 变 号 数 可 能 不 变 亦 可 能 沽 少 ,因为 当 * 称 过 值 & 时 ,多 项 式 Pi 了 (x) 与 PTD(x) 的 符 
号 不 变 , 如 其 变 号 数 减 少 , 则 必 减 少 一 个 正 偶数 ， 

因 之 得 到 :如 果 za 与 bp(a 二 2) 都 不 是 多 项 式 租 (1) 中 任 一 式 的 根 , 那 末 在 c, 2 半 多 项 
式 Ps(x) 的 实 根 数 (1 生根 以 ! 个 计算 ) 等 于 盖 S(a) 一 SC6) 或 比 这 个 数 少 一 正 偶 数 。 后 
者 对 应 于 在 a,6 并 存在 c,c 不 是 Ps(x) 的 根 , 但 是 Po xz) (CR 守 1) 的 根 的 情况 ， 

为 了 溅 轻 加 在 a 与 上 的 限制 , 设 < 不 是 P,(x) 的 根 , 但 可 能 是 (1) 中 其 他 多 项 式 的 
根 、 以 Sic) 表 这 些 数 | 
pace), Pa(c),***s PDCe), Pore) (2) 


的 变 号 数 ， 其 计算 法 如 次 : 如 
PK(c a Pi+DCc) 一 。 。。。 -一 Pt+~DKc == 0， (3) 
但 
Pa Me) 0, PAM) 天 0， (4) 


那么 观 Pr(c), PTD(e), ,P+ 人 (ec) 与 P%+DCc) 园 号 ,以 S-(c) 袁 (2) 的 另 一 变 
身 数 :如 有 (3) 与 (4) 的 情形 , 河 ! 一 是 一 个 偶数 , 那么 秽 P&+nGc)， 0 志 i 守 1 一 1 与 
Ps"0(e) 同 号 , 车? 一 :是 一 个 奇数 , 则 秽 为 反 号 . 

取 € 充分 小 , 使 (4a, a 十 28) 不 含 P(x) 的 根 且 亦 不 合 (1) 中 所 有 其 余 多 项 式 的 不 等 
于 a 的 根 , 取 7 充分 小 ,使 (2 一 27,，5) 中 不 含 P,(x) 的 根 , 亦 不 含 组 (1) 中 其 他 多 项 式 的 
不 等 于 5 的 根 .、 于 是 SCa 十 6) 一 S+(4a), SC 一 7) 一 S-(2)， 我 们 有 : 

Budan 定理 ， 如 果实 数 4 二。，a 和 2 都 不 是 实 有 条 数 多 项 式 P,(x) 的 根 , 那 末 多 项 
式 Ps(#) 在 2 与 5 有 开 的 实 根 数 (L 重 根 以 /个 计算 ) 等 于 差 Si(a) 一 S_(5) 或 比 这 个 数 少 
一 正 偶 数 . 

* 很 大 时 , 可 使 (1) 中 多 项 式 对 应 于 这 个 什 的 符号 都 与 首 项 符号 相同 , 而 这 些 系数 顺 
次 为 ao na0, n(n 一 1)ao，:…*n1ao, 它们 的 符号 相同 , 故 S(x) 一 5-(x) 一 0。 另 一 方面 

1(0) = any fC0) 一 ae-iy f (0) = ar-221 fC0) = Go al. 

疏 得 : 


| 


$ 10、Sturm 定理 


上 一 万 中 给 出 了 一 些 简便 的 方法 定 出 多 项 式 P,(x) 的 实 根 个 数 的 上 限 ， 但 并 未 得 到 
根 的 个 数 的 确切 数字 .这 个 关 题 为 以 下 的 Sturm 定理 所 完全 解决 ， 
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届 Pu(x) 没有 重 根 , 记 DO:(x) 一 Ps(x) 以 Di(r) 除 P,(x), 得 


P,(x) 一 Qi(x)qi(*) 一 O27x), 
同样 的 定义 
Oi-ik(xz) 一 Or(x)gi(x) 一 Orri(r), 
考虑 
Qolx) = P(x), Oi(x), ** .0,(7), (1) 


由 于 P,(x) 无 午 很 ,所 以 P,(x) 与 Ps(x) 互 素 ( 即 无 公 因 式 )， 因 而 O09,(x) 是 一 个 不 等 于 
震 的 实数 ,而 且 (1) 中 相 邻 二 个 多 项 式 没有 公 根 、 如 果 Or(*) 与 Orri(x*) 有 公 根 a, 那 未 a 
也 是 9xax) 的 根 , 也 是 94-a(x) 的 根 ,…, 最 后 得 到 9o(x) 与 91(*) 有 公 根 ,这 导出 Pax) 
有 重 根 ,这 与 假设 矛盾 。 如果 Qla) 一 0, 那 末 Oxi(9) 二 一 Oxn(a), 郎 如 果 a 是 (1) 中 
某 一 个 多 项 式 Q(x) 的 根 , 那 末 写 们 相 邻 二 个 多 项 式 的 值 反 号 。 最 后 , 可 以 看 出 , 如果 
是 P,(x) 的 实 根 , 那 末 P,(x)Ps(x) 在 x 二 a 处 为 增加 本 数 。 因为: 如果 Pukxz) 在 zx 一 a 
时 增加 , 那 末 Ps(a) > 0, 所 以 P,(x)Ps(x) 是 增加 的 ;如 果 Ps(x) 在 x 二 a 是 减少 的 , 那 
么 Ps(a) 二 0, 因而 P,(x)Ps (x) 仍然 是 增加 的 , / 

如 果 c 不 是 P,(x) 的 根 , 考 虑 

Ps(c), Qc), O(c).**, O(c) 
圳 去 宪 里 面 等 于 才 的 数 , 以 W(c) 记 余下 来 这 租 数 的 变 号 数 ; 称 奢 (c) 为 当 zx 一 c 的 多 项 
式 P.(x) 的 Sturm 和 组 (1) 的 变 号 数 , 于 是 我 们 有 
Sturm 定理 ， 如 果实 数 a 二 5, a 与 8 都 不 是 多 项 式 Px) 的 根 ， 且 Ps(x) 没有 重 

根 , 那 么 友 (e) > WW(5), 而 县 花 歼 WW(a) 一 W(5) 等 于 Pu(z) 在 4 与。 并 的 实 根 个 数 

让 当 >x 增 大 而 不 轰 过 Sturm 租 (1) 中 任 一 多 项 式 的 根 时 , 其 序列 中 多 项 式 的 符号 
都 没有 变更 ， 因 而 多 (x) 无 变动 ， 由 于 9,(x) 是 一 个 常数 ， 所 以 我 们 只 要 讨 答 + 勾 过 
Ox(x), 1 和 & 委 "一 工 的 其 一 个 多 项 式 的 根 与 x 释 过 P,(x) 的 根 ， 

说 a 是 Ox(?)(1 三 有 三 s 一 1) 的 根 , 那 末 由 OOxGz) 的 定义 ，OQral0) 与 Okmka) 都 
不 为 需 . 取 适 当 小 的 > 0, 使 Oxi(x) 与 Gxri(*) 在 (a 一 8, a 十 6) 中 无 根 ,因而 符号 
不 变 , 但 是 我 们 已 知 它们 的 符号 是 相反 的 ,因此 ,每 一 租 数 

9Ox-ikta — 8), Qr(a 一 6)， Qinla ~— 8) 
与 
Ok-i(a + 8), Orla + 6), Orr(a 十 8) 

都 恰好 有 一 个 变 号 , 且 与 Or(a 一 8), Orla 十 6) 的 符号 无 关 , 因 为 当 x 炙 过 Sturm 组 中 多 
项 式 的 基 一 个 多 项 式 的 根 时 ,只 是 这 租 的 符号 有 所 变动 , 但 是 变 号 数 既 无 增多 区 未 减少 
故 这 种 变动 不 使 W(x) 改变 . 

另 一 方面 ,如 a 是 P,(x) 的 根 , 由 于 P,(x) 无 重 根 , 所 以 a 不 是 91(x) 的 根 , 所 以 有 
e 之 0, 使 (a 一 6, a 十 6) 内 不 舍 有 01(x) 的 根 ,因而 01(x) 在 这 一 区 间 内 符号 不 变 。 如 
果 符 与 征 正 的 , 那 末 由 于 P,(x)O1(x) 在 x 二 a 是 增加 图 数 ,所 以 Ps(a 一 8s) 二 0,P,(a 
十 8) 之 0。 政 数列 
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Pl(a~— 8), Pan(a— 8) 与 P(ga + 8), PC(e@ 十 6) : (2) 
各 有 符 呈 
一 ,十 ,与 十 ,十 ， 
亦 郎 Sturm 租 失 去 一 个 变 号 。 如 果 Pa(x) 在 (a 一 6, a 十 6) 中 <=0, 那 末 (2) 的 符号 为 
十 ,一 ;与 一 ,一 ， 
也 失去 了 一 个 符号 ,因此 
W (zx) 在 * 多 过 多 项 式 P,(x) 的 根 ,而 且 只 在 这 一 情形 ,WW(x) 才 溅 少 一 个 单 包 数 。 
例 . h(x) 二 x 十 2x* 一 5x3 十 8x 一 7x 一 3， 
我 们 不 上 必 先 去 和 制 断 (x) 有 无 重 根 ， 因 为 在 构造 Sturm 租 时 , 同时 也 验证 了 4(w) 与 
p(x) 之 间 是 否 五 素 . z 
(xX) = 十 2xt 一 5x3 十 8x* 一 7x 一 3， 
(x) = 5x 8x CO— 15x’ 二 16x 一 7， 
k(x) == 66x —— 150x’ 十 172x 十 01L， 


hx) 一 一 464x 十 1135x 十 723， 
ht) == —32599457x 一 8486093， 
hslx) 一 一 |。 


hsx) 


hr ii 
bh 


ee 和 人 ee pi hi, 


pCx) | polx) | holx) huCr) 


因 之 , (x) 有 三 个 实 根 ， 
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数 的 方法 ,并 且 算 出 一 些 常见 函数 的 积分 ， 


首先 我 们 介 络 换 变 数 法 ， 有 时 用 新 变量 z 代替 > ， 可 以 使 积分 fCx)dx 简化 ， 发 旧 
变量 和 新 变量 的 关系 是 
用 X 二 Pp(z), (1) 


| f(x)ar 一 (9) pCa: 十 C。 (2) 
取证 朋 这 个 式 子 十 分 容易 .对 * 求 微 分 得 


a (| fazz) = 1)ar = Kp))p war = a (| /pC))p’ (ae ), 
序 得 所 证 . 


dx 
1. 
多 求 | 一生 一. 
命 ax 十 0 一 xz 有 阳 


|-- 衬 - 一 车 oilgstc= .logax+d) + Cc. 
axi6 a 


a i 三 


负 2， 求 1 x 


命 一 一:, 姑 
1 


一 二 teaz 十 C 一 工 tgr! 工 + CC, 
三 好 他 


岂可 以 售 X= atgr, EE 


dx | 1 1 x 
一 | 一 一 dt 一 一 :十 CC 一 一 tg 一 十 CC。 
| = 和- a’ sec zt a a 6 py 
d 
例 3. 求 | 2 
Va — x’ 


命 一 一 上， 同上 例 可 知 


* 24. 


Fa 


ks 


| - 才 -- 
Va — x’ ~ 1i—2z 
也 可 以 仓 迷 一 asin 和 0， 则 得 


dx a cos a9 


| Jj 


= | —0+C= si * PC 


a -一 a“sin’O 


例 4， 求 | 一 一. 
/si 十 aa 


命 V 六 十 和 一 二 一:。 朋 | 


十 4 一 让 十 一 22x， 


内 此 
| dx -| 2z 1 eg | 和 2 
一 = 一 一 ”一 一 一 一 As 
/x 十 a a 2 f° t 


一 jogz 十 C 一 log(VWV xz 十 4 士 2) 十 C。 
例 5. 求 | sa: cos x dx, 
命 sinx 一 上 ， 则 
smzcos xax 一 [aza sin x 一 (aa 


本 
Slill 此 


和 
一 志 +TC 一 汪 < 十 C。 
4 4 
x 
合 logx = 二 +, 则 


2 . 
| zz 一 | 一 二 十 C 一 8 + C。 
x 2 < 


例 7. 求 | zax 
俯 cosy 一 上 ， 划 
dcosx di 
IE222 一 一 | eess 一 -| 宇 一 一 log 上 十 CC 一 一 log cosx 十 C。 
zt 


COSX 


例 8， 求 | 一 一 (a<x<B). 
| 


命 二 一 acos0 十 B sin:6， 划 
*—a=—=acos0+ Bsim0 — a(cos0 + sin0)— (BO— a) sin2 0， 
B—zx= (BO— a)cos0, 
dx = 2(B — a) sinOcos 0a0. 


因此 
dx Xa 
一 2 20+ C2 e+e. 
| 5 PY 
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玖 是 1. (ax 十 Brdxz (m1). 


演 


图 题 2. 


注 


sin’ xdx, 


dx 
Vx(l+ Me) 


和 党 
e” xax. 


考题 4. 求 


容 题 5.。 求 


| 
| 
局 题 3。 求 | cezax 
| 
| 


才 题 6. 求 | dx 


。 上 
A’sin’x 十 Bcosix 


种 示 : 作 变 数 代 换 tg x 二 z. 


名 题 7. 求 | -az 
sin x 
$2. 分 部 积分 法 
分 部 积分 法 所 根据 的 公式 是 
d(uv ) — wdv + vdnu, 
由 此 可 以 得 出 


(20 — uo — | van. 
如 有 果 w 一 f(x), v 一 g(x) 都 是 x 的 图 数 , 央 
{8 Ce)as = Tesco 一 | eC)F x)as. 


例 1.。 求 积 分 | xcosxdx, 
命 zx 一 x, dv 一 cosxycdxz， 则 
du = dr, v = sinz 
《此 处 没有 必要 写 上 常数 项 )， 因 此 


| ee xdx 一 | -esinz 一 YYSsnxYy 一 | za 一 和 siny 十 cosy 十 C 


这 个 方法 ,使 原来 求 xcos x 的 积分 的 较 难 问题 一 变 而 为 求 sinx 的 积分 的 较 易 六 题 。 
分 部 积分 的 公式 ,还 可 以 做 以 下 的 推广 :假定 * 与 各 有 (2 十 1) 和 级 的 微 西 
xf ， 0 ， wt， v， "s,s 2 vn, 
运用 分 部 积分 法 可 知 
| uy" dr 一 | tp = Wy) 一 | yd = 一 He 一 | vu dx, 


同样 地 ,得 到 


| urdx = VD 一 | nw vn dr, 
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| wu yDAdr 一 2 pt 一 | Up vx, 


| uy dr = uy 一 | ut ydx, 
深 步 代入 ， 即 得 
| urtDIgr = Up) D0 
二 (—1)w ny 十 (一 于 )2*+1 | ut Dydx, 
如 时 x* 是 一 个 * 的 2 次 多 项 式 , 旧 ”二 0, 左 绒 的 式 子 吏 表 达 了 右 问 的 积分 , 
倒 2. 求 | x log x dx. 


thn = logx, dv 二 x dx， 姑 


bs 
dv 
x 4 


因此 
| 1 4 | 1 3 os 1 4 1 4 
Xlog Xdr=—xlogx—— lxdr 一 一 Yijogx 一 一 2 十 C。 
4 4 、 4 16 


例 3. 求 | er zaz. 
全 w= te xc 一 Cur， 则 


(ied zig — | rds— tn | ”gr 
| S ® 1 十 和 


一 zz 一 log(2 二 1) 十 C。 


例 4.。 求 | sin % dx, 
” 命 z = 二, dv 二 sin x dx, 旧 由 例 1 可 知 


| ea Y dy 一 | #2( — cosz) 一 一 XicOS xz 一 人 (一 cosz) dr 


一 一 xX‘cosx 十 2 | Xxcosxrdx 

一 一 x/cosx 十 2(xsinx 十 cosx) 十 CC, 
全 5. 求 | zo. 
w=— t+, dv = edr, A 


Jaa mL zor 1 {era —L re 一 oor CC。 
2 a 他 Ci 


例 6.。 求 | ecosordx 及 | e™ sin bx dx., 
分 别 合 zx 一 cos bx, dv 一 edx 及 w 一 sinbx, dv 一 e* dx, 则 得 


(arcos px dx 一 二 ecos px 十 2| e™ sln bx dx, 
a a 


¢ TS 


| sin OX dx -= 工 esin bx 一 2 | ecos oxadrx. 
a a 


这 样 一 来 ,两 个 积分 中 的 每 一 积分 都 能 用 另 一 积分 来 袁 达 ,因此 由 这 两 个 式 于 解 出 


(ecos br ds _ Csinbx + acospbx cox 十 C， 
2 十 2 
a sin bx — bcospbx ce 二 C' : 


| sn Px dx = 
C 十 已 


dx 
7 求 彤 一 1- 一 一 一 一 一 。 
例 7， 求 ] ee 和 
ke 
2 
(ra (ta) (x? 十 qi)! 
由 于 
2 2 一 (2 十 xz) 一 2 
2 Nori OT 2 2\nt!l 
(x 十 a’) (x 二 4) 
_ dx 2 ax 2 
| | CR a Ne ot 
因 了 全 
多 
J 一 -一 -一 一 一 十 2z(J 一 CT 
+27 4), 
印 
1 . 多 27 一 下 1 ~ 
Jr 一 Oo ”一 J 
机 2na: (x + 4a)” 27 GZ 


这 一 公式 称 为 所 要 求 的 积分 J 的 循环 公式 ， 它 把 积分 Js 的 计算 化 为 J, 的 计算 ， 由 例 
1.2 可 知 


六 一 一 区 1 二 十 C。 
2; 他 
故 出 循环 公式 可 知 
1 这 1 -1 之 p 
J 一 t+ 
?I Ha Ja a ? 
1 党 3 > 3 = 8 
Ji 一 一 ”一 一 一- 一 一 十 一- 一 一 一 十 -一 tp 一 一 十 C ，。 
4a (x + ae) 8at r+ 807 S a 
等 等 . 


附 记 ， 分 部 积分 法 可 以 用 来 处 理 一 般 的 反 画 数 积分 六 题 ,因为 
| f(x)dxr = xf(x) 一 | car 
出 从 x) 二 y, 得 到 反 医 数 x 一 g(y)， 则 得 
| fax = «fC%) — | gay. 
者 题 1。 求 | sin™lx dx, / 
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看 题 2. 命 P(x) 一 anx2 十 ar-lxtm 十 … 十 ao 求 


| Plx)e* dx, | P(x) sin cx dx, | P(x)cosbrxdx, 


型 是 3， 从 Jp 一 | xtlog”x dx(R 夸 一 1)， 


求证 : ， 
-一 一 太守 | Di a 17 _ 
J kum 十 1 log 4 A 十 T fam 1。 
估 具 体 算 鲁 J;，. 
考题 4.。 售 了 一 | ex sin bx dX, Jn 一 | ecosor dx, 
求证 : 网 ， 
__ ndsSinbx— Ocosbx ar _ 74 7 
人 za 十 如 二 
nOsinbx TT acosbx or 2 na 
he Bm Zp 
并 具体 算出 Ti 
$3. 分 项 积分 法 
先 从 一 个 例题 说 起 , 
例 1。 求 积分 
dx 
|s 一 a 
由 了 于" 
a= (x— a)(x + a), 
我 们 引进 以 下 的 分 项 分 数 法 .。 定 出 4 与 B 使 
1 41.3. 
2 一 xa x+a 
通 分 后 比较 分 子 的 系数 可知 ， 
a(A—B)=1, 4+B=0. 
即 得 
4 一 一 了 一 工 , 
2a 
因此 | | 
1 i/ li! .. 
2 一 二 (二 一) 
所 求 的 积分 惑 是 
dx 1 dx dx \ i xX—a 
| 二 (| 和- 1) 27 08 x a te 
更 一 般 些 ,有 
负 2. 求 积分 
| mx 二 nn Fx 
Xx:+ prt+gq 
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配 平方 得 
2 2 
pr g(x 十 关 ) tq 一 二. 


2 z 
从 4 一 十， 一 mr， B 一 + 一 二 mp 及 tog 一 六 ， 划 


| 7124 十 姑 | 各 + B 
dr. 
x*+pr+taq ti 土 a’ 
积分 0 
tat Aildalz tea) A 
4 夫 : -24| Rin 20% tal +C. 
由 例 1.2 可 知 
dz B it 
B|e 2 i 一 十 C 
二 a a S a ” 
由 例 1 知 z 
di B t—a 
3 人 和 - 一 三 1 上 一 和 | +c 
2 一 Ci 2a S ta 


因而 得 到 :如 果 户 汪 > 4g, 卓 
| mrt 


1 
一 2 人 一 log| 妇 十 和 十 9| 十 
2 十 ZX 十 9 2 8 | P 9| 


十 -<2 一 zz 户 1 og tp Ve | +c. 
2VP—4g 2x+p+ Vp—1g 

zt 如果 pp 二 49， 草 

mx 十 7 2Y 十 

dlog(* 十 px 十 gq) 二 + 和 7 mp tg 一 一 一 一 一 p TC, 

| VT V4g—p 
为 了 配合 以 下 两 节 的 目的 ,我 们 构 括 一 下 我 们 已 经 得 到 的 一 些 千 果 . 
我 们 已 径 会 求 以 下 五 种 画 数 的 积分 : 
I. 和 多项式， 
I. -< 

Xx—a 

A Fe 间 涡 啤 二 
LI. oy (R= 2, 3, )， 
Mx+N 2 

IV. prta’” ? 49 < 0， 


Ad7Y 二 
(六 十 px 十 gq)” 


关于 V， 力 用 代 换 :一 xz 十， 于 是 


M*+N ,._M 2¢dz _Mbp dt 
一 一 一 (NN 2 
(x 二 px 十 gq )” (2? 十 C2 )” (2? 十 a 
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厂 端 第 一 个 积分 可 以 值 接 算 红 : 
| 2itdt | 1 1 1 1 c 


= 二 ™ pili 嘿 ee | = nities mr Ep ed 者 


(到 十 i) m—1 (2+ a m1 Crp tai 
石 粥 第 二 个 积分 的 算法 上 见 例 2.7. 

以 下 两 节 的 目的 ,在 于 证 明 用 分 项 分 数 法 ,任何 有 理 落 数 的 积分 都 可 以 成 为 以 上 五 种 
图 数 的 积分 之 和 . : / 


$ 4. 有理 分 式 的 积分 


着 REGx) 与 G(*) 为 实 系 数 的 多 项 式 , 有 F(x)/ G(r) 就 称 为 有 理 分 式 , 特别 当 F(x) 
的 次 数 低 于 G(x) 的 次 数 时 ,就 称 为 趴 分 式 ， 由 除法 可 知 , 任 一 有 理 分 式 可 以 写成 
7 F(x) p(x) + PC 


a — rt 


G(x) OCx) 

此 外 FH(x) 是 实 系 数 的 多 项 式 ,而 Plx)/98(x) 是 弃 绝 的 凌 分 式 ( 朗 P(x) 的 次 数 小 于 OO(x)， 
且 不 存在 次 数 大 于 0 的 多 项 式 ,同时 除 尽 P(x) 与 G(x)). 

因此 ,有 理 分 式 的 积分 半 题 化 为 里 分 式 的 积分 闭 题 了 。 

定理 1. 任 一 划分 式 

P(x)/OLx) 
是 $3 开 II, I, IV,V 的 者 分 式 的 和 

证 : 命 0(x) 二 (x 一 a) 人 (x 十 px 十 9)”…， 

1) 车 0(x) 二 (x 一 4a)*01(x), 91(a) 二 0, 之 1, 要 话 明 存在 4 及 Pi(x), 使 


O(x) (x—a)l (x—a)tOQ(x) 


竹 式 双方 莱 以 O(x) 得 


P(X) = AOi(x) + (x — a)Pi(x). 
| Oi(a) 太 0 得 


4 PCa) 


Qa) 
序 取 这 样 的 4, 则 P(x) 一 401(*) 一 定 可 为 + 一 a 除 尽 ,因而 定 出 Pi(z) 来 , 序 得 所 证 . 
2 ) 入 O(x) 一 (x 十 pe 十 IO)mOIZ) ， (p= 49 ), 币 Oi(x) 不 含有 因子 x 十 px -i dy 
要 证 明 存 在 常数 M, N 及 多 项 式 P(x) 使 


Px) _ Mx+N 二 Pi(x) 
Q(x) (+ prtq)” (x pr gq)”OCr)" 
双方 乘 以 Q(x) 得 


P(x) = (Mz 二 NOY) 十 (xz2 十 px + g)Pi(x). 
确定 M 与 N 使 P(x) 一 (Mz 十 N)Oi(x) 是 巡 十 pz 十 9 的 倍数 ， 命 以 x? 十 px 十 g 除 
P(x) 与 91(x) 后 的 余 式 分 别 是 ax 十 B 与 yx 十 5, 因此 疝 题 化 为 确定 M 与 N 使 #2 十 px 


by 26 1 和 


十 4 整除 
ox + B— {Mr+N)(yYzr + 6). 
以 x* 十 px 十 4g 除 此 式 得 余 式 
[(py — 5)M— YN +alrx + [ayM — 6N + B)J, 
因此 必须 
人 
47M 一 V 十 及 一 0, 
由 这 组 方 程 解 旺 MM 与 N, 必须 行列 式 
i 
I” | pra + gar 
a7 一 
寞 于 零 . 


» —, 2 a __o " 0 | ~ 昌 HI 二 ]E 2 
当 y 夺 0, 若 6: 一 py6 十 gqy ~ ( ) +p( 2) + a 夺 0, 否 期 三 项 式 x 十 


+ px 十 9g 一 0 有 一 实 根 一 所, 这 是 不 可 能 的 ; 当 y 一 0 时 ,6 必 非 霉 , 否 则 QiCx) 是 x 十 


十 px 十 9g 的 倍数 了 , 亦 不 可 能 , 
Pi(x) 可 以 看 作 是 x 十 px 十 gg 除 P(x) 一 (Mzx 十 N)O1(x) 后 所 得 的 商 . 
3) 综合 了 与 2) 深 步 做 夫 可 知 


P(X) _ Ax A 
O (x) (x 一 Cj) (x 一 a)*! xX—a 

Mnx TT Nm 十 _Mmlx 十 Mn- 十 | 十 和 吓 MY -全 ee (1) 
(x :+ px + gq)” (x 十 px 十 gq)”™! x 二 px 二 +g 


定理 证 完 (对 0(x) 的 每 一 实 根 ,每 一 对 盛 根 都 得 入 算 ), 

但 如 何 将 罩 分 式 P(x)/0O(x) 表示 成 形式 (1) 呢 ? 除 掉 以 上 所 襄 的 逐步 做 的 方法 ， 还 
有 以 下 的 待定 系数 法 。 车 0(x) 的 次 数 是 x， 将 (1) 式 右 方 的 如，4k- *…… ,Ai ,Mm， 
Nm，"""， M1, 和 Ni 看 成 待定 系数 , 旧 一 共 个 (1) 式 双方 乘 以 0(x) ,比较 条 数 , 共 得 7 个 
关于 待定 系数 的 线性 方程 ( 因 P(x) 的 次 数 低 于 4)， 由 此 可 以 确定 这 7 个 待定 洒 数 ,由 于 
分 解 为 形状 (1) 的 可 能 性 已 由 定理 1 建立 ,所 以 石 程 组 是 不 会 矛盾 的 。 双 无 葵 方 程 组 的 常 
数 项 如 何 ( 即 P(x) 的 系数 ), 都 是 可 解 的 , 所 以 这 ”个 方程 的 系数 行 烈 式 必 异 于 零 , 因此 
解 舍 征 唯 一 的 ,也 殉 是 瑶 , 将 P(x)/0(x) 分 解 为 形状 (1) 的 表示 法 是 队 一 的 , 

例 。 分解 

2x* 十 2x 十 13 


(x— 2)(x+1)7 


个 
2x 十 2x 十 13 -4 .Br+C., Dx+E 


mpi 


(x—2)(x* 二 +1) x—2 x 十 1 (x? 十 1) 


由 是 等 式 
2z 十 2xz 十 13 一 4(2 十 1 十 (Br 二 CI -HI 一 27 十 (Dr 二 Ex 一 2) 
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4 十 了 一 0， 
一 28B3 十 C 一 0， 
24 十 了 一 2C 十 万 一 2， 
一 2 了 B +C 一 2D 十 万 二 2， 
4 一 2C 一 2 一 13、 

因此 


所 坊 


4 一 1 了 一 一 1 C —2,D=—3,E = 4. 


2x* 十 2x 十 13 1 x 十 2 3x 二 4 


(xz—2)(x :+1) zr—2 x+l1 (x? 十 1)* 


$5.，M. 也 ，OerporparcKHEK 方法 


定理 (GOcrporpancKr 站 ) 。 任 一 掉 分 式 P(x)/Q(x) 的 积分 可 以 写 为 


Pp (x) Jx = P(x) P,(x) . 1 
| 3 Oakx) 一 | QO2(%) 人 机 


处 ee 2 为 四 分 式 ， Q(x) 一 (一 at pr + gq) Ox) 一 
1 2 


一 (一 Ci 十 px 十 G@ 0Q107 一 0. 
证 。 当 有 二 工时 


A A 1 
CC (2) 
| 二 一 1 (xz 一 Ca) 
双 汝 轨 >>1,49g 一 刀 盖 0 时 
Mx++N Mx++N dx 
2 ne XT 2 ta 3 zz 一 13 
(x 二 px 十 gq) (x 十 px 十 gq) (x 二 px 二 gq) 


其 中 a, M , N 都 是 常数 ( 见 $3 末 )。， 


各 和 妇 盖 2， 则 
a | 一 一 此 一 ~_ Mx*tN” .8g | dx 

(x + pxrtaq)! (rTpr+ qr” (x 十 px 十 gq)™—2 

等 等 ， 最 后 得 到 
MY 十 和 R(x) | dx 、 
一 一 和 一 -一 一 一 一 一 十 一 一。 3) 
en (x 二 prt qj) Xx* 十 px 十 g ( 

由 (2)、(3) 及 (4.1) 可 知 


9 


fs = PK + {P22 。 
Ot{x) Oi(x) O27) 
此 处 2 是 由 上 法 , 朗 [(2) 与 (3)] 分 高 出 来 的 芙 分 式 的 和 , 故 为 芙 分 式 ， 布 
上 
Qi1(X) 一 (x a )*!. " (x? 十 px 十 qj)™. “， 
Pi 足 $3 型 I[ 与 IV 的 时 分 式 的 和 , 故 亦 为 医 分 式 , 且 


2 


OX) 一 人 一 Ch) 人 (二 pe 二 9) 
显然 0 = 010:, 表 所 欲 证 . 
但 如 何 确定 Pi(x) 与 P(x) 的 系数 呢 ? 微分 (1) 式 得 


卫 -- 国 | + Ps QPi— PO! | Pa Pi01— PH + PQ 
9 Yi 名: 2 9: 0Y 
此 处 


电 羽 等 式 
卫 一 PiO 一 PP 二 PPO 
可 以 得 出 7 个 待定 条 数 的 线性 方程 钥 〈 因 恒 等 双 方 的 次 数 都 为 一 1)， 与 $4 的 理由 一 
样 ,可 知 这 方程 组 的 系数 行列 式 非 雳 , 故 解答 是 唯一 的 ,也 就 是 属 , 表 达成 (1) 的 表示 法 是 
i 
例 。 求 
| 全 6 + 12x 十 8 ，。 
(x 二 + 1)(x +1) 
由 OwsO;1 一 《x 二 1) 十 1)= 二 十 十 + 十 1 及 
4z 十 4x 十 16x: 十 12x 十 8 -| ax 十 bx 十 < | + dr: 二 ex 十 
(x 二 x 二 x+1) 二 x 十 x 十 1 十 十 x 十 1” 
出 4x1 十 4 所 十 16 迷 十 12z 十 8 一 (2zx 十 0)( 妇 十 妇 十 zx 十 1 一 
一 (ax 十 bz 十 c)(3 十 2x 十 1) 十 (Qe 十 ex 十 人 (x 十 洁 十 x 十 1) 
比较 柔 数 后 有 / 
2Z 一 0， 
一 CC 十 ec 一 14， 
一 2 十 ec 十 了 一 4， 
65 一 2 一 3c 十 e 十 j 一 16， 
2 一 2 十 ec 十 1 一 12， 
2 一 C 人 十 一 8， 


所 以 
2 一 一 1,2 一 1,c< 一 一 4,ZL 一 0,c 一 3, 一 3 
因 苞 
| 入 lt x 一 十 4 | dx 
3 
(xt 十 1)(x 十 11) 十 x 十 x 十 1 六 十 工 
xX 一 十 4 


一 +3tg r+ CC. 
十 xx 二 1 


考题 1。 求 | sy 


4x 十 4x 一 1 
发 惠 2 来 | 云 — 1)(2x 二 + 3)(2x 一 3) * 


e 264 大 


dx 
ij 有 3. 求人 , 
中 古 Xi 十 1 
于 题 4， 求 | 于 


dx 
(x— 1)(r— 2x+2) 


否 题 5， 求 | 


(z+ 1)xr+rt1) 


$ 6. 某 些 含有 根 却 的 函数 的 积分 


A ) 形 如 R( > 二 的 积分 ,此 处 R(x,y) 是 x*， y 的 有 理 辆 数 , 也 朗 它 能 胞 


YX 
成 两 个 以 之 9 4 为 变量 的 实 梁 数 多 苦 式 的 商 ， rm 六 自 然 数 ， xz 一 有 7 六 0。 
从 


| “| ax 十 有 _ 6"—8B 

£ | th x plz) a— ym > 
则 积分 恋 为 

| RCeCD, pa. 
这 是 有 理 图 数 的 积分 了， 
例 1. (Vx*+1+2_ .yy 
| (x+1)Y— Vx+l1 

入 z= 二 Vx 十 1， 于 是 


| YX 十 1 十 2 dr —2| +t2a (2 2 十 2 ) 2 = 


(xz 十 1 一 Vz 十 1 上 一 上 一 1] 六 十 上 十 二 
起 一 1) 2  _2t 十 1 
一 lo -一 一 一 一 -| 一 一 -te 一 -一 一 十 CC 一 
2 :十 zz 十 1 V3 V3 
og | Vt 1~1) 2 ,2Vx 二 1+1 
tg 二 C 
Ti2 V3 V3 
例 2. 
wz 二 10z 一 全 
出 | dx ~ | V1! dx 
. 了 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 ”一 一 一 一 ， 
M(x + 1)(x— 1) 一 xx 十 1 
3 3 _ 2 
从 :tt yet， dx = od 
并 请 一 1 (Bo 1 
因此 
| 一 上 一 一 = ;| CX = |(- 1 z+2 ) 2 
(x+ 1)(xr—1) SC—1 上 一 1 f+zrrl 
一 工 log | 二 二 2 二 | + V3 wetl+ce 
2 (2— 1) V3 


_1 (ts 十 了 十/i2 一 1 十 (xy 一 1 2 十 1 一 1 
AE SE A 
“ (wy 十 圭一 Vx—1y V3-.~ | 
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二 CC. 


B) 二 项 式 x”(z 十 bx?)? 的 积分 , a, 5 是 常数 , zz 2 p 是 有 理 数 . 
fx? 一 x， 卓 得 


| :Ca 十 5x2 )tdx 一 二 | (a 十 bz)?zdx, 


并 


于 处 


再 命 z 一 ， 就 变 为 形 如 


|a + tw Pwidw 
的 积分 了 。 如 果 上 是 整数 , 而 4 的 分 母 是 7, 命 w 二 ww', 我 们 的 积分 就 是 x 的 有 理 图 数 的 
积分 了 。 又 如 果 4 是 整数 ,而 2 的 分 母 是 1, 上 基 命 1 十 w 二 v', 也 把 上 式 化 为 v 的 有 理 辆 
数 的 积分 . 
如 果 上 十 9q 是 整数 ,而 的 分 母 是 1, 命 
lw 


ww 


= 万， 
也 把 上 式 化 为 上 的 有 理 画 数 的 积分 
总 精 起 来 ,党 数 p， 于 一 一 ， 2 十 旋 中 有 一 个 是 整数 , 旭 二 项 式 x"(a 十 br")? 的 


积分 可 以 化 为 有 理 画 数 的 积分 ， 除 此 之 外 的 情况 ， 有 . Je6pIUIea 已 径 恋 明 我 偶 无 法 
找 出 切 等 回 数 的 表达 式 来 , 


例 3. EE 
由 于 
{ 交 二、 | EL + tia 
7 
在 此 mw 一 一 二， # 一 二 ,Pp 一 二 因为 
m+1 > 


是 整数 ,所 以 可 以 化 汶 有 理 莉 数 的 积分 . 
全 f 一 V1 十 ~ x, x= (Bo 1), Cr 一 1282082 一 1)322。 
因此 


| V1 Ss 


一 = (1 十 A + ~ x(4V *—3)+C. 


dx = 12 | (6 dt 一 4 —7)+c 


® 066 * 


dx 
季 
AT x 


在 这 里 , zz 一 0, n 一 4， ?一 一 一. 因为 


例 4. | 


了 2 4 4 
所 以 可 以 化 为 有 至 范 数 的 积分 . 
人 4 
命 lt 1 dx =— —2(tt— 1) td, 
多 
因此 
| dx -| 
Ne t'—1 4J\z+l1l zl 2 J 关 十 工 
一 上 lo tc 
4 zt—l1 
1 Vit*+x lVit+*+c. 
4 1+xi—x x 
dx 
匀 5 | 
[了 工 十 好 


在 这 里 mw 二 一 1,n 一 5， p 一 一 二 因为 


m+1 = 0， 
从 
所 以 可 以 化 为 有 理 莉 数 的 积分 ， 
命 = VIT#, Nxt- Dd oA Nd. 因此 


| dx 一 三 | tdz -|(— zt—l ) a =— 
/1 5J8—1 5J\—1 +t+l1 


TAN / 
工 1o | | 3 i+ lo 


10 t+1 5 /3 
1 (V1i+*s— 1) /3 _ 21 十 好 十 1 
一 一 log | 一 -一 一 一 一 一 | 十 一 一 一 人 
1 NACE 5 V3 
习题 1。 合 
Jp 一 | (1 十 xz)pzddz， 
斌 证 
Jptlq 一 jpg 十 Joe+l 
(1 十 2)? 2 = (p 十 1 )Jp,a+1 十 《4 十 1 )Joaua。 
并 以 此 证 明 a 罗网 
J poa 一 一 (Tz) 2 十 A Me Jptlsg (p 二 —1); 


p+1 pp 十 1 
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时 oy p+1l, a+1i i 
~ lt) p+tg+t2] (gx —1), 
/ 7 十 1 7 十 1 


暂 冲 2。 命 a, B, 7, 6 表 实 数 且 a6 一 By 寺 0, 试 将 习题 1 的 公式 推广 到 积分 


J p,q 


Jp 了 一 | 十 Bz)?(Yy 十 6z)7dz。 


Hn | 


$ 7. 求 积 分 | R(x,Vam tbr Te dr 


多 配 平 方 ,得 


2 
ce 十 iz+c 一 a(z 十 之 ) 十 < 一 一 。 
2 


因 此 我 仿 不 妨 假定 所 区 天 入 的 情况 是 2 一 0. 

册 换 变数 

= 一 让 2 

则 
VcecvVyrl 下 za>0c>>0， 
Vicl|Vy 一 1 车 e>0， cc 一 0， 
VeV1i 一 yy 车 a<0,c>0, 
第 四 种 情况 a 二 0,， < 二 0 在 实数 范围 内 是 不 存在 的 . 
当 za 盖 0，c 二 0, 命 


-了 ， 则 VT 十 区 一 芋 过 与 ,因而 所 求 的 积分 变 为 的 有 再 廿 数 的 积分 ， 


/zz 十 < 一 


4 == 


当 4>>0,c 过 0, 命 y 一 土生 则 得 VF 一 1 一 一 于 也 化 为 家 有理 蜀 数 的 


积分 辣 题 . 
双 当 za 一 0,c> 一 0, 命 y 一 lc 则 V1 一 六 一 一 全 .也 化 为 求 有 理 图 数 的 


1 十 t 1 二 ze 
积分 疝 题 . 
这 三 种 情况 , 我 便 了 岂可 以 各 以 y 一 tg0,y 一 sec0 及 y 一 sint 代入 而 化 为 三 角 男 数 
的 积分 . 


例 1 | dx == log|z 十 刀 2 士 @| 十 C。 
Vr 十 a 
( dx 一 arcsin 二 十 C 
Va 一 xz: a 
( 见 §1). 
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例 2. 


{oglar + + Vaart br +e) 十 C、 和 若 z>>0 
| dx _ Va : 2 z 
ax 十 bx 十 < 一 | csin -<2x 工 2 十 C， 车 zz<0， 2 一 4ac 二 0。 
|a| Vb — 4ac 


先 次 平方 ,再 由 例 1 可 得 此 二 式 . 
dx dx dx 
例 3. A 一 
| 二 | | 
都 可 以 用 简单 替换 x 一 一 化 为 已 知 的 积分 . 


例 4. | 一 一 和 一 一 . 
r+ Ve—zr+l 


ee 2 _ & _ 
命 1 一 :一 x 央 z 一 一 1 x 一 2 人 二 + 十 1j， 因此 
2 一 1 (2 一 1Y 
2 - 
x 十 Mr 一 + 十 1 i:(2t—1) 2 2 一 
一 学 log |2t 一 1 十 C 一 一 二 -一 一 一 一 一 一 十 
2 2 2x+2Vx—x+1—!l 


十 2log = 十 一 > 十 1 一 二 logl2z 十 2V Hx+1— 1 十 C。 


虱 题 1. 命 y 二 Var 十 br 十 c 及 


. mt 
Vm = | m0,1, 2, +:*。。 
VY 


也 证 


2m 一 [yy 一 maV, 十 72 一 并 bV ni 十 (和 2 一 1)c 


工 由 此 性 明 
下 = pm-iCX)y 十 AmVo, 
此 处 pz) 是 + 的 mm 一 1 次 多 项 式 , 人 是 常数 . 


这 习题 建议 了 以 下 的 求 积 分 方法 : 命 P(4xz) 表 nn 次 多 项 汇 >) Gvx”, 由 上 式 可 知 


2 一 性 


Li 


(2 dx 一 > gvVy = Ol(x)y 十 人 Fn， 
0 


此 处 O(x) 是 一 个 n 一 1 次 多 项 式 , 4 是 常数 . 
微分 此 式 立 得 


p(x) = O'(x)(ax: 十 pz 十 c) 十 到 Ox)(2ax + Bb) +X, 
我 个 可 以 用 比 亏 采 数 法 来 求 出 0(x) 及 1 
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极 题 2. 试用 此 法 诈 朋 
| x 一 十 1 


xr 1) V2x 二 2 
Vx 十 2x 十 2 6 


+ lglxt1lt Vet2t+2)+c. 


下 是 3. 在 积分 


(一 amAwW axz2 十 bx+e 


中 换 变数 * 一 < 一 一 ， 使 它 化 为 习题 1 的 形式 . 


匀 题 4.。 证 朋 
-和 -~- -~  _Vaz 一 2x 一 1 2x 一 二 一 jn- V2 Ac 
| 一 人 ry 4V2 x—1 
§$8. Abel 积 分 
考虑 形 如 
| Rx, ya 0 
的 积分 ,其 中 民 (x, y) 是 TY 的 有 理 柚 数 , 而 ~ 与 了 之 天 满足 代数 方程 : 
P(x, y) = 0, (2) 


这 样 的 积分 称 为 Abel 积分 , 我 们 已 经 研究 过 的 王 有 
(7x 十 6) 和 一 (ax 十 B) 一 0 
和 2 一 (cx 十 ix 十 c) 一 0， 
二 特例 ,积分 44) 能 和 否 者 为 已 知 画 数 , 主 要 是 以 曲线 (2) 的 性 质 为 转移 ， 除 掉 十 分 特殊 的 情 
驳 以 外 ,(1) 是 不 能 用 本 溃 以 往 所 说 的 画 数 表 出 来 的 . 
如 果 曲 钱 (2) 有 参 变数 的 有 理 画 数 表 达 法 
+ = 7(t), y= ?2(2), (3) 


及 


则 
| Rex, Daz = | Rn(D， rAO Ca 
就 是 t 的 有 理 图 数 的 积分 . : 
有 理 式 (3) 卖 达 的 曲线 是 一 种 十 分 特殊 的 曲线 , 称 为 有 有理 曲线 ， 本 书 中 不 能 发 明 有 理 

此 和 厂 的 条 件 , 但 仅 准 备 指出 

光一 Ci 十 2 二 cx 十 

多 一 CX 十 .00 十 cx 十 dr 十 e 
都 不 是 有 理 曲 线 ( 如 时 右 边 疫 有 重 因子 ), 但 任 总 一 条 二 砍 曲 线 ,都 是 有 理 的 , 即 

ax: 十 2bxy 十 cc 六 十 2dx 十 2cy 十 2f 一 0 

一 定 能 够 表 成 某 一 大 变 数 的 有 理 画 数 . 
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如 果 曲 线 上 有 一 点 (xzxoy， yo), 媳 
axi 十 2bxoyo 十 c% 十 2Cxo 十 2eyo 十 2f 一 0. 
换 变 数 xX 一 和 一 X03 y 一 7 一 0， 天 可 把 Xo0s 70 下 为 原点 , 即 不 失 普 过 性 ,我 个 可 以 假定 
1 二 0. 从 


y 一 8Y， 
上 得 
ra + 26¢ + cf) + (24 + 2et)r 一 0， 
即 我 们 有 券 变 数 表 达 法 
24 十 Zet 
Y 一 一 一 人 人 全， 一 1 
za 十 228 十 ct 


例 1.。 十 一 34ary 一 0 是 有 理 曲 线 . 
合 7 一 太 ， 则 得 参 变 数 珍 示 法 


3CZE 3 
4 一 一 


1 十 三 1 十 妈 
例 2. 双 丢 线 
(x + y) = 2a(x’: CO— y) 
用 变 数 表 示 法 
网 C2tt 十 a’) 一 a‘t(t* — a’) 
六 十 Gai 十 a 
例 3， 求 积 分 


| RCcos0, sin 0)40. 
这 一 积分 也 是 Abel 积分 的 一 个 特例 ,就 是 


| R(x, y)x™!dy, 
此 处 


x 二 y= 一 1， 
由 贿 变 数 裘 示 法 


1 一 六 
一 SS 


1 十 它 1+e” 
我 个 立 烈 柄 把 所 和 要求 的 积分 变 为 有 理 丁 数 的 积分 ， 这 种 换 变 数 的 方法 ,也 就 是 命 


1 
zs 二 tg—0 
2 


的 方法 ,因为 


s271 。 


T, 一 | sin XCX T= | coOsS xadx 


» | . $s 
dacosx 十 psinx dacosx 十 Bsinx 


我 们 可 以 用 代 换 z 一 名 二 x 分 别 求 T) 与 7;, 但 还 有 更 简单 的 方法 


5T + aTs— | zz 一 > 十 Ci, 


ooT 二 27 一 | —a sinx* 十 bcosx ) | 十 2 sin x) 
acosx 二 bsinx dCcOSX 十 Lsinx 


= log lacosx + bsinx| 十 C:， 


由 此 了 江 刻 得 到 
TT [be 一 alog lacosx 十 bsinx|i] 十 C ， 
1 . ， 
T2 一 一 -一 一 [cx 十 blog lccoszr 十 sinxz| 十 C 
2 十 已 
例 5。 求 


| dx 
a 二 bcosx 十 csinx” 
其 中 la| 汪 > VB+ ci 或 lal 二 VP+e 


命 cosa 一 - ,sina 一 -  , 则 
VE 
| dx -| dx 
a bcosx tt csinx 


a 二 和 十 cicos(x— a) 
若 |za| > V 姑 十 c?， 则 先 命 x 一 a 一 t, 然 后 命 i 一 一 z， 则 


| dx | di 
2 十 


b+ cicos(x— a) 4 十 Vo 二 cicost 


| 


_ 2dz _ 


-一 一 -一 2 2 
(Ke 十 VD:+ 5 人 (1 十 a VO te 2) 


za Vet+e 


2( a— Vb te, 


2 


若 la| < V2 十 0, 作 同 样 变换 可 知 
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dx | 2 
| (VE 二 +a)— (Vic a)z 
WE NVP Ta—a + caty*—o 
1 2 


Pi | /太一 于 十 一 atgi 7 


者 题 1。 求 积 分 


| ydx, 


其中? 的 定义 如 例 1.， 
名 题 2。 求 积 分 


玫 处 > 的 定义 如 例 2， 
开题 3. 命 
了 ，。 一 | SIin XCos"xadx, 
斌 证 朋 
. :tl 7 
7 一 一 Sin xcos x 十 2 十 站 十 27 (as 一 1， 
二 1 以 十 ] 
* 2 十 .十 1 十 十 2 
7 了 7， = Sin _  XcoS + PHTE L429 夺 一 1), 
pv 十 工 DD 十 1 
"VV 十 1 m1 | 
7T。 一 Sn Xo XX EF 1,,u 2 + k 夺 0), 
vv 二 pp vv 二 pp 
:yy—l 1 _ 
T 一 一 sm 0 ?+p 0). 
2 十 此 ?yy 十 及 


者 题 4.。 用 习题 3 求 


| dx | 2 

字 人 人 人 元。 
cos5x ”Jsin3x 
型 题 5。 求 积 分 


| 1— rcosx ax, 


1—rcosx 二 rr 


$ 9. 一 些 不 能 用 已 知 汞 数 表达 的 积分 


和 微分 学 不 同 ,要 求 出 一 个 画 数 的 原画 数 是 比较 困难 的 ， 不 但 困难 ,有 时 还 不 可 能 用 
有 限 步 猎 来 表示 我 们 已 释 知 道 的 一 些 醒 数 . 
最 常 遇 到 的 有 以 下 一 些 . 


汪 
| ce * dx, jo sin x’dx, | cos Xdx, 
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| sinx zx ， (esa, | dx ， 一 
x x log x 


|-= 科 一， (Vi snipay, 


V l ksin*q 


[rs 
(1 十 ksin’:@ ) M1— Risin2gp 

如 果 肖 到 这 样 的 积分 ,不 要 柱 费心 机 地 去 导 找 用 我 们 现在 所 知道 的 匡 数 来 表达 他 们 ， 
但 是 这 个 生生 ,我 人 不 晶 生 无 田 形式 末 表 过 ， 


例 妇 ,我们 和 常 有 
i ( 一 2” SN 《一 1)nxzztl 
| “ p23 n! On 1 
又 如 


X17 2 


9 (—1)"x 4 二 3 
一 一 一 一 一 一 一 之 一 一 -一 一 一 一 一 十 (， 
(27 十 Ir 


0 (27 + 1)1(4n 十 3) 


| sin xx 一 |: > (—1)” 
等 等 . 


$ 10. 微分 方程 。 分 离 变 量 法 


已 往 我 们 所 研究 的 间 题 ,实际 .上 就 是 求 * 的 丁 数 y, 使 
y 一 f(x). 
更 一 般 的 间 题 就 是 求 * 的 曾 数 y, 使 
F(x, yy ) 一 0， 
这 称 为 一 级 微分 方程 。 如 果 可 以 解 出 > ， 则 得 


y = f(x, 7)。 
其 中 x, y) 是 z 与 >》 的 已 知 玫 数 . 
我 们 现在 介绍 几 个 简单 情况 ， 
如 果 Cx) 
一 本 
f(x, y) Dy )， 
则 微分 厂 程 可 以 写成 为 
py) dy =—= px)dx, 
因而 得 出 


| by)dy 一 | Px)adr tC., 
例 1。 假定 某 物 质 原 来 的 质量 是 <c, 在 时 刻 上 到 十 dz 这 时 有 内 起 反应 的 物质 的 量 
dx 可 以 算 作 与 dz 及 在 时 齐 二 尚未 起 反应 的 物质 量 的 积 成 正比 例 : 


dx = c(a— x+)dt, 
即 
dx 


HX 


= cadt, 
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因而 得 出 
一 log(ec 一 x) 一 ct 十 Cl 


Eh 
ua x= ee Ce, C= eT. 
如 果 z 一 0 就 是 开始 起 反应 的 时 列 , 序 当 上 一 0 时 ,zx 一 0, 则 得 出 
4 一 人 。 
所 以 我 们 的 公式 就 是 


x all—e™) 

例 2. 设 一 种 溶液 中 有 两 种 物 慎 ,在 反应 开始 时 ,两 种 物 慎 的 量 , 各 用 区 分 子 a、5 来 
表达 .上 表 设 在 时 齐 + 时， 两 种 物质 已 起 反应 的 量 相等 ， 记 之 为 *， 于 是 剩余 的 量 答 定 
4 一 x， 5 一 x， 如果 反 应 速率 与 这 些 剩余 的 量 的 乘积 成 正比 ,名 

~ ka — x)(2 — x), 
ut 


这 种 化 学 反应 称 为 二 航 反 应 ，。 方 程 林 以 改写 为 


Ux 
(a— x)(b— x) 


dx 
ka 

| tet cr 
如 时 5 汪 > a, 卓 得 


= Rd, 


外 


1 log 2 一 一 入 十 Cl 
2 一 G G 一 区 


2 一半 Cobo C= eic 
7 i 


bx ok 
GZ 一 区 a 


读者 就 自己 研究 5 = 4 的 情况 
例 3. 性 一 桶 中 盛 水 ， 在 距 水 面 志 的 地 方 、 水 从 一 个 直径 为 1 时 
(1 趴 = 12 时 ) 的 小 孔 射出 ， 若 无 摩擦 等 原因 ， 则 水 从 孔 中 流出 的 速 
度 ,等 于 自由 落体 下 落 四 距离 所 产生 的 速度 ,部 W28U, 但 实际 速度 要 小 
一 些 , 和 多 为 
v 一 0.6 V2gh 一 4.8 WV 5 中/ 秒 ， 
故 在 2z 时 到 内 流出 的 水 量 是 vdz 乘 扎 的 面积 , 即 图 ”165 


1 2 
NA (二) vdt. 
设 这 个 桶 的 横 蕉 面 为 16 平 方 趴 ,高 为 6 呢 , 又 裔 在 dz 时 间 内 失去 的 高 认为 ap, 故 有 


2 2 一 
一 160dZ 一 区 过) vdt 一 区 (二 ) 4.8 Vbh dr, 
24 24 
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分 离 变数 得 


dt = —611-4, 一 一 1222 WA 十 C， 
6 
当 z 上 一 0 时 ,A 一 6, 故 
C = 1222 V6. 
改 当 上 一 0 时 
t = 1222 V6 秒 二 49.9 分 伍 . 
因而 和 狗 50 分 钟 流 完 ， 


81. 换 变数 浅 


有 些 方 程 虽然 不 是 $ 10 的 形式 ,但 经 过 变换 之 后 就 变 为 $ 10 的 形式 ， 
齐 次 方程 。 解 方程 i 


由 y 一 xz 引进 新 变量 , 旭 


. 
y 一 1 十 xxgs 


由 此 得 
zf 十 xx 二 f(x), 
因而 得 出 
dx du 
x + u— f(w) " 
由 此 可 人 解 得 
du 
log x 十 | fC) C1 
从 而 
c= Ce™ J unan 
此 处 ) 
= oCl 二 一 . 
Cc © ， pu) 一 (zy 


代 回 原来 的 y, 则 得 
co) 
的 形式 . 


例 1 求 曲 纺 ,使 = 轴 上 点 与 这 曲线 的 切线 距离 ,等 于 这 点 到 原点 的 距离 ， 
切线 的 方程 是 
Y 一 一 y(X 一 zh)， 
此 处 (X,Y) 是 切线 上 的 动 点 的 坐标 ,这 切线 与 X 轴 的 交点 是 


-各 
、 Jy : 
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另 一 方面 , 切 点 与 这 交点 的 距离 的 平方 是 
€ 一 C 一 亏 )) + (y — 07 = 也 士 y。 
、 y y 


由 条 件 可 知 
2 2 
-二 十 y= € a > 
2 i 
序 得 
2xy 
y 2 
这 就 是 齐 次 方程 . 
命 y 一 xx， 则 得 
dx 1—u dx = 0, 
x x 二 wi 
En ) 
区 2 
a 
所 以 
logx 一 logu + log (w+ 1) = logC， 
xz 十 1) 人 
zt 性 
代 回 原来 的 变量 得 
x 二 y— Cy=0, 
这 是 在原 点 与 * 轴 相 切 的 天， 


在 变化 方程 时 ;我们 重 经 以 (xz 十 好) 除 等 式 两 边 , 这 可 能 失去 一 个 解 x 一 0， 也 殊 征 
以 下 我 们 介 亲 一 些 可 变 为 齐 次 方程 的 例子 ,例如 


yf( yt 
Ux ax 十 DiIy 十 ci 


落 站 线 cxzx 十 by 十 c 一 0 与 ctx 十 by 十 cl 二 0 有 公共 交点 (a, B), 划 直 伐 换 
xz 一 二 十 ay 一 7 十 月 


a6 【等 二 名) 
dn aie 十 bn 


此 为 (&€,7) 的 齐 次 方程 
藻 直 线 xzxzx 十 by 十 ec 一 0 与 az 十 DO 十 cl 一 0 奉行 而 不 重合 , 此 时 ax 十 2y 十 ca 
三 h(ax 十 by 十 cjkCcz 坟 ci)， 由 代 换 ax 十 2y 一 = 得 
二 
dx pe 十 C2) ): 
2 与 2 中 至 少 有 一 个 非 老 不妨 假定 2 六 0， 则 
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区 d 1 1 地 
一 (< 一 ua 
dx (< 
a 十 
~ _ bg [2 
dx of( EE 
所 以 可 以 由 分 离 变 数 求 解 ， 
若 直 和 线 ax 十 by 十 ¢ 二 0 与 ax 十 by 十 ci 一 0 重合 ,上 则 方程 化 为 简单 形状 : 
dy | 
六 (RR). 
$ 12. 积分 因子 法 
微分 方程 By 5 
dal(f(x,y)) 一 BA* 十 74 一 0 
显然 有 一 解 
f(x, y) — C0, (1) 
如 果 一 个 微分 方程 
M(x,y)dxr + N(x, y)dy 一 0， (2) 


其 中 M(x,y) 及 N(x, yy) 恰好 是 一 个 图 数 从 x, y) 对 x 及 3 的 偏 微 分 , 则 这 个 方程 
显然 有 解 (1)， 称 这 种 方程 为 全 微分 方程 (或 恰当 方程 ). 
显然 本 分离 变数 的 微分 方程 都 是 全 微分 方程 . 


定理 1. 着 < 存在 且 连 续 , 则 方程 (2) 为 全 微分 方程 的 充 要 条 件 是 


OM ON 
Oy Ox 
证 。1) 车 方程 是 从 微分 方程 , 卓 有 F(x,y) 使 4F(x,y) 一 M(x,y)adx+N(x,y)jdy-:0; 
功 一 方面 ， 


3 


dF(x, y) 一 2 2 dx 十 Ee y) dy 


故 
M(x,y) 一 9F(x, 3) » N(x, y) 一 OF(x, y) ， 
Ox Oy 
BM _ HF BF _ ON 
Oy OyOx OxOy Ox 
2) 敬 ON _ OM 命 


Fi(x, y) 一 | M(x, y)dx, 


则 
OFi(x, y) y) 一 M(x, y)， 


/ Ox 
:F(x, y) OFikCx ， y ) OM ov 
Ox Oy Oy Ox Oy Ox 


即 
0. (Cx, y) 一 So = ) 0。 
x 


因此 N 一 3 仅 为 y 的 画 数 , 命 之 为 p(y), 朗 


N(x,y) 一 Se = p(y). 


取 
F(x, y) 一 F(x, y) 十 | p(y)dy, 
月 
OF (x, 2 一 Etza 7) + Py) 一 N(x, y), 

Oy Oy 

向 
0 < 0. -0. 
MD FD (FD + | od) = Fy). 

因此 

dF(x, y) = M(x, y)dx + N(x, y)dy, 
故 方 程 (2) 为 全 微分 方程 ， 

倒 1。 3x: 6ry) dr 十 (6x2y 十 4y’)dy = 0, 

由 于 


O(3x’ + 6xy) .. O(6xy 十 4y’ 
Oy Ox 


故 为 全 微分 方程 。 用 定理 工 的 记号 


Fi(x,y) 一 | (3x: + 6xy’)dx = x + 3r2y’, 


一 12xy, 


p(y) = 6xy 十 47 一 0 一 47 ， 
| Py)dy = y', 
故 解答 为 妇 十 3x2y? 十 站 一 CC. 
例 2. (secxtgxtgy 一 ez)lx + (sec x seciy)dy 一 0. 
由 于 


O(sec xtgxtgy— ee”*) _ Osecwx sec’y 


Oy Ox 
故 为 全 微分 方程 。 其 解答 为 


一 sec x tgx sec2y ， 


secXtgy 一 er 一 
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有 时 ,方程 1) 不 是 全 微分 方程 ,如 果 有 这 样 的 酌 数 p(x,y) 使 


ef Cr, pM ys OF = oz 人 NGcy y), 
Ox Oy 


旭 方 程 (2) 也 有 (1) 为 其 解 。 这 样 的 图 数 p(x,y) 称 为 积分 因子 

如 果 (2) 有 人 解 ,上 则 显然 有 积分 因子 ， 从 理 窒 上 膏 , 如 果 方 程 (2 ) 是 可 以 由 初等 酚 数 解 出 
的 ,我 们 一 定 可 以 找到 一 个 合适 的 积分 因子 , 来 用 积分 因子 半 解 出 它 、 但 活水 .上 , 求 要 分 
因子 并 不 容易 ， 


由 定理 1 及 积分 因子 的 定义 可 知 
Ol(uxM) _ OCuN) 
Oy Ox 
到 O 0 0 O 
op NM 一 (CC 
Ox ¥ Oy ( Oy 3) C3) 
以 上 除 之 得 
Ologp _ Ologxk _ OM _ ON 4 
和 Ox M Oy Oy Ox” ( ) 
故 积 分 因子 泣 足 3) 或 (4)。 
解 (3) 或 44) 任 不 容易 《 昌 然 我 们 只 要 求 出 一 个 特 解 郎 可 )。 但 特别 当 让 一 0 时 ，, 则 
OM _ ON 
Ologr — Oy Ox 
Ox N ” (5) 


由 此 可 知 , (5) 式 右 问 仅 为 x 的 画 数 是 存在 仅 依赖 于 x 的 积分 因子 的 充 要 和 条件。 人 镶 (5) 式 
右 端 为 仅 依赖 于 x* 的 画 数 , 则 
OM _ ON 
logk = | dx。 (6) 


3 
例 3. (zz 十 xy 十 过) dx 二 (x: 二 ydy = 0. 


由 于 

OM _ ON 

0y Ox -2 十 过 十 7 一 2x 1 

N 入 十 入 
因此 
dlogp 一 1， 
dx 
2 

方程 


£ 一 
3 
e” ( 2xy 十 xly 十 过) dx 十 ex(z + y)dy—0 


{2 
ye (+ 十 ) C. 

如 果 方 程 (2) 有 积分 因子 L(x, y); 其 通 解 是 f(x, y) 一 人 人， 此 | n(x, y)p (fx, y)) 显 
然 痢 是 积分 因子 ， 在 实际 求解 时 ,有 时 将 微分 方程 分 成 两 租 , 每 一 组 都 很 窑 易 求 出 积分 因 
子 ,然后 写 各 积分 因子 的 普 志 形式 ， 最 后 求 出 一 个 共同 的 椒 分 因 卫 来 . 

例 4. (x 一 y’)dx + 2xyady = 0., 

把 方程 分 成 两 组 

(xdx) 十 (一 yY2Cx 十 2xydy) = 0. 
第 一 个 括 弧 的 积分 因子 是 pn 一 p(x), 第 二 个 括 弧 有 积分 因子 一 ;， 其 通 解 为 
XY 


2 


改 其 积分 因子 的 一 般 表 达 式 为 


Xxy 
现在 只 要 选取 由, 使 峰 仅 为 * 的 函数 序 可 ， 内 此 取 J(?) 二 ft, 故 得 原来 方程 的 积分 因子 
| 1 
LT 
方程 
dx 2xydy 一 ydx 0 
i z i 
为 全 微分 方程 ,其 解 为 
logx 十 二 =— C, 
例 5 dy 一 一 三 十 和信 一 y 
dx x x 
命 y 一 二 ， 则 
x 
-2.2_0 
x 区 x2 zt 
或 
c“ 一 3c 十 2 一 


由 此 得 出 < 二 1 是 一 个 解 , 因 此 原 方 程 有 一 个 特 解 


用 严 换 
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代 人 方程 后 得 


~ 一 1，, 
dx 
故 
了 一 十 C。 
因此 方程 的 解 为 
yr(x + C)= 2x+C., 
$ 13. 一 阶 线 性 方程 
形状 为 | 
anl) SY + wori(o) a + lx)y 一 <) 
的 微分 方程 , 称 之 为 x 阶 线 性 方程 
我 们 现在 来 解 一 阶 钱 性 方程 
y + P(x)y -+ O(x) 一 0。 
先 研 究 方程 


y 十 P(x)y — 0， 
这 是 一 个 可 分 部 变量 的 方程 
Ay + P(x)adx 一 0， 
3 


积分 得 
logy 十 | P(x)ax = log CC, 
即 得 
y 一 De 
从 这 个 解答 ,我 们 可 以 知道 方程 (3) 有 一 个 积分 办 地 
| Pn)ar 
< 3 
印 
ef "Ogy + P(x)ydxr) 一 0 
太 
dCel reo4e yy) 0. 
把 这 积分 因子 乘 (2) 可 知 
el ?eg, 十 ' P(x)ydxr 十 Ox)ax) 一 0， 
aCel "0 ) 十 el "eg (x) dx 0 ， 
即 得 
ef re, Lr | "0 (x) dx = C, 
印 


y 一 于 (一 el ?a0 (x) dx 十 c). 
注意 。 在 求 积 分 
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(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


| P(x)ux 
时 ,我 们 不 一 定 要 评 上 积分 芝 数 ,因为 由 
) (一 | P(zDdx 二 Ca OCx)dx 十 C 


-一 | ec | el FO (x) dx 十 eaC ) 


可 以 看 出 , 深 Cl 是 不 必要 的 . 
例 1。 设 i 为 电流 强度 ,RR 为 电路 的 电阻 , 工 为 自 感 系 数 ,v 为 电 座 , 且 尺 ,上 ,vr 是 党 
数 , 求 有 自 感 的 电路 中 ,变动 电流 的 束 态 过 程 , 


我 们 有 关 靖 式 
v= Ri+L di 3 
7 
邮 
A Kv 0 
at L L 
用 公式 (4), 由 
Pam|2a— Et 
了 
友 
RK, rma 
(0mar ——£ |ei dt 一 ei 十 C， 

得 到 


如 果 当 zt 二 0 时 ， ft 一 20, 则 得 C 一 部 一 去 ， 所 以 


三 
四 重 i 和 vv 
;一 (和 一 二 ) L 十 -一 
R ”RR 


因为 * 增加 时 ， ez 很 快 趋 于 雳 ,所 以 电流 强度 可 以 由 Elm 定律 i 一 之 来 计算 . 
当 vo 一 0 时 ,就 得 到 断 开 电 路 时 ,电流 消失 的 公式 
z 一 ie 
其 中 三 称 为 电路 的 时 间 常 数 . 
例 2。 游 虑 电压 是 正 蓄 画 数 的 情形 , 序 ov 一 4 sin wt， 用 与 上 例 相同 的 方法 ,得 到 
i et (Gt A ferrinords ) 


. R 2 
一 ecC 十 4 ei fi sin wt 一 oF coswz | 
w+ RR oR 


假定 开始 时 的 电流 强度 等 于 io, 部 当 上 一 0 时 :一 2 划 得 
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LoL+ R’ 
因此 得 中 
i — (a A ec 一 At 十 — 4 .gin Wt— oLA -— COS Wr = 
了 十 R’ 0 了 十 R’ vwL’ + RR’ 


一 ( i + 4 eR + A sin (ws — 0), 
ww 


此 外 9 一 tg-12 上 . 
R 
当 + 较 大 时 ,ez 很 快 趋 近 于 零 ， 所 以 电流 给 度 亦 由 一 个 正弦 量 来 表示 , 日 频率 与 
v 相同 . 
例 3. 当 电 路 断 开 时 , 有 火花 发 生 , 这 时 电阻 尺 不 能 看 作 常 量 , 对 断路 的 一 刹那 间 + 
来 褒 , 电 阻 由 Ro 增加 到 十 co。 这 时 我 们 可 以 设 尺 依 顿 于 时 间 * 的 关系 是 


R= Ko — KoT 
1 i T—t 
人 
因此 得 到 微分 方程 
ot KoT 二 一 0 
dt LT — 1) L 
售 
ff 二 TCX, 
虽 
dt RoTr — ,0 
dx ZL —x) 
用 公式 (4) ,由 于 
kor KoT 
| a | i 7 log (1 x) Cl, 
由 得 
RT Kr 
i== (1— x) Li la- 一 dz + C|. 


L 
当 一 六 T 时 
Ro 


UT -07 
—— x) +Cl—x) ., 

当 x 一 0 时 ,zz 一 加 改 

C= UT 

ERo7 一 志 

故 侍 

Q—2) + (i—— ) G 一 z 

-Rr Ror—L 
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同样 的 方法 可 以 求 出 当 = 二 Tt 时 


i 一 〈1 一 x) | 一空 log (1 一 略 |. 


更 在 介 帮 可 以 化 为 一 阶 线 性 方程 的 Bernoulli 方程 : 


2 + P(x)y = O(x)y" nw0,1, (5) 
必 
用 ?7 除 之 ,得 
y" 十 P(x)y "™ = 0O(x). 
dx | / 
扩 
~ 一 ?一 2 
则 得 


人 + (—n+ 1)P(x)z 一 (一 2 十 1)0(o)。 


这 样 一 来 ,就 化 为 线性 方程 J 


例 4. dy xy = 一 ez 
dx 


iy 


则 得 


此 为 线性 方程 , 解 之 得 
w 一 ci(2x 十 c)。 
将 z 换 为 y-?, 序 得 原 方程 的 解 。 


例 5. 一 全 一 xzMV 3y。 


命 xz= 一 V3y， 则 得 
故 得 


将 = 换 为 V ?> , 序 得 原 方程 的 解 . 
下 面 我 们 介 禹 Riccati 方程: 


下 一 PCD + Ox)y + RC (6) 
hs 


这 类 方程 一 般 不 能 用 求 积 法 以 求 出 它 的 解 ,但 如 时 知道 它 的 任何 一 个 特 解 ,就 可 以 把 它 化 
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为 Bernoulli 方程 
党 yi(x) 是 46) 的 特 解 , 作 变 换 
y(xz) = yx) + Z (x), 
则 得 


D1 ME p 4 on +Z) 二 Rn 二 Za 
dx ax 


— P+ Ont+ Ryi+ OZT+2nZR T+ RZ’, 
d7 


一 一 一 (CO 十 2yR)Z 十 RZ” 
dx 


此 为 ”Rernoulli 态 程 . 
青 用 代 换 2 二 二 ， 印 化 为 尼 的 一 阶 线 性 方程 ， 


9 14. 二 防 黎 性 方程 
解 二 阶 线 性 方程 : 


u(x)y” + vr)y’ + w(x)y = 0. (1) 
比 起 人 解 一 阶 线 性 方程 来 要 难得 多 。 在 应 用 数学 中 不 少 特殊 画 数 都 是 其 一 二 阶 线 性 微分 方 
程 的 解 , 例 如 
x(1 一 xz)y 十 (ec 一 《a 十 5 十 1)x)y' 一 aby 一 0( 超 越 几何 画 数 )， 
y 十 (» 十 py 一 二 y》 二 0 (Weber 贺 数 )， 
x 3 十 xy 十 (x 一 二)y 一 0 (Bessel 图 数 )， 


(1 — x)y  — 2xy 十 (nn 十 1) 一 也 )» 一 0 (Legendre 图 数 )。 


1— x 


y 十 (a 十 (6gcos2x))y = 0 (Mathieu 落 数 )， 


1 
3 一 一 
着 2 站 十 1 )x 十 及 
y + (> )» 一 2 十 1)x 十 人 x y 
ri 之” Cr 
4 [{ Cx— a,) 


ret 


一 0 (Lamé 西数 )， 


这 续 图 数 性 盾 的 讨论 者 成 为 专 四 著作 , 本 书 将 择 要 介绍 一 二 。 因 此, 和 并 无 希望 可 以 有 一 
个 过 解 一 阶 线 性 方程 那样 的 办 法 .。 本章 中 仅 举 些 最 简单 的 与 二 级 方程 有 关 的 夭 果 . 
1) 如 果 微 分 算 子 


a ad 
u(x) 3 十 v(x) 7 十 w(x) 
刚好 可 以 分 解 为 
d d 
rr 7 
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LY 


a a dq d 
?一 一 十 ) (++: = (p+ )(- 卫 + )= 
( dx “ Ux 1 dx 4 adx ” 


dy ( Es ( ds ) 
一 pr 二 laqrtp 二 po——|)—— 十 (PT 了 gas 
US 2 
亦 即 
pr 一 2 qz +ps+p < =v, p+ gm w. (3) 
dx dx 


在 这 样 的 情况 下 , 解 方 各 (1) 就 等 于 解 两 个 一 阶 方程 : 


p ET gs=0,r 人 +sy= 2 (4) 
dx Ux 
了 日 一 式 的 解 是 
= A -| pds 9 
因而 求解 
Py Pe 
dx 

这 是 一 个 一 人 阶 方程 了 .， 

例 1。 解 

(x x2)y + (x — zx)y — (6x: + 7x)y = 0, 
由 
Pr 二 xX 十 x* 一 2 

昌 假定 

: p= 二 xX 二 2,， r= 二 x 一 1 
如 果 

q= Ex+F, s= Ex+rPr', 
则 竺 
E+E=1 EE'=——6 
一 羡 十 民 十 2 十 下 一 一 2 | EF+EF+E = —7 | 
已 一 2 一 2 FF 十 2P 一 0， 


求 出 五 二 3, 一 一 2; F 一 4, F' 二 1， 因此 原 方 程 是 
d d 
((x+2) tar+4)((x— D2:—l))y—0. 

方程 

(x 十 2) + (3 十 4)z= 一 0 

cd 
的 解 是 A(zx 十 2)e ,而 
(x— 1) SY — (2x— 1)y = A(x 上 十 292e-z 
bp 

的 解 是 

i 2 
y=— (x — 1)e* 18 十 去 | 入 2) dl. 


附 记 。 1) 可 以 换 变数 把 (1) 中 的 v(x) 消去 ， 命 y 二 pg8, 则 
u(x)(p z+ 2pz 二 pz ) + v(x)(pz+t+ ps )++ w(x)pz 一 0 
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如 能 取 疡 使 
2p 4 十 vp = 0, 
则 > 的 系数 等 于 0， 这 方程 的 解 是 


上 
s | v/udx 


六 一 
即 得 所 求 . 
2) 方程 组 03) 似乎 不 难 解 ,实则 大 不 然 ! 先 由 第 一 式 定 p, r+, 再 由 
rq 十 1 一 0 一 沪 < 
dx 
ds _ 
P Tqs=w 


解 儿 fj， s 求 . 出 人 前 式 


代入 后 式 得 
ds 1 dr 
?+T( Po px) 一 以 
这 是 一 个 > 的 Riccati 方程 ,并 不 仿 单 。 虽 元 所 得 ,但 建立 起 一 个 二 阶 方程 与 Riccati 方程 
的 关系 ， / 


3) 和 线性 方程 的 解 也 有 厂 性 性 质 , 郎 如果 yi yy 是 解 , 则 入 yi 十 29 也 是 解 ， 二 阶 方 
程 的 解 有 两 个 任意 常数 , 因此 二 阶 绪 性 方程 有 两 个 解 请， ya 使 其 他 的 解 一 定 可 以 表 成 为 
hiyi 十 A2y2。 如 果 y? ,yy7 是 另 两 个 有 这 样 性 质 的 解 , 则 有 常数 c, 8B, y, 6 使 
yt = oy 十 By， 一 Yo7 十 Gya， 
而 a6 一 87y 冯 0 命 y/y 一 5 yf/y# 一 上， 则 
oo ,2 Py 2 
光一) 
这 不 变量 称 为 Schwarzian. 
得 题 。 解 
(i) eaxy ”十 (3a 十 bz)y + 36y 一 0 
(i) (zxz—1)(x—2)y 一 (2x 一 3) 十 27 一 0. 
(ii) (2x — 1)y 一 (sx 一 4) 风 十 (x 一 3)y 一 0. 
(iv) 〔 妇 十 3 二 227 十 (5 妇 十 全 4)y + (6x:+ r+4)y=0. 
(v) (rm1)y —(3x++ 1)y — (x— zx)y= 0. : 
《vi) ze 一 bj 一 2x(02a — br)y’ + 2(3a — bx)y = 6C2 


§ 15. 第 系数 黎 性 方程 


从 上 闻 中 求解 方程 组 (14.3) 来 解 二 阶 人 微分 方程 虽然 没有 多 大 价值, 但 对 钼 理 常 系数 方程 
还 是 十 分 有 用 的 ,; 即 如 果 w,v, w 是 常数 时 ,我 们 假定 p, 9qg，rys 是 常数 , 则 
pr=t, gr+ips = vv, gs = ww. 
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和 任 旦 不 失去 普通 性 ,我们 假定 x = 一 1, 于 设 p = 二 + 一 1, 于 是 间 题 变 为 求 
qs=v, gw 

的 解 , 即 q,s 是 方程 
vAi+w=0 

的 解 , 售 人 4， 人 2 是 其 二 解 , 则 


人 全- 
to rw 
A NV N\A 1 / \ gx 2) 


我 们 现在 分 三 种 情况 来 讨论 : (i) 二 实 根 , (这 ) 重 根 , 《证 ) 二 虚 根 . 
角 1 ， 命 四 与 人 是 二 不 相等 的 实数 , 解 


2 
Sy 一 (Ai 十 /2 ) 0 十 人 1A27 -一 f(x), 
dx dx 


2 


由 d 
<” 一 xz 一 
了 1 (x) 
解 得 
z= el (| et f(z) dz 十 a)， 
再 由 
dy My 一 eAaz (| ef(z) di 十 cr) 
dx 
短 F 得 (1 一 ja) 
， i 一 全 
y 一 cjar (| ergn | ei f(z) dz + ci Te ,). 
人 1 本 人 :2 
全 一 AL f(z) ad _ ejaz 到 一 12 f(z) dt . 
一 一 十 CeAx 十 be 
人 1 人 2 
例 2. 解 ; 了 
d’y 4 2 ，_ ， 
一 二 一 2 一 一 十 4 = f(x 
5 了 y = f(x). 
国法 得 
dy Ny —— or” (| ew* f(r)a 十 4), 
dx 
即 得 


-Q (cy ) 一 | ew“*f(t)dt + cis 
dx 


y= er | (x 一 的 eraDi 十 cre 十 ce- 
角 3， 假定 疡 一 g 二 0, 求解 
y + 2py + gy = f(x). 
仍 用 例 1 来 推导 ,其 中 | 
人 二 一 尹 十 V 所 一 9; 人 : 一 一 bp 一 V 请 一 4。 
命 太一 ja=2VP 一 9 一 上 A， 而 


3 | eNO dt 一 | ep 0sinA(y — 2)f(z)az, 
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因此 例 3 的 解答 是 
y 一 | sinA(x— f(adt 十 ce ft*cos Ar 十 cye™?* sin Ar, 
现在 我 们 会 解 一 切 的 常 系数 线性 方程 了 。 他 
y ay D+ ay + ary = f(x), 


把 方程 
人 2 十 Ch? 十。 十 ca- 十 如 一 0 


左 端 的 多 项 式 分 解 为 
(一 av 一 or 作息 一 pi4 十 qi)* “一 0， 
屹 处 Cs “ys Qs pls G1 "** 为 实数 ， 解 方 程 (1) 的 半 题 一 变 而 为 解 方 程 


一 一 一 一 一 人 而 吉 和 。 C， pe 一 一 一 x 
(2 1 7 pm fi dl "了 帮 ) 
的 更 题 , 世 就 变 为 陆 种 解 出 
-2 一 a fx)， 
dx 
d 
一 GY2 一 Hs 
dy, 
一 CQryyr Yrly 
Gy 十 1 dyyr+1 
一 一 一 上 WP -上 re 
了 pi En diYr+l ~ yp 


| 


的 间 题 了 .而 每 一 步 都 是 我 们 所 确 知 的 . 
虱 题 1. 解 出 
(i) vy —by -ay — by = sinzx, 
Gi) yy +2y + y= xcosax, 
(证 ) 人 十 y 一 sin zsin > x 
者 题 2。 方程 


cy dy 。 
一 一 一 2 一 一 十 By 一 cetrsin(gx + a) 
dx” dx 


《此 处 <, 5，, c, pda 是 常数 ) 在 动力 学 上 是 很 重要 的 , 献 分 各 种 情况 来 分 析 其 解答 ， 
习题 3。 试 解 
z 士 人 My = f(x) 


友 


2 a 
Pt 一 十 gy 二 g(x), 


看 能 不 能 推广 1 
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第 十 章 下 积分 


$1. 求 面积 


假定 c 二 4 二 5, 求 在 x 一 a, x 一 5 之 间 ,* 轴 与 曲 简 
y = f(x) (c) 
之 半 的 面积 。 为 方便 起 见 , 我 们 暂时 假定 曲线 (C) 在 * 轴 的 上 方 , 
命 F(x) 表 c, x 之 间 及 * 轴 与 曲线 (C) 之 间 的 面积 ， 


他 
M 一 max 用， 7 一 mn f(2), (1) 
十 XAOSET+TAT 
洪 虑 面积 大 个 显然 有 


mAx F(x+ Ar)— F(X) MAx, (2) 
也 就 是 
4 F(x + Axr)— F(x) <M. (2") 
人 区 
假定 f(x) 是 连续 的 ,由 (2 ); 当 Axz 一 0, 可 知 F xz) 存 在 , 且 
F'(x) = f(%), 


也 吏 古 


F(x) = | fC)as + C， 
这 个 C 是 繁 定 之 数 . 
在 x 二 a,x 二 65 之 于 的 面积 等 于 
F(65) 一 F(a). 
我 们 就 记 之 为 


F(b) 一 F(a) = | f(x)dx 一 下 (xz) 

这 称 为 画 数 jx) 的 定 积分 ， ea, 6 各 称 为 定 积分 的 下 限 与 上 限 . 

例如 , f(x) 一 22 划 在 40, xz) 之 间 , 知 在 抛物 线 与 再 之 间 的 面积 等 于 

| hidt = -< 

如 果 曲 线 在 x* 轴 的 下 方 , 这 方法 所 求 骨 的 数值 是 面积 的 鳃 值 ; 如 果 有 一 部 分 在 * 加 的 
上 上方 ,一 部 分 在 x 提 的 下 方 , 我 们 所 得 出 的 积分 值 是 在 * 轴 上 部 的 面积 与 x+ 珊 下 部 的 面积 
的 其 

例如 ,f(x) 二 x。 在 《一 a, a) 之 前 的 定 积分 等 于 
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4 J~—a 
这 开 不 是 说 面积 等 于 0。 因 为 从 0 到 a 积分 


| Xidx = EE 
而 从 一 a 到 0, 积分 等 于 


4 


0 4 
i 
| 4 一 


加 果 要 求 的 是 x* 咒 与 曲 钱 y= 二 之 间 在 一 4 与 a 现 的 面积 的 和 初 对 值 ,应 当 是 一 a 
如 果 曲 线 十 下 若干 个 连 乱 曲线 所 组成 的 :我们 也 可 以 算出 面积 ， 例 如 


fC) 人 0 三 x 世 1， 
x)】 一 = 
2 1 二 x 2， 
区 2 t 2 
— 2 3 1 工 4 _ 1 15 _ 1 
| Ca | 2x + | aa 3 十 了 (2 1) 3 十 了 4 五 
铅 1 求 界 于 抛物 线 
y 一 LX 十 2 十 < 
与 * 轴 之 间 , 及 距离 是 的 两 个 才 坐 标 之 有 的 面积 等 于 


有 

6 (yi 十 y 十 4y0)， 
此 处 y1, y; 是 两 端的 锋 坐 标 , yo 是 中 点 的 扒 坐 标 . 
命 左 问 的 横 坐 标 是 ,面积 等 于 


| 
Xl 


+ 及 
(cz 二 bx cadx 


mth) tnt hy + 


一 上 gh(3x? 十 3x4h 十 避 ) 十 加 ph(2x1 十 有 ) 十 ch 


一 生 | 十 好 十 允 和 十 有 十 ce 十 a 允 十 bn 十 c 十 


十 ta (+ 生 ) + 16 (+ 全) 十 4e|、 
明 所 欲 证 ， 
例 2。 求 椭 图 面积 , 椭 图 的 方程 是 


二 十 过 二 1, 
椭 加 的 总 画 积 等 于 第 一 象限 内 面积 的 四 倍 , 邵 


万 


6 a 2 
s—4| yax = 46| i Ea 
0 D a? . 


} 1 
-一 4a6 | 1 dt=2ab(tV1l—: 十 si 一 xab., 
0 0 


图 167 图 168 


例 3。 计算 在 两 条 曲线 


y 一 2 4 = 一 3 
间 的 面积 . 
解 这 两 个 方程 得 交点 (0,0),(1,1), 因 为 在 区 有 间 (0,1). 上 
Vx* >x. 
由 此 所 求 的 面积 等 于 
1 1 311 
vee -we- 攻 24- 如 -二 


$2. 定 积 分 的 概念 
现在 我 们 可 以 把 定 积 分 的 概念 抽象 化 ， 如 果 


我 们 整定 义 ， 
F(b)— F(a) = | faz 
为 f(x) 由 4 到 5 的 定 积 分 . 
我 们 假定 a 二 5, 并 且 假 定 在 a, 5 中 添上 一 批 分 点 
L409， 
则 由 Lagrange 公式 得 出 


EE 


F(Zb) F(a) 一 >, (F(x,) 本 F(x,-i)) 一 >, (x, Xu )f xo)s 


这 儿 Xo > YXy > Xl。 
.我 们 现在 从 任意 的 f(x) 出 发 ,考虑 更 一 般 的 和 


On 一 入 (x, Xl) (EE,), 


vm] 


这 儿 6, 是 区 并 (x。i, x,) 中 的 任意 一 点 。 我 们 的 间 题 是 当 添 入 任意 分 点 x,, 使 


一 max (%,— Xl) 一 0 
Vv 二 ly24" 7 


(1) 
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时 , 对 任意 的 8,(xo-! 委 包 委 因 ) 是 否 os 此 有 相同 的 极限 存在 。 如果 存在 , 我 们 称 之 为 
fxz) 由 4 到 2 的 定 积分 ,或 称 为 Riemann 定 积分 ,而 f(x) 称 为 Riemann 可 积 辑 数 . 

如 果 f(x) 不 是 有 界 的 , 在 和 (1) 中 至 少 有 一 砍 谤 有 意义 。 因 此 现在 我 个 所 讨论 的 画 
数 管 假定 它们 渤 合 于 


mm <1(x) < NM， 
即 有 有 限 的 上 下 界 ， 


人 


M,= Bad f(x), m,= Bd f(x) 
Fl RE, x Er 


分 别 表 示 f(x) 在 区 间 [xzo- 9 xz 中 的 确 上 界 与 确 下 界 , 并 以 


Dn = 3 M,(x, 本 Kyl) (2) 
与 
Sn 一 2, me(Xp 一 Xu—l) (3) 
v=1 
分 别 表示 上 和 数 与 下 和 数 . 


由 于 和 《2) 人 慑 大 于 m(5 一 a)， 和 《3) 慑 小 于 M(B 一 4), 故 对 于 一 切 可 能 的 分 点 
xz < 2 < < 一 xx 和 (2) 的 确 下 界 与 和 (3) 的 确 上 界 是 存在 的 , 分 缠 记 之 为 工 与 了 ， 
定理 1 对 于 任何 s 全 0， 和 上告 存 在 9 之 0， 汉人 一 max (ys 一 yomt ) << 6 时 


人 >， M,( ys yo1) I™ 一 5， 
v= 1 


呈 业 M, = Ba f(y), Yo 4a， yn 一 2。 


ES $Y 3 


证 . 对 于 任何 e >0， 存在 一 种 分 点 D(xo, ”” ”3 xn ) 使 


Me(z 一 < 一 天 十 三 


乡 一 


取 6 满足 26rM < 一 一， 当 分 点 D(y， y4,……, ym) 的 相 邻 分 点 关 最 大 距离 为 ,而 一 


时 ,只 的 点 所 成 的 小 区 因 [yi;, yz 有 两 种 ， 一 种 包 有 DD 的 点 ， 男 一 种 则 不 舍 有 总 的 点 ， 
前 一 种 区 并 最 多 24 个 ,其 全 体 记 之 为 五 , 其 余 都 是 后 一 种 ,其 全 体 记 之 为 I,.。 虽 


—— 避 
Mi( ~ yi) < 26nM 一 一 ， 
[yr Yi]El < 


Ft 


-一 Ct 
2 Mi(y:; i yi 一 1 ) < 2 Mo xo YT xo-1) 一 I 十 2° 


2, Mi — yi) <I* + e; 
| 
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用 一 方面 
3 My; 一 yp-1) 之 7”, 
i 二 1 
芝 了 有 明 所 和 欲 证 . 
同 法 可 证 


定理 2. 对 于 #e > 0， 峭 存 在 5 > 0， 党 ax (yo 一 yo—1) 一 0 时 


人 >》， molyv 一 Jo-i 一 7Tx < 8， 


1 


时 奸 y= 二 Bd f ly), 


yl yyy 


出 十 当 EC [ xz 一 1， Xow] 时 ， 


ms» < HE) < My, 
收 


sn <s Go SS Sy 
因此 o, 有 极限 的 充 要 条 件 是 
hm 一 limsS,., 
人 一 日 入 >0 
| 命 wp = My — Np 称 Cy 为 f(x) 在 区 并 [xyi， Xv 上 的 振幅 ， 因 中 f(x) 可 积 的 无 到 条 
件 允 可 以 写 为 lim > W(xy 一 yo-1) 一 0。 
我 们 先 看 一 看 哪些 酌 数 有 此 性 质 : 
1) 在 于 区 间 [4, 5] 中 连 秆 的 函数 ,因为 连 敌 夯 数 是 一 致 连 先 的 , 所 以 在 给 了 ss >0 
之 后 ,我 们 可 以 找到 6 使 


E> “~ 一 Xl | 6 
时 ， 
|f(x») — f(xe1)| 一 s。 
因此 得 出 
M,C— my, < 8. 
即 待 
>， (M, 一 mr)(Xy 一 Xp ) 
v= 1 
2) (wy “一 Xl ) 一 el a). 
即 合 所 求 . 


2) 任何 一 个 有 有 限 个 天 断 点 的 有 界 画 数 是 可 积 的 ， 假定 |f(*) | 入 P， 为 了 明确 起 
昂 , 我 们 考 虚 仅 有 一 个 闭 汤 点 的 情况 ，4 二 < 二 5 其 他 情 驶 可 以 同样 戎 虑 ，。 在 其 一 欢 分 
法 中 小 于 < 的 最 大 的 分 点 , 命 之 为 a', 大 于 < 的 最 
小 分 点 命 之 为 &。 当 分 点 增加 ,使 所 有 相 邻 分 点 的 一 一 一 一 一 一 一 
距离 趋 于 0 时 ， 四 
| 一 <)KE) 和 (一 ca)P 一 0. 
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所 以 开 不 影响 我 们 的 和 ,由 4a 到 a’, 由 2 到 5 的 求 和 部 分 与 1) 的 情况 一 样 . 
3) 任 一 单调 有 界 函 数 都 是 可 积 的 ， 为 明确 起 见 , 我 们 假定 画 数 f(x) 是 不 下 降 的 ,就 


是 
i < f(x»), 
印 
M, 一 f(xv), Diy 一 {f(xy1). 
和 (2) 就 是 
0 三 之 ， [f(xo) f(xo1) {x, 一 xo-1] 
< 之 ， (f(x,) TT f(x,-1)) pe (wy 和 Xu~1) 
= (f(6) fa)) max (ts — ot), 
即 得 所 诈 . 
例 1。 定义 画 数 
0， 当 0 委 ”< 委 一-， 


f(x) 一 | 
T 十 


,72 = 2 人 ，。 
77 一 工 


这 是 一 个 有 无 数 个 关 断 点 的 单调 本 数 ,七 的 由 0 到 1 的 积分 是 


UL 1 \f 1 )= 工 一 一 上 
一 -+ 一 > 


合 2。 Dirichlet 男 数 
1， 小 交大 
fx) 一 | 网 全 有 
0， 知 x 为 无 理 数 
不 是 可 积 的 ,原因 是 对 任 一 区 间 短 有 M 一 和 一 1, 即 得 和 (2) 等 于 


> (x, YY Kul) 一 0b，— a. 
不 起 二 0. 
$ 3. 可 积 男 数 的 性 眉 


1) 如 果 画 数 fGx) 在 [a,5] 上 可 积 , 则 |f(x)| 也 在 这 区 间 上 可 积 . 
对 本 数 |f(x)| 加 以 证 明 :在 区 轩 [a,51 上 任何 两 点 x ,x ,我 从 有 
[|f Cx ) 一 [Kx 委 |Kxz — Fx) |, 
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所 以 男 数 if(x)1 在 任 一 区 有 天 的 振幅 wr 不 超过 f(x) 的 振幅 w;。 因 此 
Dj ori— i) SF wti — Yi). 
i=1 :=1 


后 面 的 和 当 4 一 0 时 趋 于 0, 所 以 第 一 个 和 也 必定 吉 于 0, 这 就 膏 明 了 |f(《x)| 的 可 积 福 . 

2) 如 果 (x) 与 gz) 在 [a, 5】 上 可 积 , 则 家 人 的 和 、 荐 与 乘积 都 是 可 积 的 . 

我 们 仅 讨 共和 柔 积 的 情形 :假定 |f(x)| KK, |g(x)| 委 工 , 在 区 间 [xb xo] 上 任 取 二 
庶 * ，x ,考虑 半数 

fx" glx" )— fx )g(x) = (f(x) — Hx))elx ) + (glx) — g(x fr). 
如 果 w,, wo 分 别 是 f(x), glx) 在 [xy Yo] 上 的 振幅 ,其 
f(x" gx") — fx gz) SE Lo, + Kw,, 

即 fCx)g(x) 在 [xy xo] 上 的 振幅 ws 适合 于 


wy SSL, Kw,, 
即 


当 人 ~> 0 时 ,后 二 项 都 趋 于 0， 所 以 第 一 项 也 趋 于 0. 

3) 如 果 f(x) 在 [ce, 5] 上 是 可 积 的 , 划 在 它 的 任 一 部 分 区 间 [a, B] 上 也 是 可 积 的 , 双 
如 果 把 [a, 56] 分 割 为 若干 个 部 分 区 间 , 工 且 在 每 一 部 分 区 间 上 f(x) 是 可 积 的 , 那 末 在 区 条 
[ce, 5] 上 ,f(x*) 也 是 可 积 的 . 

证 ， 先 作 3w,(x。 一 xD， 着 假 定 分 点 中 包括 a 与 B， 则 在 这 和 中 略 去 一 些 正 项 ,就 
是 fx 在 [a, 8] 上 的 和 数 ， 如 果 第 一 个 和 数 趋 于 0, 旭 这 个 和 数 也 趋 于 0. 

假定 [a, 5] 分 成 为 [a, cj] 与 [c, 56j(e 二 c 二 5), 取 f(x) 在 14,5] 上 的 和 数 3w,(x, 一 
+,-1)， 如 果 c 在 这 些 分 点 中 , 则 所 举 出 的 和 数 是 由 区 间 [z,c] 与 [c, 5] 的 两 个 和 数 所 组成 
的 , 和 氏 且 这 两 个 和 数 都 趋 于 0。 如 果 。 不 是 分 点 ,这 千 论 仍然 正确 ， 因 为 添上 这 一 分 点 之 
后 , 仅 改 变 了 一 项 , 且 这 一 项 量 然 趋 于 0 

4) 如 果 改 变 可 积 画 数 在 有 限 个 (数目 = 点 上 的 数值 , 它 的 可 积 性 并 不 会 被 破坏 . 

证 ， 和 数 访 ) w(x, 一 zo-1) 受 影响 的 项 数 不 超 过 ,而 每 项 都 移 于 0, 明 所 和 欲 证 . 


世 s 1 


3 4. 宠 积分 的 基本 性 质 


已 往 我 们 已 是 假定 了 4 二 56, 把 定 积分 


| f(x)ar 
看 成 为 形 如 | 


> 大 人 儿 xs 本 Xt ) (zl < = < x» ) 
的 和 的 极限 。 实 慎 上 ,如 果 a > 5, 我 们 可 以 用 下 面 的 方法 来 定义 积分 ， 插 入 分 点 。 
d= > > tb， 
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而 积分 的 和 数 就 是 
G 一 > f(E,) (x Yi) VN yml 之 4 之 Xp, 


这 样 所 5| 出 来 的 积分 , 比 以 往 的 积分 仅 差 一 个 符号 ，。 切 实 些 说 ,我 们 有 性 盾 。 
1) | fa)az = — | fax 
我 们 了 还 有 
Pas 
在 式 中 当 z 二 5 时 ,可 知 
(1a =— 0。 
现在 可 以 不 管 次 序 , 我 们 常 有 下 壕 性 盾 , 
2) | far = | fae + | far. 
证 。 首先 考虑 za 二 c 一 4 的 情况 ， 画 数 在 区 间 [a,c] 与 [c, 5] 上 是 可 积 的 , 因而 得 
出 以 上 的 等 式 ， 又 如 4 二 5 二 c, 且 f(x) 在 [ec] 上 可 积 , 旭 
| Koa = | fear + (fC)ax. 
移 项 并 改变 积分 方向 , 即 得 所 要 求 的 关系 式 ， 
: 3) 显然 可 以 推广 为 : 若 有 一 列 数 a, 5,*… ,上 , /1 信任 何 眶 序 排列 ,如 
| f(x)dx 一 | f(x)dx 十 | f(x)dx 十 -… 十 | f(x) dx. 
4) 积分 的 线性 关 条 ， 
定理 1。 对 任意 的 实数 ay B 及 f(x) 与 g(x) 是 在 [4,5] 上 可 积 的 丽 数 ,可 得 
|, af) + BegGD)ae = a | fC) dx + B | gC)as. 
证 。 任意 分 割 区 关 [a, 5], 各 作 积 分 和 数 得 


2) Caf(€,) + Bg(€,)) x, — x,1) 


| 


= a DIE 一 2 十 BTg(6)(x — x,1), 


| v= 


合 人 一 0, 求 极限 即 得 所 求 . 
这 起 理 有 典 个 重要 特例 
| af(x)dx = a | (Wax 


| G6) E800))ar = | Far + | gl), 
由 这 两 特例 显然 也 能 推出 定理 1 
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5 ) 正 函 数 的 积分 取 正 值 . 
定理 2. 如 果 f(x), g(x) 在 [a, 5] 上 是 可 积 的 ;和 许 且 fx) 委 g(x) [或 f(x) 二 g(x)]， 
则 当 db 时 ， 
| f(x) dx < | g(x) ax 或 | f(x)axr < | aa. 
证 。 1) 先 硫 究 f(x) 一 0 的 情况 。 由 g(x) 之 0， 可 知 对 g(x) 的 积分 和 和 者 是 之 0， 
所 以 得 到 
| g(a 之 0。 
较 难 证 明 的 是 : 当 g(x) 一 0 时 ， 
| sa — 0, 
用 反 放 法 ,假如 
| gar = 0. 


于 是 当 人 一 0 时 


S M(x Xgl) 一 0。 


世 
妆 取 任 章 el >> 0, 可 使 这 和 数 比 sl(5 一 a) 小 , 郎 至 少 有 一 个 M, 比 e 小 : 朗 在 [ae, 5] 上 可 
以 找到 一 个 分 区 山 Lai, bi]，, 在 这 区 章 . 上 g(x) < 81。 
又 内 为 
b1 b 
| a(x)adx < | g(x)dx 一 0， 
即 - 


01 
| r(x)dx 一 0， 
弛 1 


所 以 [a, 81] 中 有 一 部 分 区 半 [a;, pb， 在 其 上 g(x) 一 sz 这 ea 天 sl 

取 一 正 数 列 ss 一 0, 这 样 便 得 出 一 串 区 间 , 前 者 套 有 后 者 ,使 

: Og(x) eis, As bs 
所 以 存在 这 些 区 卉 的 一 个 公共 点 <, 使 
Og(c) es A=1,2,3,.°..., 

因为 ss 一 0, 这 是 不 可 能 的 , 改 得 定理 . 

2) 把 1) 用 到 

人 Cg) 一 fa)az， 

即 得 定理 . 

特别 可 以 推 得 

定理 3。 在 区 央 [4,51 上, 如 有 


lf | Sp) 过 M， 
出 
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< | pCa Mb—a), (b> a2), 


ne 
证 。 由 定理 的 条 件 可 知 
一 M 委 一 pz) 委 帮 xz) < px) ESM. 
由 .上 定理 2 得 
一 MB5 一 za)< 委 一 | DGx7dy 和 雪 | f(x)dzx 安 | px)adr ML — a). 
这 就 是 所 要 证 有 明 的 不 等 式 . 
定理 3 有 一 个 重要 的 特例 
fee 
目 私 当 f(x) 不 变 号 时 取 等 骂 , 
附 记 。 车 f(x) 是 [a, 2] 上 的 复 值 画 数 ， 又 若 人 x) 一 w(x) 十 2o(x)， 此 处 n(x) 与 
v(x) 都 是 实 值 可 积 落 数 , 旧 定义 
| f(x)dx = 72 + | var. 
以 上 不 少 性 盾 在 此 仍 对 ,例如 当 了 (x) 与 |f(x)| 肯 可 积 时 ,有 
Ka 友人 Ho lo, 


< | {fCx) | ax., 


证 。 引进 分 点 
4 =H 


合 &, 为 [ >，， xut1| 中 的 一 起 其 
好 一 上 
人 >， f(E,)( Yor ~ xp ) 


命 max (zri 一 Xo) -0 站 上 明 所 谷雨 。 


0 一 1 


< T(E) Nm — #). 


$ 5. 中 值 公式 及 积分 基本 定理 


定理 1 (中 值 定理 )， 假 定 f(x) 是 区 天 [ce,， 2]_ 上 的 连 线 本 数 ， 如 果 画 数 p(x) 在 区 间 

[a, 65] 上 不 变 号 且 可 积 , 卓 在 [a,5] 中 有 一 点 &, 使 
| fC)9 6a = KE | pCa. 

证 ， 我 们 不 妨 假 定 p(x) 之 0 及 上 < 2 用 六 与 M 分 别 代表 sx) 在 [e, 56] 上 的 最 小 

值 与 最 大 值 , 于 和 十 
m fx) 委 M。 
可 得 
6 8 b 
m | PX) dx < 魏 | f(x)P(x)adr EM | px) dr. 
因为 f(x) 是 连续 画 数 ,所 以 在 [a, 5] 上 f(x) 取 姑 与 M 之 间 的 所 有 值 ; 当 然 也 取 


/6) 一 | fe) 9a /| pba 
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印 得 定理 {但 须 特 别 湖 虑 | pa 二 0 的 情况 ,在 这 种 情况 下 ,定理 显然 成 立 )， 量 要 的 
特例 是 p(x) 一 1， 印 
定理 2， 在 1z, 5] 中 有 一 点 8, 使 
| Dzze 一 KE 一 人 


F(z) 一 | fmaz， 


| fax 一 KE)Gz 一 ese<z。 
这 就 是 上 限 的 一 个 页 数 
定理 3。 若 f(x) 连续 , 则 


, z 
F(x) 一 f(x). 


证 .。 由 微 催 的 定义 
dF(xX) rm 下 (zx -A)— F(x) 
dx h>0 h " 


我 们 由 定理 2 可 知 
F(x + h)— F(x) 一 全 fa 一 ADds = 


— 全 {ds = EY, # EZr+th 
命 x 一 0，、 剧 得 


A 一 f(x). 


注意 当 x 一 “时 ,我 们 可 以 限制 和 只 取 正 值 . 

由 此 也 显然 可 见 F(x) 是 一 个 巡 粮 画 数 ,这 也 是 我 们 定义 F(a) 一 0 的 道理 并 可 网 
任意 一 个 速 和 续 画 数 九 x) 一 定 有 一 个 原画 数 F(x)。 又 如 米 Fi(%) 契 1(%) 的 任 登 一 企 原 夯 
数 , 则 由 

Fi(x) = F(x)+C 
可 知 
| fa = PC 一 Pa) 

以 上 所 得 出 的 公式 称 为 积分 学 基本 公式 ， 更 一 般 些 ,我 们 可 以 叙述 为 

定理 4.。 假定 x) 在 [c, 6] 上 可 积 ,及 在 [a, 5] 上 的 速 续 酌 数 R(4x) , 它 在 (a, 5) 上 
处 处 有 微 商 忒 xz): 

F'(*) 一 f(x) 
其 至 于 可 以 允许 有 有 限 个 点 例外 ), 则 得 
F(6) — Fa) = | f(r)ax, 


301。 


证 ， 把 [c, 5] 用 点 
X0 = 0 < Yi < wy < “< "< 一 0 
分 为 若干 部 分 ,显然 有 


汪 


F(p) 一 F(a) = D>, (F(x,) — F(x,1)) 


世 三 1 


一 >, F (é€,)(x, 和 Xl1)s 


vt 二] 


此 外 6, 在 x 与 x 之 问 ， 把 F'(&,) 写成 为 Xe )， 则 得 
F(6) — Fla) = >) flE,)x, 一 xD。 


石 问 吏 是 汞 数 f(x) 的 积分 和 数 o, 我 们 已 经 假定 对 和 数 c, 当 4 一 0 时 ,不 俯 司 于， 
的 和 逻 取 ,存在 唯一 的 极限 ,因此 得 出 


FC(5) — F(a) 一 | f(a)dx. 
如 果 我 们 用 * 代 5, 以 FIGxz) 代 f(x), 旧 得 

F(x) = F(a) + | ra 
这 是 还 原 公式 . 


$ 6. 第 二 中 值 公 云 


定理 (Abel)。 合 so sl ….，sp 表 一 递减 的 正 数列 ,rm wl，…… ,tip 表 实 数 ， 如 
采 s0 一 Wy 一 ww 十 二 5p 一 Wo 十 "… 十 wp 都 在 4 与 B 之 间 , 则 和 
光一 é0u0 十 Eu 二 '** 十 Epup 
在 Ae 与 Be 之 加. 
证 。 把 $ 改写 为 
S = so 十 8 旨 L 人 一 0 十 en 一 人 十 .十 eof 一 5 人 门 一 
一 (so 一 81) 十 ns 一 6) 十 -十 oil(en i — 682) -sosp。 
让 于 8, 的 递减 性 ,所 以 es 一 s, 都 是 正 的 ,因此 
S 一 4(go 一 6 十 6 一 8 十 。。。 十 6 一 6 十 sn) 一 -si， 
同 法 可 证 SS 二 了 sn 
定理 2《〈 第 二 中 值 公式 )， ”在 区 间 fc, 5] (a 二 5) 上 , 如 果 f(x) 是 单调 递减 非 负 夯 
数 , g(x) 在 [a,5] 上 是 可 积 的 , 则 有 一 数 S, ea 委 E< 委 5, 使 


2 é 
| f(s) gs) ar = f(a) | saz 
证 。 左边 的 积分 就 是 和 


T= fla)gla)ri— a) +t fx)g(r)(r 一 拉 ) 十 -。。 
的 极限 ,这 和 在 二 和 
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厂 一 > M,f(x ,1) x, xi)， 三 一 > myf( Xs-i) (xX, Xu) 


vr 


之 并 ,此 处 M, 与 wm, 分 别 裘 示 g(x) 在 [xs xo] 上 的 上 、 下 界 ， 贡 数 了 一 "小 于 
f(a) 之 (Ms — my) (xy — rs) —> 0, 
所 以 对 任意 在 mw; 过 pj; 达 Mi 之 更 的 py， 和 了 荆 一 2311x200(zy 一 ze 的 极限 都 是 
| Ce) gu)ax, 
由 上 节 的 中 信 公 民 , 截 们 可 以 选 得 p, 使 


LX, 本 Xl) | g(x) dx, 


由 于 f(x) 是 单 疯 递减 非 负 的 ,所 以 由 引 理 (5, ~ | g(x)dz) 可 知 五 之 值 在 


Af(a) 与 Bf(a) 
之 ,此 处 


e 2 
一 min | p(x)adx, B = Imax | p(x)dx. 
a<ceae J 省 


的 极限 | f(x) gx)dx 也 在 41(a) 与 BKa) 之 并 ,因为 | g(x)ax 是 “ 的 速 午 西 数 , 所 以 
有 有 存在 使 
| fC) gC)a 一 f(a) (ela aESb. 
类 似 地 , 如 果 f(x) 是 单调 递增 非 旬 的 西数 , 旭 有 公式 
| gar = Ho) | g(a a<E < 
如 果 保 留 f(x) 的 单调 性 , 而 不 假定 它 的 非 负 性 ， 嘎 有 
| Cal a = f(a) W722 二 f(b) | g(x)dx, 


此 处 4 志 6 圭 4b. 
证 。 假定 1(x) 是 递 诚 的 ,我 们 考虑 X) 一 f(2) 是 非 人 递减 的 ,因此 
| Go 一 Ko))gGoaz = (Ho) — K6))) gle)az, 
0 得 
b 9 b ， 
| 6) Car = fa) | scan 十 72) gle)ar, 
同 法 , 考虑 Je) 是 递增 的 情况 
以 后 我 们 可 以 看 到 ,在 旗 究 非 角 对 收 化 的 积分 中 ,第 二 中 值 会 式 有 假 重 要 的 用 处 . 


7 例 子 
由 ul 1# nil nt 
例 1 | sidr— | 1)， 
a 十 lla x 二 1 
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| 
| xm dx 一 log x | 


一 logb— loga (a>0,6> 0)., 


好 


习题 ， 考虑 4 二 0, 5 二 0 的 情况 , 


b 
人 网 2. | SiN XAdx = — coOsx 


pb 


— cosa 一 cospb 
旺 


2 5 

| cosxdx = sinx| = sinb — sina, 
a a 

例 3， | sin xX Sin nxdx 一 1 | ~ sin (7 十 | 0 
7 ”77 713 一 因 一 3 
(如果 闪光 ); 

| sin*mxdx 一 1 E 一 pd 一 zs 

一” 2 2 jj 一 = 


上 
| sin mx cosnxdx 一 0， 


0， 洲 7 天 72， 


下 


需 
| cosmx cosnz dz = | 
rr， 芳和 一 入 ， 


mm 


例 4。 对 自然 数 m,n 有 


Ts 加 
| sin(2m — 1)x dx = (Dirichle: ); 
0 Sini x 2 


子 / ， 2 
| (ea) dx = 2 (Feiér). 
“0 sin x 2 


因为 


Tt 一 二 


+ 十 >, cos 24x 一 Sin (2m - 一 Dx 
2 i=1 2 sinx 
之 项 求 积 分 , 序 得 所 示 ， 
义 


; 1 一 cos2nx sin2pyx 
D) si (2m 一 Dz 一 上 上 一 cos2zx Sinn 
n=] 2 sinx SINnX 


髓 利用 Dirichlet 公式 序 得 Fejér 公式 
如 果 对 任 一 +，a 二 x 二 6b. 在 (a,x) 中 f(x) 可 以 求 积 , 则 我 们 用 以 下 的 定义 。 


~ 6 
im | far = | Ka)ar 
a ) i , 
例 5. | Vid lim | Vo + ein" | pi 


e™0 三 "ots 2° 
二 1 2 
例 6. | 二 dx (0 二 r= 二 1), 
这 积分 图 数 的 原画 数 等 于 
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F(x) = 2tg 一 (一 tg 三 )， 
一 了 2 


日 在 x 二 士 x 时 这 本 数 没有 意义 ， 可 是 ,极限 


lim 下 (xz) =~—x, lim F(X)—x 
十 一 下 十 昌 区 一 有 一 人 


显然 存在 ,因而 得 


nt _ 一 
| ~ 一” dr = limF(x) 一 27, 
8 一 心 nk 


一 一 27rcosx 十 了 中 


全 7， 在 计算 积分 


时 ,如 果 在 算出 来 的 原 莉 数 
.i -1 .3x( 志 一 二) 
P(x) 3 3 x 4x: 二 1 


中 以 x 二 0 与 x = 1 代入 ,上 则 积分 之 值 为 0。 这 是 不 可 能 的 ,因为 一 个 正 丽 数 的 积分 不 可 
能 为 0. 

错误 在 于 原 录 数 有 一 个 间断 点 xo 一 V2 一 /3 ， 如 果 将 原画 数 画 下 图 来 ,很 明显 当 
0 二 x 二 V2 一 3 时 , 这 原画 数 所 给 的 值 是 代表 积分 


4 
| tt 二 1 gj 
0 如 十 荆 


1 一 


图 169 图 170 


的 ,但 是 当 x > V2 一 了, 显然 F(x) 是 不 能 代表 这 积分 值 的 ， 正 确 地 襄 ,我 们 的 原 加 
数 应 当 是 

1 io 一 3x(x 一 1) -pt /一 
3 x+ 4x7 十 17 车 0<x<V?2 V3 
1 -3xkx 一 1) A 一 一 -一 
rp 车 V2 一 V3 x 1 


tg 


F(X)—= 4 
此 的 图 珍 如 图 170. 
在 实际 计算 时 ,我 们 用 
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i NO 1 
=in [+ ,| = 
例 8， 命 P(x) 与 0(x) 为 [a, 56] 上 的 其 个 束 秆 画 数 , 且 有 连 纱 微 商 及 f(z) = P/9. 
我 们 现在 考虑 
人 f(x) | 2 — PO gy 
a 1 + f(x) 2 Pi 二 0 
这 积分 的 原画 数 是 tg~f(x)， 如 朱 Kx) 在 fa, 5] 中 不 变 为 无 鸭 , 则 康 画 数 是 连 积 的 ， 因 
而 得 出 - ， 
| 本 一 Co) 一 Ko 
如 果 f(x) 在 (a, 6) 中 变 为 无 穷 了 , 命 e 为 这 样 的 一 点 ， 如果 纸 过 这 一 点 (x) 由 十 oo 
变 为 一 co , 则 我 们 有 
EL 


ple —0) ~ Fleto mE— (ee)—. 


如 昌 亿 xz) 由 一 20 恋 为 十 co , 则 我 个 有 
Pi 邢 
FGe 一 0) 一 Fle+o) 一 一 三 一 (三 ) ~ 友 。 
如 加 故 x) 虽然 变 为 泥 穷 而 不 变 导 ， 姬 
PFCc 一 0) 一 FFGc 十 0) 一 0. 


假定 在 4,6 中 f(x) 有 次 由 十 co 变 为 一 co， 有 马克 
f(x) 由 一 co 变 为 二 co , 则 得 


| ds gp) 一 te) + rlh — ky. 


中 1 + fx) 
克 题 1。 求 积 分 
dx z : 
| 7 "< 


习题 2。 洪 4 汪 0,，AC 一 8B?>>0， 央 


| dr 
一 他 cogex 十 2B cosxsinzx 十 Csin2x VAC __ B? 
$8. 换 变数 公式 


他 ob 是 一 个 茵 数 , 适 合 于 
p(a) =—=a, p(B) 一 6。 
我 们 现在 的 冰 题 是 ,在 您 样 的 条 件 下 ,有 等 式 
| fa = (Kp) pd. (1) 
定理 1， 在 以 下 的 一 租 条 件 下 ,(1) 式 成 立 ; 
1) 在 [a, 5 上 f(x) 是 连续 的 ; 
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2) pg(?) 在 [a,B] .上 是 连 缠 的 ,而且 当 zt 在 1a, 8 上 时 ，9p4D) 的 数值 个 超出 [a,w] 
的 范围 ; 
3) 在 [a, 8 _ 上 Po 有 连 徐 微 商 ， 
证 ， 命 F4x) 表 H(x) 的 原画 数 , 划 男 数 
Go 一 F(PO)) 


的 微分 等 于 
D2) = FDO PE) = PE PE),. 
因此 同时 有 
| KaDaz = FC2) — Flo) 
及 
JAP pa = BB) 一 0(a ~ 
= F(9(B)) — F(9(a)) 一 (CO) — F(a). 
这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 等 式 . 


定理 2. 在 以 下 的 一 组 条 件 下 ,(1) 式 成 立 : 
1) f(x) 是 可 积 的 ; 
2) 当 t 从 & 变 到 时，p(z) 从 4 二 pla) 单 调 地 变 到 4b 一 p(B); 
3) 9《a) 是 连续 的 . 
证 。 我 们 不 妨 假 定 4 二 5 及 a 二 B， 豆 数 pt) 现在 是 单 请 增加 ， 与 分 点 
= 人 ==B 
对 应 的 有 xz 一 P(ty)(v 一 0, 1，2，… 2)， 这 些 点 分 区 间 [4,65] 为 


2 一 0GMM< ro< 2 
J » 


人 = max |t, 一 til, 
【VE 


由 于 x 一 DC 的 (一 致 ) 连 种 性 , 当 74 一 0 时 


TAX |x, “一 Xt | = INax |p(z,) 和 p(t.)| 
1 各 人 和 估 lo 


也 趋 于 0. 
在 [zis ty] 中 任 取 一 点 ro, 作对 应 于 (1) 式 石 边 的 和 数 


0 一 之 ， HOT PT — ti). 


从 €, == p(T,), 于 是 X=l < Ey < Xu, 用 Lagrange 公式 
Xp 人 Xl 三 Plt,) ptsi) 四 Pp (tT,)(z, fm1)， 
此 处 zi 二 FY 二 zt,。 但 现在 的 ?7, 可 能 与 7 基 不 同 的 ,作对 应 于 (1) 式 左边 的 积分 各 数 


Gl 一 人 > 故人 )x。 Kl) 本 


Wa 1 


< >) (PT PD (Tz, fy—1)s 


® 307 9 


当 4 -> 0 时 ,这 和 数 的 极限 就 是 积分 | 1(x)dx。 为 了 要 证 明 o 也 要 趋 于 这 一 极限 ， 我 人 
只 要 证 明 c 一 a 一 0 就 够 了 . 

给 任 一 > 0, 由 于 9'(z) 的 (一 致 ) 束 熏 性 ,可 以 技 到 8 > 0 使 )< 8 时 

19r) — 9'(7,)| <s. 
于 是 
le—al< 7), lor Pr) — p(T) ts, — #1) < LB — a)s, 

此 处 工 表示 |f(x) | 的 上 算 , B 一 a 一 3(w 一 让 

这 就 说明 6 趋 于 | /Gearx ,定理 就 完全 证 明了 


例 1， 在 求 积分 | Vs 一 22dx 时 ， 用 变换 x* 一 asint， 这 儿 当 上 由 0 变 为 一 时， 


+ 由 0 恋 为 a, 所 以 
a 一 一 一 一 可 2 也 
[vez = el cossdt = E(t Lsin2e 一 -一 ， 
9 0 2 2 0 
过 . 误 
例 2 | a | + 全 
01 十 cos:x 0 中 
花 换 zx 二 x 一 zt 把 最 后 的 积分 变 为 
AN 3/_ 入 
-| (x dsint os, — | (x £9 sint go 
1 十 cos’z 0 二 十 -cos 
因此 所 求 的 祝 分 
2 也 2 
| sint jg,— —xtg cost) = 
0 1 -十 cos’z 1 44 
1 
例 3。 诈 算 积分 一 | 91 十 之 ) dr。 
0 1 十 区 
1 一; = 
作 变 换 x 一 J ,只得 
og 一 24d 1 log2— log (1 十 7) ! dt 
了 一 一 一 二 和 二 2 一 | 2 二 8 人 lg J 
1+ (FE) (1+2) 2 1 二 2 u 1 十 天 
1 
lz 
所 以 
7 一 2222| dt _ log2 -| 7log2 
2 Jol+2z 2 | 8 | 


例 4。 求 TCr) 一 | log(1 — 2rcosx + ri)dx (lr| 志 1). 


由 不 等 式 
《AL 一 | 站 天 委 1 一 27rcosY 士 和 < 委 (]1 十 Ir|)? 
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2xlog (1 — |7r1) 志 I(r) < 委 2rlogCt 十 7r|) 


因此 
limI(lr) = 0, 
r=»0 


I(—r)°— | log (1 十 2rcosxz r’)dx 


| log (1 十 2r cos (x — z) 十 r:)ad(x— 2) 


一 | log (1 一 2r cosz 十 77)dt 一 I(r), 
Q 


故 
27(r) = I(r)++ I(—r) 一 
一 | log [(1 — 2r cosx 十 7*)(1 十 2rcosx 十 7 )]adx 一 


一 | log (1 一 27r2cos2xy + 7‘)dx., 
J 


从 22 一 有 | : 
1 2 > ， 1 圭 1 2 项 

27(7r ) 一 一 log (1 一 2 和 cosz 十 辣 )dz 一 一 十 -一 。 

2 Jo0 2 v0 2 


在 后 一 积分 中 命 上 一 2z 一 zx， 则 得 
T(r) = Ir). 
2 


因 些 ,一步 步 用 上 式 可 知 
C7) = I) 1) = ). 
2 4 27 
元 当 Iz | 1 时 ,下 
limr* 一 0 
得 
I(r)=0, 
当 |>| 之 上 时 ,由 


log (1 — 2rcosr+ 十 人 和) 一 log 和 (1 一 全 cosy 十 5) 
了 人 


得 
I(r) = 2xlog |7| 十 r( 二 ) 一 2xlog |7|, 
7 


车 fx) 是 [0, a] 上 的 连 纺 本 数 , 则 
| f(x)ax 一 Xe 一 z)Ctz。 
姑 题 3。 车 f(x) 是 [ 一 a, z] 内 的 速 续 画 数 , 则 


f jas Pi 若 f(x) 为 偶 画 数 ， 
-a 0 若 fx) 为 奇 夯 数 ， 


贸 题 2 
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名 题 4。 落 帮 zx*) 是 周期 为 的 连续 画 数 , 即 
f(x 十 w) 一 f(x), 


出 
d+ A 
| 0) ar = (iG)ax. 
各 题 5。 若 fx) 是 [0,1] 上 的 连续 画 数 , 则 
| xf( sinx)dxr 一 IA sin x ) dx, 
儿 题 6， 若 p(z) 是 [ 一 Ve 十 刀 ，V 十 2 上 的 连续 画 数 , 则 
| pl(acos0 + bsin0)d0 = 2 | (Va 十 Bb*cosA)adA. 
外 题 7。 东 g(x) 是 [0,1] 上 的 连 熏 本 数 , 则 
和 了 
| gt sin 2x ) cosudn 一 | g(cosiv ) cosvdv. 
人 $9. 分 部 积分 
我 们 运用 公式 
5 8 8 
| udv = ty -| vd 
或 推广 公式 


b 
| ut dx 一 [zeot2) Co 
[rd 


二 (一 1 )”utW w]e 二 (一 Do ut ydx, 


当然 必须 假定 所 有 出 现 的 各 级 微 商 都 是 回炉 的 ， 
例 1，。 人 给 w 为 自然 数 ,及 


1 
| 当 


J ”一 | sinmxdxy，. = | COSmXCX 
0 0 
分 部 积分 得 


字 
J 一 | sin™ ixd(—— cosx) 
0 


Fl 


”1 
pe 
Ln 


一 —an XCOSX 


以 1 一 sin?x 代 cos:x, 好 得 
Jm -一 (zz 本 1 ) 7-: 一 (mm 1 )J,, 
因 得 递 推 公式 


(27> — 1)(2n — 3)...3.1 2 
2n(2n 一 2)- -4.2 2 
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二 (mC—1) | sin™™2xcosir dx 
0 


+ 


7 2n(2n 一 2). .4 .2 
J + 一 | in’”tixdx 一 ~ 
tl jo 2a + 1)(2n — 1)..3:.1 


命 = 一 本 一 ?， 立 得 


委 
之 


| sin XdX 一 一 | cos ydy 一 | cos™ydy 一 Js 
0 所 9 


pp 


jn 一 


例 2， 命 台 表 整数 , 则 


2 
| cos™xcos(m 十 2)xdx 一 0， 
0 


| cos™x sin (rm 十 2)xdtx 一 
0 


区 
2 

sinmx cos(m 十 2)x2x 一 一 » 
0 


六 
| sinzx sin (mm 十 2)xdx = 。 
0 172 十 荆 


以 第 一 积分 为 份 | ， 分 部 积分 两 次 ， 得 


1 


7 
| cos™T tx cos(rm 十 2)xadx = 
0 


ae 
[ea 


(sos sin (1m 十 2)x 一 cosmtxsinysin( 和 十 2)z 十 
7 十 之 6 


7 
十 。 | (—(m 十 1)cosmxsinzx 十 cos™tix) cos(72 十 2)XGX。 


12 十 之 .0 


已 经 积 出 的 部 分 经 代入 = 及 0 都 等 于 0 ,在 后 一 积分 中 以 1 一 cosx 代 sinx, 即 得 


寺 实 去 x 
2 

| cos2+2x cos(m 十 2)xdx 一 一 卫士 了 cos”x cos(m 十 2)xadx 十 
0 0 


1, 
2 

十 | cos™ tixcos(m 十 2)xdx, 
0 


网 此 推出 第 一 式 ， 
其 他 各 式 可 用 同 法 证 外. 
例 3. 7 下 住 一 自然 数 ， 积分 


1 1 


2 2 
K, = | Cos’x sinnxdx, L» 一 | COs* x COS nxdx, 
0 


站 


由 分 部 积分 得 


x 


Ks, = 1 | Cos”™ x sin x cosnxadx, 
有 0 
两 媚 各 加 以 六。 并 注音 
sin(n— 1)x— cosxsinnx 一 sinxcosnx, 
可 得 
2 天 ,一 二 十 天 
天 
即 
gs L(+ ) 
2 下 也 
用 此 淫 推 公式 得 
2 3 人 
Kal (2 ++ 人 Et 
2st \1 2 3 7 
类 仅 地 可 以 求 出 
x 
Ls F731 ” 


多 4， 个 下 盖 0 及 因为 自然 数 , 则 


1 ' 
Hi, -| x*log”xdx = (—1)” -一 一 一 
kom 1 名 ( ) (hk + 1 


分 部 积分 得 


1 


1 77? 
Hi,m = x*tilog™x 
x 二 1 


1 z 
T | rt log™ixdr 一 一 一 开 Hem 
总 


k+l 


因此 推出 欲求 的 数值 
例 5 如果 y 尹 与 9 是 自然 数 , 则 
ve Pq! 
ja < dx (p+ gt 1 
用 分 部 积分 得 
| (1 一 xypxadx 一 一 Xl 一 xz02 


1 a nf 
一 十 | 《1 一 xx)p yx9q xy 一 
p 


0 Pl 


1 


1 
一 — 4 | G1 —#)remar — 4 | (1 — x )txadx, 
0 


pl pli 
即 得 
| (1 一 xz)pxadzx 一 | (1 一 zx)pxsrldx。 
0 palo 
续 用 此 式 ,可 得 
| (1 一 x)rxidx 一 rE ES | (1 — x)eadx 


—、 plg! 
(bp 十 g 十 1)1 


铭 6 在 .上 例 中 取 x = 二 sin 间 ,着 得 dx = 二 2 sin 0 cos049 
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因此 得 


| 各 


cos?+10 sin2atl 40 一 1 pp'g] 
2 (p+g+1)! 


| 


$10. 瑕 积分 


假定 a 二 5, 
虽然 函数 1(x) 在 [4,5] 中 是 不 可 以 求 积 分 的 ,但 是 对 任 一 适合 于 a 一 E 一 2 的, 画 
数 f(x) 在 [a,&] 中 是 可 以 求 积 分 的 ,而 且 极 限 
lim | f(x)dx = F(b — 0)— F(a) 
是 存在 的 ， 我 们 称 这 极限 是 画 数 f(x) 在 区 间 [a,5] 上 的 瑕 积分 ,就 用 


| f(x)dx 
来 表 宪 ,而 点 2 称 为 环 点 . 
例如 
1 dx i ' dx — 1* —— 一 -一 却 = 一 
| = gm | m2 (1 6 2 


不 但 上 下 限 可 能 是 瑕 点 ,并且 a,5 间 的 点 “ 也 可 能 是 环 点 ， 邹 对 任 总 s 与 79,，f(%) 在 
[< ， c 一 旨 j 与 [ec 十 7， 5 jj 为 可 积 , 我 们 定义 
90 = sim) 0 0) + i (a) 


— F(b)— F(c+0)+ Flc—0)— F(a), 


例如 ， 
| xsdx 一 lim | x-3dx 十 lim | Xx-3dx 一 6, 
-1 0 一 】 n-p0 Je 


还 有 一 种 情况 ,对 任 一 有 限 数 5, j(x) 在 [a, 5b] 上 是 可 积 的 ， 如 果 极 限 存 在 , 我 们 定义 
| fax = lim | fdx = F (00) — Fla). 


同 法 定义 
5 
人 _7Coaz 一 lim | fCx)adx 
与 
(fa 一 : | f(x)adx 十 | /Car, 
例如 
| ~- t * 本 一 了 了 (三 ) = XA, 


注意 ，tg-!x 不 能 随意 取 多 值 画 数 的 值 ,我 们 只 
取 在 一 与 = 之 间 的 唯一 值 . 关于 无 穷 积分 有 些 


与 无 次 级 数 相 仿 的 性 质 ， 我 们 现在 不 加 让 明 地 氢 述 
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于 下 : 
现在 假定 对 任 一 和 > a, f(x) 在 [c,E] 中 是 可 积 的 


(Kas < mM, 


则 积分 
| fpz: 


是 收 敏 的 . 
定理 2， 积分 | (Da 收 伍 的 必要 且 充 分 条 件 是 :给 与 任 一 。 > 0, 我 他 有 一 数 XX 存 


在 ,使 x* 与 x > 天 时 
I Ha << 8 


定义 。 如 果 
| Il 一 o2， 


中 人 f(z)az 称 为 绍 对 收 化 . 
定理 3. 稳 对 收 伍 的 积分 一 定 收 化 
(Dirichlet ) 积分 
Fs 


站 


例 1 
非 移 对 收 化 ,但 是 它 是 收 全 的 (我 们 将 在 $ 13.3 中 进一步 址 明 积 分 值 为 ) 


| | sin x | 了。 
1 Xx 


作证 明 


不 收 敏 , 取 一 批 区 间 [ma 士 二 mm 十 二 | 在 这 些 区 间 中 
工 


> Dl > 


可知, 原来 的 积分 不 移 对 收 化 . 
XE 


有 


和 二 
S1t 1 
| dt 一 工 | S1 了 dt 
x x 


(cosé 一 cosy )。 


314。 


Ed 名 
sta < 
EF i 


* | 


紫 趋 于 0, 所 以 原 积 分 是 收 化 的 . 
定理 4. 命 fx) 与 g(x*) 为 + 之 4 时 的 非 贸 画 数 ， 且 f(x) 二 g(x). 洪 | g(x)dx 收 


化， 肥 | f(az 艾 收 敏 ; 车 | (zaz 发 散 , 划 | g(x)ax 亦 发 散 . 

应 用 第 二 中 值 公式 与 定理 2 可 得 下 面 二 定理 . 

定理 5。 命 jz) 与 g(x) 为 当 x 守 a 时 定义 的 孜 数 ， 若 对 任 一 常数 4, 积分 

F(A) = (| fla 
贮存 在 , 且 | F(A4)| 二 M, 比 处 M 为 一 稳 对 常数 ,又 g(x) 为 * 的 递减 画 数 , 且 当 x 一 oo 时 
臣 于 需 , 则 积分 
(Ce)eCe)as 

收 敏 ， 

定理 6. 车 jz) 与 a(x) 为 当 * > “时 定义 的 夯 数 ,又 若 | 1(c)ax 收 化 ,eg(z) 单调 有 
界 , 旭 积分 

人 fxz)gCz)Cx 

收 伍 . 


$11. 定 积 分 的 一 些 应 用 


1) Taylor 展开 式 . 
企 推 广 的 分 部 积分 中 , 命 v 一 (2 一 x*)”， 基 
z 一 —n(b — x v= nn 1)(b— x)”!,..., 
oz) 1)"n1, vd = 0 
当 x 二 5 时 ,所 有 的 z,v ,vw ， ,vo 都 等 于 需 ， 把 w, x', uw”,*…* 写成 1(x), 了 (x)， 
f(x)，*…*， 旧 得 


0 = (—1)"[n!1f(6) — ntfle) — zn1f (4)(5 — a) — 于 太 (e)( 一 人 一 。。 
本 fa)( cas a )”] 十 (一 1)27+1 | fo? (x)(L ， x)"dx, 
即 得 


Kb) =— Ha) 十 oa) + ay t+ .+ 


: (2) 6 
+ 本 《2 一 5) 十 2 | f° Vx — x)"dx, . 


e315. 


1 = Ke) + Ee — 0) + ee — m0) +t 


十 f"(xo) = (x _ xo)” 十 r+) ft Cx _ 2 )"dz, 
这 个 Taylor 展开 式 的 余 项 与 以 秆 的 有 所 不 同 ， 其 中 不 含有 任何 未 知 数 .利用 这 样 的 
余 项 ， RN 例如 由 第 一 中 值 公式 加 大 


及 二 1) AN -二 f(H# 十 1 ”一 27 一 - 六” Ye) _ n+l 
工人 foot Cx — 2)" dz rf (| (x 一 "dz nr Xo)"", 


此 处 C 在 [ wo，, *] 之 内 。 
2) Wallis 公式 . 


当 0 < * 开本， ?为 自然 数 时 ， 


sin2z+lx < sin2x < sin 人 yy， 


出 | EE 机 
bp 2 了 
| sin2” tixadx <| sin’”*xadx <| sin” lxadx. 
总 0 0 
帕 例 Y9.1 可 知 
2n(27 一 2)-。 人 .2 (27z 一 1)(272 一 3)…. 3.1 开 
一 2 一 一 一 一 一 一 -一 ,一 去 
(27 十 1)42z 一 1) -3.1 (2z)(27 一 2).… 4.2 2 
(27 一 2)(22 一 4)- .4.2 
(2zz — 1)(2n 一 3) 3 
即 / 
| 2n(2n 一 2) 42 | 1 < 三 一 | 2z(22z 一 2) 4:2 | 二 
(2z 一 1)(2z 一 3) .3.1 272 十 1 (22 一 1)(22 一 3)- .3.14 27 
由 2 
| 2n(27 — 2)***4.2 |( 土 - 1 ) < 霸王 一， 
(27z 一 1)(22z 一 3) .3.1 \2x 272 十 工 277 2 
故人 竺 
]im 2°2.4.4. (27)(2n) _ 
re 13"3.5- -.( 22 一 1)(022z 十 1) 2 
en 
这 和 就 是 Wallis 公式 ， 


$ 12. 求 定 积分 的 特殊 方法 


以 往 的 方法 都 是 用 求 原画 数 法 来 算出 定 积分 (包括 腿 点 和 无 环 定 的 情况 )， 我 们 现 
在 介 络 几 个 虽然 无 法 算出 原画 数 ,但 仍 能 计算 积分 值 的 方法 . 企 这 演 生 全 特 生 全 无 
法 系统 氢 述 ,所 以 我 们 只 能 用 例题 的 形式 来 令 述 。 
1°%。 Euler 积分 


和 
了 一 | log sinxdx 。 
0 


用 分 部 积分 


&g 一 log sinx dr 一 dt 


。 316 + 


因 面 
dx 


里 沈 

， “ 2 cosx 

== xlog sinx! 一 xy 一 一 
0 


z 0 sinx 
原来 的 积分 在 x 一 0 有 甫 点 ,但 是 经 过 分 部 积分 之 后 , 第 一 项 当 x 一 0 时 有 数值 , 而 第 二 
项 就 是 一 个 普通 积分 , 并 无 瑕 点 了 了。 所 以 积分 I 是 存在 的 ,但 臣 


| x Co dx 
sin x 
也 是 不 能 用 普通 方法 积分 得 出 来 的 . 
计算 出 这 一 积分 主要 是 利用 变数 苞 换 , 合 x 一 2:, 印 
了 一 2 | log sin2tdt 一 2 | log (2 sin zcos 1 )dz 


下 4 
== = log2 十 2 | log sinz dz 十 2 | log cost dz。 
0 8 


在 后 一 积分 中 换 变 数 : = = 一 zx， 即 得 


| 


7 
2 | log sin wud, 


一 


rw 一 -一 -一 一 了 
因此 得 出 
T 一 一 log2 + 21, 
7 一 一 二 log 2。 
AQ 
同时 ,我 们 也 得 出 了 
7 1 
| 一 dx 一 二 log 2， | > 二 dx 一 一 log2. 
0 tgx 0 


又 用 替换 x 二 x 一 zt 我 们 可 以 算出 
: f 7 ， 7 
| x log Sinxdx 一 "| log sint dt = — log 2 
考题 1。 算出 


| log x x 人 xax 


“V1li—x’ 0 Vew—l 


(提示 ， 用 构 换 x 二 sint 与 x = 二 log - ) 


sint 


者 题 2. 求证 当 w 专 1 时 积分 
v31ys 


了 
| log |sin’0 — 22|a0 = 一 zlog 2. 
0 


2°. Euler~Poisson 积分 


x | e™* dx 
+ 
这 是 构 率 论 中 常用 的 积分 . 
假定 x 了 天 0 由 
1 十 x 二 1 十 光 十 守 二 
21 ! 

可 知 

1—x<e*o— i. 

1 十 x’ 


广告 。 前 者 仅 对 0 二 x 二 1 正确 ,而 后 者 对 任 一 x > 0 都 对 ， 由 此 立 得 
(1 一 zi 一 er (0<x<1), 


3 1 
HR > 
° Cin *>0. 
取 积 分 , 
1 on oo 
| (1 -一 x )” dx <| Ee—"* dx < | ec 一 2x Ax < 二 | dx 
0 0 0 0 《1 Tx)" 


但 用 蕉 换 w 一 V nx 可 得 


(ea: 一 i_ K, 
和 
| (1 — #2) dx — | snes 246 "(2n — 2)(2n) 
1.3.5-. (27 十 1 工 ) 
及 
™ x _ 2 74—2 1.3...(27 3) 
| (1 十 大) 人 |. n td 2.4-… 人 (22 一 2) 2 
Br 
2.4:6.….(27n — 2)(27) 1.3...(2n— 3)x 
V” <SK<Vr2 24 — 2) 2° 
焉 方 之 ,如 得 
2 (2.4.….(272 — 2)(2n)) pg? < 二 
27 十 1 《1:3:5-.…. (22 一 1))2272 十 工 ) 27 一 上 


x 203)) 21) (a) 
(2.4-.:(2n 一 2)7? 2 


国 Wallis 及 式 
(2.4-...(27 一 2)(2n))? 


lim -一 人 一 < < 一 二 
2 


p00 (1.3- ” (27 ~ 1))(2n 十 1) 
可 知 , 当 = -> co 时 
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因此 


可 上 绵 . 本 当 z> 人 一 n0.、 0> 盖 0 时 


| ， Tm 
中 | 


3 dr = 一 - 
他 


提示 . 在 恋 明 这 千 果 之 前 ,多 证 明 一 个 一 般 性 的 缚 果 : 


0 2 Led 
| f (4z= 一 三 | ax 一 十 f(y)dy, A>0, B>o0, 


这 等 式 在 右边 积分 存在 的 条 件 下 成 立 . 
由 芍 换 ?一 4x 一 二 得 出 


Erno (et 
TC 
后 一 积分 中 用 * 一 一 一 -, 朗 可 推出 以 上 的 等 式 . 


这 等 式 把 习题 中 的 积分 变 为 积分 KK 
3"， Froullani 积分 


| (ax)— fbx) jy o>0 b>0 
0 汉 ” 


首先 ,我 们 假定 f(x) 当 x 宇 0 时 定义 且 连 续 , 关 假定 当 x 一 十 co 时 f(x) 有 有 限 的 极 
PR. 
当 0 二 6 二 人 二 %% 时 


站 ee- fe 


-人 举人 二 


| 


生生 


a 必 


因此 得 
| {eH a sn LO im 1 
0 x 


-0 Ja 总 心 -oo jd 型 
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由 中 值 公 式 
人 f(z) za 一 f(&) | dz jE)log 2 a <Eb, 


os] 名 
be $a mp 
| £2 gs — Hn) | £2 fy)log ,aA Sy So 
4d 心 宅 dA 避 人 
显然 当 6 一 0 时 和 一 0, 当 A 一 c 时 ,7 一 oo 所 以 
2 


0 之 


oo 一 0 一 
例 1 | ee gx log 之 
> 要 


9 力 十 Ge > p a 


oo ll 
例 3, | Wg Ar tg br jo Tlog to 


0 x 2 a 
其 次 ,有 时 虽然 当 x 一 co 时 f(x) 设 有 有 穷 极 限 ,但 积分 
| Hz) GZ 
4 名 


却 存在 。 如 是 我 们 得 接 知 道 
lim | £2 2. 一 0， 


六 下 00 jdA 总 


所 以 
人 一 f(bx) Tt = (0) log 2 


oo __. 
例 4. | COSAaX COsobx Ix 二 log 2 
z fl 汉 a 


同 理 ,如 果 当 x 一 0 时 f(x) 没有 有 限 极 限 , 但 


| A=00 
0 区 


却 存 在 , 则 
| fax) — fbx). ge 一 人 十 co)log 二 。 
X 


习题 1。 计算 积分 (a, 2 二 0) 


(0) | Sex sin Ox dX, 《| 上 一 cosax cos bxdx, 
0 x 0 x 


1 Gl _. bi 
(ec) | x 
0 log x 


( 答 数 : (a) log 十， (2 ) log Vie ~ (c) log 4). 


者 是 2。 计算 积分 (4, b> 0) 


ea 2320. 


(0) | ee 
Cs) | 0 十 cx) 一 Clog(1 + bx) 了 
0 x 
(用 分 部 积分 法 ). 
虱 题 3。 求 积分 
” x 1\ dx 1 \ 
i Ker 一 
| 所 ( 管 数 一 3 os?) 
(提示 :用 恒等式 
1 * i 1 2 
(二 二- 3° < 
+ 工 (- 寺 一 一 十 + 二) - 工 (二 -一 上 二 二 co 外 
YX \e*—1 世 2 x+ \e“*—1 2X 2 z 
者 题 4。 求 积 分 (4a, 2 二 0) 
| er e+ x(a— be x 
0 x 


《提示 :从 散 明 对 任 一 7 二 0， 
人 ez 一 er 十 x*(a — be™i x 


7 x 


入 手 ). 
计算 定 积分 的 方法 ,以 上 不 过 举例 而 已 ,将 来 再 介 缕 其 他 方法 ， 如 利用 积分 号 下 求 微 


分 ,利用 微分 方程 ,利用 重 积 分 等 . 较 有 善 逼 性 的 是 利用 复 变 数 范 数 求 留 数 法 及 利用 Fou- 
rier 变换 的 方法 等 ， 
§ 13. 面积 原理 的 应 用 


定理 1。 滞 :之 ts f(x) 是 一 个 非 负 雍 增 图 数 , 则 当 Ea 时 有 


后 
六 161) — | foDaz| <X6) 
在 号 形 儿 二 a 
证 ， 取 [< — D， 则 
b—1 
风光 > > f(2) 
b z 十 上 i 二 a 
| f(x)dx 一 之 ， | f(x)dxy 
和 < 2 fit+1), 


EP 
f(ao)+ :+16 C1) | fC)a < 


之 f(a 二 1)+…: (6). 
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又 


3 
o< | i)ax < K€), 


并 起 来 即 得 定理 . 
例 lil。 信 ^ 之 0， f(x) 一 x 则 


人 十 上 +i 
2 _- 5 一 4 


< 
| 人 十 工 和 


即 


4 E+ es 二 上 


二 OU )。 


72 


de A 十 1 
例 2， 命 f(x) 一 logx, 6 之 1, 及 T(€) = >》, logn, 
人 
基 得 


(6) 一 | log xdx | < log&, 
印 
[|T(€) ~— élog€ + €—1| < logé. 
特别 当 & 是 整数 时 , 基 
nlogn—7n 二 lil— logn< logn! nlogn—nt+1 + logn, 
b 


722 一 we 一 2 十 1 < 1! < 之 ntlewntl 


定理 2。 车 x 之 4,;f(x) 是 一 个 非 负 递减 范 数 ,上 则 极限 


lim > f(n) 一 | Fe)az| 一 C 
存在 , 且 0 志 a 所 f(a)， 进 而 车 之 , 当 x 一 0 时 ,车 f(x) 一 0, 旭 
3) Hn)— | fdr —al<He—1) (Ea+t1). 


站 
证 ， 命 
ge) = Sn) 一 | (x) dx, 
a 4 
出 
fg(n)— gn 1)= —fn+1)+ | f(x)adx 之 

之 一 扎 z 十 1) 十 天 关 十 1 一 0 

又 
gM = D(A 一 人 far) + HN) > 

> Tn) 一 Ko) + FN) = HN) > 0, 

南 g(#) 为 一 个 非 负 递 减 国 数 ,县 


0 gn) g(a) = fa). 
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故 gz) 之 极限 存在 , 命 之 为 a, 且 0 和 cc< 委 所 cc)。 
今 更 假定 当 x 一 co 时 , f(x) 一 0 则 


eH) a Df) Ha iim (PH) — [sae) 


ff 


_ 3 jn) — 人 fx) dx — 人 f(x)ax 一 lim (> f(z) 一 | 12)a2) 


Fr 


= — J f(a — iim ( > 


noltlti 


fn) 一 | fae) 


é N 站 
一 - 一 人 f(x)adxr 十 lim >, | (f(x) — f(n))adx 


作画 [有 十 1 


<lim 2 人 (ra 一 1 一 厌 zj))ax = HIED) SHE — 1), 


NYo sp ml £]+1 


> -| f(z)dz > —(€ — [EDAIED > ~fé — 1). 


故 得 定理 . 
由 定理 2 可 以 立 得 基 种 级 数 收 钙 与 发 散 的 刊 别 条 件 . 
假定 给 了 一 个 和 级 数 
十 zi 十。 十 xin 十 。。 
是 正 项 的 , 且 为 化 降 的 , 即 


81 -之 2 之 zy 之 ” 之 0. 
如 果 有 一 个 画 数 侯 x) ， 有 以 下 的 性 插 : 1) f(x) 是 一 个 在 (1,%) 中 连续 的 非 负 递 降 画 数 ， 
2) 帮 2) 一 xs 则 由 定理 2 立 列 得 知 , 如 果 


tm | fa 
存在 , 则 级 数 
由 十 四 十 -十 2 十- 
收 化 ,不 然则 级 数 上 发散 ， 
不 但 如 此 , 航 数 的 和 在 
| fC)a 与 oa 十 | f(a 
1 1 
之 间 ， 
例 1。 出 于 


be L 《xz 一 17， Ca 1):; 
1 1 一 包 


logz，(w 一 工 》 


奴 
z= 二 1 1 


所 以 当 a 之 1 时 ，5) 二 收 敏 , 当 a< 和 1 时 ，Y' 工 发 散 . 
如 s1 扩 


323。 


多 由 于 


| et me (a 关 1); 
a 1 —a 


2 ¢( log #)” 1 一 
log logx 一 iog log2 (a=1). 


所 以 当 a > 工时 ， 级 数 D3! 收 化 , 当 e 二 1 时 ,这 级 数 发 散 . 


m2 n( n( log 2)” 


例 2， 取 a 二 1, f(x) 一 则 由 定理 2 可 知 


> 1 log & 十 r+o(i), 
i<neé 7 < 


此 处 之 了 名 为 Euler 常数 ， 
由 此 得 出 
tl 
neaN 27 2 


! — LlgBN+ y+ log2+0(t). 


从 3。 求 级 数 


之 和 。 


1 _ 
之 mr 纪元 二 1 me 号 二 +of i) 


=- (二 oog 二 十 二 十 log 2 一 (log 2 十 二) 十 o(+) 
3 2 \2 “3 2 \z 


一 Llog2 十 口 (+). 
2 7 


故 得 级 数 之 和 为 = log 2. 


性 题 1. 人 
A ，. 1! 
和 一 十 ce 十 DG 一 )。 


pp nlogn( log logn)” 


24'0 


收 敏 何 时 上 发散 ， 


之 欢 序 , 使 之 收 化 于 4. 


§ 14. Euler 求 和 公式 及 Euler 覆 数 
定理 1 (Euler)， 命 p(x) 是 有 限于 区 于 [ce, 2] 内 有 连 绪 微 商 的 本 数 , 则 
一 (> 一 zx] 一 工 ez)ax 
人 Pn) =| CDaz 二 | (2 [x] 二 ydx 十 


og <n<b a 
1 1 
十 € 一 [zj 一 一) p(a) 一 ( 一 [一 过) 9(6), 
姥 处 [E11 人 代表 实数 6 的 整数 部 分 , 


证 ， 1) 如 果 [a] 十 1 > [58], 则 [ej = [5], 这 公式 变 为 


0 = | P(X)Ax 十 | (x 一 cj 一 二 D (2Jdx 十 


+ (< 一 [一 过) Ca) 一 (6 — {a] 一 过) p(8), 
en 


人 (: _ fo] 一 二 jg'(oas -一 (< _ [z] — 二 ) p(a) 十 


十 (2 一 fc] 一 十) 946) 一 | Px)ax. 


这 就 是 分 部 积分 公式 的 直接 推理 , 
2) 假定 [<] 十 1 二 [2j, 其 


| x19 ax=) 


[1+ 
[aj+1 a 


[x]p’ (x) dx + | [x]9'(x) dx + | fx]p'(oDzx = 


[5 一 1 


部 中 [fal+ 
-> pat) [apa + | [ol9'(e)ar = 


好 二 33 


15 1~— 1 


一 2 prt+1)— 9p) + alglla] + 1)— pla)) + 


=[d]+t 


+ {sp(6) — (L621)) 一 
1 5] 


一 一 ,2 pn) — Lalogle) + [bl9(6). 
多 由 分 部 积分 可 知 

-deat) oD- (1) -| ea 
因此 


电力 


Bb] 


| (se —1) pa = > pn) — | ptrar — 


3 二 fw 
~ (a— [a]— T) pa) + (8— [26]— = ) pC6). 
即 明 所 欲 让， 
我 们 更 在 用 Euler 求 和 公式 来 研究 , 当 4 充分 大 时 , nl 的 渐 近 情况 
1) 命 p(x) 一 log x, 4 一 1,5 一 nx (整数 ), 则 得 


> bgm—| iogxdr + | (2— [x]— 二 | 2 十 二 logm (1 
由 于 
2 一 [一 二 | < 二 
2 
全 #+1 
全 (wo nseg, 
改 由 第 二 中 值 公式 可 知 积分 
-急切 全 
收敛 ,因此 由 (1 可知 
log 7! = (z+ 二 jlogn 一 = 十 C 十 Yn, 
此 处 
c=1+] (< 一 bc- 工 ) 衬 ， 
(各 
所 以 
im Sn = Cr C2) 


我 们 称 公式 (2) 为 Stirling 公式 . 
2) 现在 我 们 来 进一步 定 出 C， 由 Wallis 公式 


ji 2°2°.4.4.-.(27).(2n) 7 
ne le3.3.5.5.. (2a — 1).(2n 1) Z 
可 知 
(27n1)4 下 
(2z 7)122z + 1) (1 + 0(1)) = 2° 
以 (2) 式 代入 得 


C4( 2 tl/2 on )4 


一 一 -一 上 2 o 二 ， 
CIC(C22 )22+HM2e 一 2a)2C27 十 1) (1 十 (1)) 一 人 ” 


Ci Ca 
一 -一 一 (1 十 of(1)) 一 一 
321) ° (1)) 2 
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份 2 一 co 得 


_ /Kt 
同时 我 们 也 算出 了 
™ T ax 1 
| € — [<*] 一 工科 = log 2z 一 工 
因为 释 常 用 到 ,我 们 引进 符 乞 


bi(x) 于 【zx] 一 py 


并 且 用 归纳 法 来 定义 Euler 画 数 bu? 一 1 2，.…)， 

定义 ， (i)b(x) 是 以 1 为 周期 的 画 数 , 也 就 是 

bx 1)== blr)., 
(3) | Biay = brnl#) ~— Bink0). 
由 周期 性 显然 得 出 
| bir(y)dy 一 0。 

我 们 得 先 说 明 一 下 ， 这 样 , 夯 数 bi(x) 就 完全 定义 了 、 由 位 ) 可 知 .如 果 bi(x) 完全 定 
义 了 ,Biri(%*) 公差 一 常数 ,这 一 稍 数 可 由 brazkx) 的 周期 性 来 决定 。 因 之 B(x) 出 就 完全 
定义 了 . 

我 们 现在 算出 前 几 个 5b.(x) 来 ， 周 期 底 然 是 1 ,我 们 不 妨 假定 0 二 x 二 1, 由 


= - mm ! x 
bs(%) / 6b2(0) | (: 二 4 2 23 
en 
2 
b 一 二 一 二 十 2(0)， 
:xz) 2 7 六 ) 


1 x3 rx? i 
0 = | bs(x)ax 二 一 区 一 一 十 Co)z ) 
0 6 4 0 


1 
一 一 -一 十 2(0 
12 六 ), 


即 当 0 二 x 二 1 时， 


4 
(x) 二 守 一 守 十 沾 
\*) 2 2 一 12 
由 了 于 5.(x) 的 周期 性 ,可 一 般 地 有 
-G=[ el} 
Bax) 2 + 二 


疗法 可 以 推 得 
bx) 一 工人 (一 [z] 一 二 (一 [xz 十 工 (xz 一 [xz])， 
6 4 12 
= (rTrx]o [r(x {xl 
bx) 77 ( [x]) 13: [x]) 十 区 人 [x]) 37 
读者 可 以 再 算 一 两 个 例子 以 春 熟 练 。 
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$ 15. 梯形 法 ,所 形 法 与 Simpson 法 


假定 f(x) 是 一 个 在 fa, B] 内 定义 了 的 画 数 ,以 后 如 有 果 用 到 几 次 微 商 , 便 假 定 作 x) 有 


几 次 微 商 ， 我 们 用 Euler 求 和 公式 来 推出 普通 数值 积分 的 梯形 法 、 短 形 法 与 Simpson 法 。 
1. 梯形 法 / 


在 Euler 求 和 公式 中 取 
P(x) 一 fc 二 xz 上 一 。 
天 


)， 2 0,5 一 2(2z 是 自然 数 )。 
如 此 划 得 


Dt -| f(at rEoe)drt IH) — 
一 工 Ka) 十 中 = | (z 一 [一 二 jf (trese)a, 


换 变数 < 十 z 二 二 一 £。 ED CE 旭 得 


2 


一 1 
1 
yy 二 一 (yo 十 yn) 一 
人 2 6 


— 全 


十 B=—e | ss) (a 十 攻 B 一 江 ) ax, 


|. (z) 2t + 


也 聊 是 


1 .ra 一 一 (5 y 十 = (Ca 十 y») ) 一 


(et) » 


这 个 式 子 裔 明 , 求 积分 的 梯形 法 的 误差 是 可 以 用 积分 形式 表 出 来 的 ,现在 把 识 差 表达 得 更 
清楚 些 , 用 分 部 积分 可 知 


| aC)f (a + se ) dr — be)f (a+ x*E—s) 


-和 中 (etre) 


Li 


| 


一 十 (fCB) 一 所)) 一 EB-ef ACDIM C 十 xz 点 一 站 dx 一 
-8 | (art Xx 一 <) gx — 
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一 一“ | A CE 


NC 
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因此 得 出 


一 (St lty)) = 


| f(t) ads 一 
Ee) zz (2) 


-P(r 


梯形 法 余 项 (1) 须 假定 f(x) 有 一 次 微 商 , 而 (2) 仿 定 了 (x) 有 二 次 微 商 , 梯形 法 余天 


我 们 用 


一 (St nt »)) 


9 
| 
Te 


定理 i， 如 果 |f (x)| MM (es 和 zx 安 8), 则 
IR| < (BEYOM 
1271z 


证， 由 (2) 可 知 


a < (5a |< 


dr = 一 


< 全) | 和 一 到 


-B= (a Ba. 


定理 2。 如 果 f(z) 是 单调 递减 非 负 图 数 , 则 
Ri < Ee fa). 


区。 由 (1) 及 第 二 中 值 公 式 可 知 
Ri |(S) focor(e+: 


-rel nwal 


二 一 入 


-二 =) zz 


出 
* 1 
aoaz| < 二 
可 得 定理 ， 
如 果 积 分 的 区 并 较 长 ,这 估计 比 以 前 的 好 些 , 
2. 矩形 法 
取 1\B 
"a 
?fate t+) ) 
2 呈 一 +L, b=7— 二 ， 


旭 得 
,Siete) = 


= 全 fc 十 € 十 Tee) d7 十 


+ 上 8 一 “ 伺 pCx)f (« 十 (: 十 二 人) dx 


到 


at+ (e+ 工 ) 上 = 一 t， 


全 


f(t (+) )， 


-1 
B [+ 一 各 
2 ym |) Da rt Be ah) x 
A B—a J 2 3 


xf (e+ (+i)E—e)a. 
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R, 一 | fd 一 上 一 3 y+ 
= 人 0 
代表 和 矩形 法 的 余 项 , 则 
R, 一 —(& 一 .) 人 bi(x)f (« 十 € 十 工 )8 一 | dx (3) 


分 部 积分 得 


人 三 pCx)f € 十 € 十 工 ) 有 一 2 dx m 


大 


= (cf (c 十 (z+ 二 ) B 一 全) 


1 


到 


一 此 


_ 和 二 人 5(z) 访 (a 十 (z+ 二 dz 一 


一 一 二 (f(B) 一 fc7)7 一 上 一 < 全 bs(x) X : 


x fF’ (e+ (<+i) 一 一) zz 一 


本 (< 十 人 十 二 | Ee) dx. (4) 


定理 3。， 如 果 |f(x)| 委 M (和 zx 委 B)， 旭 
IR, | = 《8 一 ac)M 
24712 


姓 。 由 (4) 可 知 


pb 中 十 
3 2(%) 2 4 


dx 之 


oPy( (2 lo (BB—o) 
n | (2 2 T 上 as 247z? M. 
定理 4 如 果 了 (x) 是 单调 递减 非 负 图 数 , 卓 

|R, | < BE—. 


证 。 于 (3) 上 用 第 二 中 值 公 式 可 知 
IR,| _ 48 一 a)f (a) 


| bitx)} dx | < 魏 8 一 cc) of 
~ 二 37 


3. Simpson 法 
从 


则 得 


R. 一 | f(D dt — (ty +t2Dy +4 5 ya): 
”而 且 Simpson 公 ateA mC I 
St 


7 3 元 十 3 


frr 
如 果 fW(x) (ee 委 * 委 8) 存在 ,由 分 部 积分 可 得 / 
人 (ea 十 25. (#— 过) f” (a +xb 一 二 dx 一 
_ 8 一 “| (eco) + 223 (: 一 2 ))r" C 十 世 有 一 2 ) dz 
WY b:(0) 一 0, A )= 0 ) 
bi(x*) 十 26; 人 一) (< 十 守 上 一 <) 十 


人 
机 =) | (era) 十 224 (2 一 于) Ar (< 4 :8 一 jdz 一 


“33I w 


一 全 一 a 


Fe "a) — "(8)) + 


+ (FF (uD tn) (et Be 
-te- 习 - 直 )*" (+ 


960 + 二 de, 
即 
A NO 
X fen (a 十 xx 上 一 < dx., 
定理 3。 如果 |fVWCx)| <M (ee 委 zx 委 8B)， 则 
RS 1 玫 坟 
证 。 由 于 


r= 


n 1 1 
pli) 26 (一 工 ) 一 工 
| (2) + 2 一 一 


去 .4 3 2 LA 1N3 
一 (| (一 去 十 志 一 蔚 二 -了 一 +t 十 必 十 让 
0 


12 0 
2 
(x ] 5 ) -上 十 二 -| 2 十 
12 360 960 
I 4 3 2 4 — 3 
+| (一 过 十 过 一 过 十 -二 《xz 一 起 (zx 一 二 
去 24 12 24 720 12 6 
一 人 一 人 xz 一 二) 十 -二 td) a( 6 十 0 )= 37 y 
12 “360 960 180.28 180.2° 180.21 
故 香 定理 ， 


定理 6. 如 果 了 (x) 是 单调 非 负 递减 画 数 ， 旭 


(B—a) yy 
|R,| Si (a). 
证 .由 
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R, =- SB | (5 + 25, (x — —T))r (ersEo®)a 
及 第 二 中 值 公式 可 得 
IR,| 委 ~ 一 一 一 一 一 BE -2 f(a )| | (6%) 25, € 一 二 |) dx 


印 得 定理 6。 

附 记 1。Euler 公式 所 包括 的 ,实际 上 远 不 止 以 上 的 三 个 方法 ， 

附 记 2. 这 方法 的 优点 在 于 我 们 能 把 余 项 (误差 ) 用 积分 形式 表 旱 。， 因 之 ,我 们 可 以 用 
各 种 不 同 的 方法 进行 估计 ， 而 以 上 的 把 饮 对 值 拿 
进去 ,把 上 界 拿 出 来 ,这 是 最 简单 的 估计 方法 。 它 
所 答 出 的 精 果 也 就 是 普通 书 上 所 欠 出 的 识 差 ， 特 
别 在 姓 理 具 体 表 题 时 ， 应 该 根据 税 积 分 范 数 的 特 
殊 性 ， 而 对 更 差 项 加 以 簿 致 的 处 理 。 因 而 往往 可 
衣 得 到 较 佳 的 结果 ， 

例如 有 生 径 为 尺 的 贺 柱 体 木料 ， 欲 切 成 与 杜 
体 等 高 而 厚度 为 1 的 长 方形 木板 ， 试 求 木材 的 利 
用 奉 ， 


 (B—ay)y, 
< E40), 


GG Sn 
时 


显然 ， 木 材 的 利用 率 郎 木料 的 横 切 面 的 利用 图 54 
论 。 从 
h = R(t+ 二 ) 7 
则 木板 的 模 切 廿 的 总 面积 为 , 
了 
G 一 : 4 和 一 2 本 一 志 
一 站 才 


在 Euler 公式 中 , 命 
一 一 “一 工 -上 -| 一 | 
p(x) V (z+ 十 ) PP < 及 5 ， 
中] 


‘3334 


由 于 


因此 凑 料 的 横 切 面 的 总 面积 为 


2 2 
4 { 2 2 


RR pr [R11 P(z 十 工 ) 
+ 4 一 人 十 工 ) 2 zz 十 4 D(x) — -~ < 
ji 之 ] 2 一 皮 L) 
| R’— 3 十 -一 | 六 
2 


由 于 
人 mm 一 (e+) (z+ ) Paz 一 2: 记 - + 避让 < 
ne 
及 
R_1 1 1\ 
| cd C3 < | po) Cr | 
2 ee a eC 
7 P(x + 


驴 


Ro aR Eta rR ( [ei + 工 ) 5 + 417 十 7). 
4 ‘Ll 2 2 
由 第 二 中 值 公 式 可 知 
P 人 (十 工 ) 
2 


| oD) a =- -一 二 一 | aeas < 
(re-( 十 iT) | 
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又 由 |&(x)| 过 二 得 


[3 之】 7 (: 十 L 一 -一 一 
2 1 1 VY 
dX| 一 一 CY R? 一 (2 十 十) 7 一 
1 4 2 227. 


1 
< 之 
2 


取 
此 
有 一 一 2. 十 te 十 LT 
8 2NVNV¥ 16 
得 vv 
2 1 2 2 
Raa RL +a (ts 4 一 二) 12 
4 Nr 16 8/ 
数值 计算 取 RR = 20 公分,，/ 一 2.2 及 分 ， 则 得 
各 及 一 G 121 .528 
一 一 < 一 -一 一 为 于 10 
xR? 12.56 % %， 
故 木材 利用 率 大 于 90%。 
从 1。 斌 计算 
1 
Wy = | e~*dx, 
0 
了 要 求 精确 到 0.0001. 


直接 算 轩 被 积 画 数 的 四 级 微 丙 之 后 ,可 知 其 四 航 微 商 的 息 对 值 不 起 过 12。 到 z= 二 5. 
用 Simpson 公式 ,由 定理 5 可 知 


ER 一 了 一 07 x 10—5, 
180.(10)° 
xg 二 0， yo == 1.00000 
xs — 1， ys 一 0.36788 
和 一 1.36788 


xy2 = 0.1, yy2 一 0.99005 
X32 一 0.3， ya 一: 0.91393 
Xsn 一 0.5 ， ysp = 0.77680 
x7p = 0.7 ， y72 — 0.61263 
Xo 一 0.9， yg 一 0.44486 


fj = 3.74027 
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xi 一 0.2， y1 一 0.96079 
x =0.4, 太一 0.85214 
x3 一 0.0 。 ?3 一 0.69768 
xi 一 0.8， y= 0.52729 


和 一 3.03790 


于 (1.36788 十 2 X 3.03790 十 4 X 3.74027) 一 0.746825。 


因此 
0.746813 一 了 到 < 0.746837。 


} 
全 2. 求 7 一 | Logx gy 
0 一 区 


这 一 积分 的 瑕 点 是 x 二 0， 个 


1 1 ,5 
r—| (1 二 < 十 避 十 攻 十 logadx + | log* gy = 1 + T, 
0 


0 ii—x 
由 分 部 积分 法 有 可知 
Ti = ~—1.46361***, 
于 由 Simpson 方法 算 T, 取 w 一 5, 得 
T== 一 0.18135， 

于 是 

= 一 1.64496。 
现在 来 估计 误差 ,粗略 估计 有 |929(*)| < 200, 于 是 

[Rs| 一 一 - .<0 -~- 0.00011 
10: 180 


改 总 的 靓 差 在 一 0.00013 与 十 0.00013 之 有 则 ,因此 
一 1.6452 < 了 工 到 一 1.6448。 
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序 言 


这 部 书 的 第 一 着 终 千 交 印 了 , 它 既 是 急 就 章 , 又 是 拖 兴 篇 ，1958 年 匆 甸 上 马 , 现 想 现 
写 现 印 现 讲 , 有 时 写 稿 不 过 三 遍 , 仅 仪 经 过 起 草 , 修 改 , 状 正三 道 手 续 便 拿 去 什 印 、 有 了 时候 
校对 来 不 及 , 就 不 校对 了 ,因而 原 讲义 上 错误 百出 , 寅 雇 先 见 , 所 以 说 这 是 急 就 童 ， 如 果 
能 专心 一 志 地 连续 地 于 下 去 , 那 还 可 能 比较 好 些 , 但 又 经 常 为 其 它 工 作 所 打 断 , 因而 与 一 
丢 停 一 停 , 改 一 章 放 一 放 的 情 许 忆 经 带 岂 更 ,所 以 说 是 郊 准 篇 ， 紧 紧 松 松 , 赶 赶 拖 括 ， 央 
而 详 略 不 一 ,前 后 不 贯 ,轻重 失 庙 ,呼应 不 周 等 毛病 在 所 难免 的 了 . 

情况 是 如 此 ,虽然 经 过 同志 们 的 帮助 和 修改 重 写 ,但 还 可 能 留 下 不 少 后 遗 症 。 这 样 的 
草率 工作 本 来 不 该 交 印 的 ,但 不 少 同志 热情 就 励 ， 几经 跨 路 终于 把 它 出 版 了 , 希望 经 过 读 
考 的 帮助 ,人 多 , 眼 多 ,想法 多 ,多 得 意见 将 来 可 以 改写 得 更 好 些 ， 

这 个 课 自 始 至 终 是 和 王 元 局 志 合 开 的 , 他 对 原稿 的 形成 与 改写 都 担 了 不 少 意 见 , 并 旦 
有 不 少 章 节 都 是 出 庶 他 的 手笔 ， 在 共同 教学 中 一 些 心得 已 经 吸收 人 我 们 合 著 的 “积分 的 
近似 计算 ”一 书 中 《科学 出 版 社 1961 年 初版 )、 1961 年 殊 升 , 吴 方 等 合 志 又 用 这 讲义 教 了 
一 遍 , 修 改 了 不 少 。 最 后 定稿 又 经 过 曾 肯 成 , 许 以 超 、 史 济 怀 、 邓 诗 涛 、 李 烟 生 、 刘 玉 柯 等 同 
志 的 纽 心 校 阅 , 提 了 不 少 意见 。 个 别 章节 还 获得 了 戴 元 本 、 陆 涩 和 铃 、 韩 京 消 、 局 永 佩 , 罗 祥 
钰 , 萤 传 凶 , 匡 松林 、 江 嘉 不 、 杯 培 信和 , 邵 秀 民 、 陈 志 华 、 石 赫 、 积 奈 汞 等 同志 的 帮助 ,， 有关 这 
些 我 在 这 上 儿 表 示 谢 意 。 特别 应 该 一 提 的 是 ， 在 最 后 定稿 的 时 候 , 获 得 了 中 山大 学 吴 兹 潜 ， 
林 人 二 岗 志 的 帮助 , 他们 一 字 不 而 地 校 阅 扒 散 ,使 本 节 避 免 不 少 错误 .这样 的 主动 地 来 自 
其 他 院 校 的 帮助 只 能 归功 于 集体 主义 的 优越 性， 

在 写作 的 过 程 中 参考 过 能 上 庆 来 的 “高 等 算 学 分 析 ”(1934); 苏 步 青 的 “微分 几何 学 * 
(1947); 起 访 熊 的 “高等 微 积分 ”C1949); 孙 光 远 、 孙 权 平 的 “ 微 积分 学 ”(1952); 陈 建 功 
的 “ 实 函 数论 ”(195872; 杨 宗 散 的 “数学 分 析 人 门 ”(1958); 多 映 川 等 的 “高 等 数学 讲义 ” 
C1958); 陈 草民 的 “高 等 数学 教程 ”(19587); 关 欧 直 的 “高 等 数学 教程 (第 一 卷 ) (1959); 
江 泽 坚 的 “数学 分 析 ”《1960); 北京 太 学 ,复旦 大 学 .南京 天 学 及 高 等 数学 教科 书 编审 委员 
会 的 "高 等 数学 教程 ,我 在 此 致谢 ， 其 化 作为 参 洲 的 外 文 节 籍 不 在 此 一 一 列举 了 . 


在 写作 的 过 程 中 , 莹 经 有 过 一 些 努力 ; 企 着 和 和亲 学 改革 的 方针 ,但 是 
由 于 自己 的 理论 和 业务 水 平 ,没有 能 够 较 好 地 做 到 ,读者 可 能 发 现 一 些 其 它 节 上 所 没有 的 
材料 ,也 可 能 发 现 一 些 稍 有 不 同 的 处 理 方法 ,但 毕 宽 是 太 少 了 .在 谈 到 这 一 点 的 时 候 , 感 
到 空虚 , 并 且 诚 恐 会 错误 百出 。 大 家 所 公认 的 \ 荫 转 传 抄 的 已 经 成 热 的 材料 , 错误 还 有 时 
难免 ,何况 第 一 次 写 下 来 的 东西 , 那 更 使 人 了 驶 心 了 ,但 是 还 是 斗 胆 地 放 进 书 里 去 , 作为 引 玉 
之 砖 ,作为 试 矢 之 的 。 特 别 是 一 些 高 的 内 容 议 低 了 , 难 的 内 容 改 易 了 , 繁 的 内 容 化 简 了 的 
部 分 更 希望 大 家 指正 。 但 是 我 个 人 深信 ,只 要 每 本 书 都 有 些 意 节 改 进 , 集 股 成 潮 , 我 们 教 
学 改革 会 汇 成 巨 流 的 ,辛勤 的 点 清 劳 动 。 可 能 是 大 丰收 的 预 龙 。 

大 学 教书 不 是 照 本 讲 ,因此 本 书 也 准备 了 一 些 可 教 可 不 教 的 材料 ,教师 们 可 以 灵活 掌 
挥 ， 余 下 的 材料 可 以 作为 学 有 余力 的 同学 的 课外 读物 。 习 题 应 当做 ， 并 且 适 当地 要 多 做 
些 ， 林 书 没有 组 织 好 习题 ， 着 望 老 病 们 自己 设法 组 织 。 习 题 的 目的 首先 是 热 组 和 顷 固 学 
习 了 的 东西 ;其 二 是 初步 启发 大 家 会 灵活 运用 ,独立 思考 ;其 三 是 融会 贯通 ,出 些 综合 性 的 
习题 把 不 同 部 门 的 数学 沟通 起 来 . 

在 教学 过 程 中 深 得 数学 相 长 的 益处 ,其 中 不 少 是 由 于 同学 所 提 意 兄 的 影响 ,我 把 所 得 
到 的 - - 些 丰 成熟 的 看 法 写 在 下 面 供 同志 们 参考 ， 我 讲 世 喜欢 还 些 伏笔 ,把 有 些 重 要 福 念 、 
重要 方法 尽 可 能 早 地 在 具体 问题 中 提出 ， 并 且 不 止 一 次 地 提出 。 目 的 在 于 将 来 进一步 学 
习 的 时 候 会 较 易 接受 高 深 的 方法 ， 很 可 能 荣 毕 高 深 方 法 就 是 早 书 有 之 的 村 素 简单 的 方法 
的 抽象 加 工 而 已 《有些 深化 了 些 , 有 些 并 没有 深化 而 仅仅 是 另 一 形式 而 已 .) 我 也 喜欢 生 
书 熟 讲 , 熟 书生 温 的 方法 ,似乎 是 在 温 熟 书 ,但 把 新 东西 讲 进 去 了 , 这 是 因为 一 般 讲 来 , 生 
书 比 旧 课 ,真正 原则 性 的 添加 并 不 太 多 的 原故 ， 找 另 一 条 线索 把 旧 东 西 重新 贯穿 起 来 ,这 
样 的 温习 方法 容易 发 现 我 们 究竟 有 哪些 主要 环节 没有 慌 透 ， 有 时 分 讲 合 温 , 或 合 讲 分 温 ， 
先 把 一 个 机 器 的 零件 一 一 搞 清 , 再 看 全 局 , 或 先 看 全 部 机 器 的 作用 和 目的 , 再 分 析 要 造成 
这 个 机 器 需要 哪些 零件 而 把 条 件 一 一 讲 明 。“ 数 ”与 “ 形 ” 的 “分 "和合 "抽象 > 与 "具体 " 
的 “分 ”与 “ 合 ”都 是 在 反复 又 反复 的 过 程 中 不 断 提高 的 ， 同 学 也 要 求 讲 讲 “ 人 家 怎样 想 出 
来 的 ,因而 在 讲 书 时 也 曾 作 过 党 试 。 主 观 地 推测 一 下 , 这 很 可 能 并 不 是 原来 的 想法 , 但 给 
出 一 条 “这 一 步 看 下 步 并 不 难 ,过 看 几 步 就 达到 目的 "的 途径 ,作为 同学 们 的 参考 . 

以 上 一 些 遇 浅 的 看 法 在 讲课 时 者 尝试 过 ， 但 绝 大 部 分 写 不 下 来 ， 或 者 写 下 来 就 走 了 
桩 ,因此 , 局 是 一 部 书 , 可 以 多 祥 讲 , 讲义 作 参 考 , 结合 同学 的 实际 情况 能 灵活 堂 近 才 好 . 
拉 杂 地 写 了 这 些 意见 ,与 其 说 是 对 教师 讨 的 ,还 不 如 说 是 对 同学 (或 自学 的 人 ) 讲 的 . 


二 有 人 


总 之 ,由 于 水 平 的 限制 ,虽然 昌 更 从 宴 ,但 缺点 一 定 不 少 , 我 诚挚 地 希望 读 堵 们 多 提 间 
见 , 更 希望 教师 们 多 多 指教 ， 

景 后 ,特别 党 要 提起 的 是 ， 由 于 中 国 科学 院 数学 研究 所 党 组 织 的 支持 , 才 使 我 有 机 会 
讲授 基础 课 和 编写 讲义 ; 在 编写 过 程 中 ， 自 始 鞋 终 得 到 了 中 国共 产 党 中 国 科学 技术 大 学 
委员 会 的 就 励 .关怀 与 支持 , 太 给 予 了 具体 的 帮助 ,这 是 我 衷心 感 灌 的 。 有 了 党 的 鼓励 , 关 
怀 与 支持 ,使 我 这 几 年 来 敢于 按照 自己 的 一 些 肤 洲 的 设想 来 进行 教学 的 尝试 ,使 我 这 几 年 
来 有 勇气 把 第 一 次 写 下 来 的 东西 放 到 课堂 上 去 教 ,使 我 这 凡 年 来 能 抬 这 项 工作 坚持 下 来 。 
至 于 中 国 科技 大 学 教务 处 ,数学 系 与 数学 教研 室 的 同事 们 , 在 我 从 事 这 项 工作 的 时 候 , 一 
直 给 我 方便 与 帮助 ,也 在 此 表示 感谢 。 对 科学 出 版 社 的 感谢 , 那 就 更 应 当 在 此 一 提 了 , 他 
们 在 了 大 量 的 劳动 ,在 制图 ,编辑 加 工 , 排 版 印刷 、 校 对 等 方面 都 做 了 细致 而 深入 的 工作 ， 
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第 十 一 章 ”积分 学 的 应 用 


$1. 曲线 的 长 度 


骂 长 的 定义 ， 假定 4, 电 是 葵 定 的 曲 绪 上 的 两 点 , 这 这 两 点 为 端点 作 这 曲 强 的 内 接 
折线 , 当 这 折 生 的 边 数 无 限 增加 , 而 且 每 边 的 长 度 都 趋 宙 于 0 时 , 这 折线 的 局 界 乓 趋向 的 
极限 (如 时 这 极限 存在 的 话 ) 叶 做 这 曲线 在 4, 3 两 点 之 大 的 引 长 。 

假定 所 答 的 曲 烤 的 大 变数 表示 是 

+ yy$(). (0) 
当 z 二 a 及 训 时 所 葵 出 的 点 就 是 4 点 与 上 点 假定 a 志 B, 当 由 9 变 到 BB 时 , 《x,y) 就 
沿 着 虹 线 {C) 由 点 4 变 到 点 B， 双 假定 po 和 和风 (9 都 有 连 入 的 微 商 ,在 弧 寺 取 (x 十 1》 
个 点 

A= Mo AM 
各 对 应 于 
Gy ss ls ty = BB. 
把 MM, 的 春 标 记 作 
x CO PU) CO ph), 


y 
| Ma- Bp 


一 
”1 = 


用 My 和 号 M。 之 关 的 距离 等 于 


V zo — ts + (ps — ye 
轴 此 折线 的 总 长 度 等 二 


2 Vx 一 和 十 (yy 一 加 一 


一 之 Vie(t) 一 四 (下 十 [一 并 ec 


仿 定 义 , 4, 刁 间 的 弧 长 了 等 于 


im VC — PD) + Cpr) — He), 


由 Lagrange 公式 ,我 们 交 
p10) — Pl — Ce Dp), 
BE) CO— WE) = hy eb ry ), 
这 此 mr 都 是 Ch 右 ) 之 间 的 秆 ， 所 以 


MP) — PE + (一 由 


命 
V PA +H YA) = PUT ) + Ar) + 
则 得 
= 1 > {VvV P(r) + pT) po £1) 
= lim SD vpr) 十 br fy bi) + lim > Wt 一 ot), 
Te yl Hm pot 
前 者 等 于 


BB 一 
| VP + Da 

再 靳 后 者 的 极限 等 于 0 ， 出 不 等 式 

《这 不 等 式 的 证 明 是 : 


VETP Mt) 
YW 十 大寺 We 十 六 
| 了 | < 
根据 由 (nm 的 一 到 连 粮 性 ,和 给 了 任意 s > 0, 可 找到 一 个 8, 使 当 |: 一 :| 二 时 
FAC 


可 郑 


部 当 maxlzy 一 | 之 53 时， 


Dn — tn) |< ol8—o). 
办 得 所 证 , 
用 ,8 两 点 辣 的 强 长 可 由 公式 
VP TD a 
表册 来. 
即 娄 是 一 变 点 , 旭 
一 | VoD FD, 


对 积分 的 上 限 求 微 商 得 


Vp) 十 如 人 ， 
az 


再 由 
9 一 全， = 学 
得 田 
ds VP Ue) + Yd, ds = Vadx) + Cdy). 
所 以 求 帮 长 的 公式 可 以 写 臣 为 
人 VEGF 
这 里 (4), (8B) 各 表 依 腿 积 分 变量 对 应 于 基线 上 点 4 ,点 是 ,这 积分 所 应 当 取 的 上 下 限 ， 
特别 是 ,如 黑 上 曲线 由 
y= 
表示 ;并且 4 8 各 对 应 于 x 一 a; x 二 上 溃 ;上 剧 弧 长 公式 严 为 
; 3 yp 
$= | 1 十 (| dx = .wa + {fF Cr) ar, 
么 如 果 是 极 坐 标 形式 
7 一 1), 
由 直角 学 标 *, y 与 极 坐标 的 关系 
r= reosg, yO—= rsind 
可 得 (这 就 可 以 看 成 为 以 0 为 套 变 数 的 方程 ) 
dx = cosb dr O— +r sing d8, 
dy = sinO dr + rcosd a0, 


dr: + 如一 人 十 
所 以 
@s = Vd) + dy) = dr + ra 
如 果 上 如 与 和 名 对 应 于 角 自 一 a, 8 二 BB 的 点 , 出 极 坐 标 所 表 出 的 强 长 是 


2 
:= [r+ ( 考 )a6. 

ds 的 极 些 标 宪 达 式 也 可 以 由 图 2 得到， 当 缴 MM' 非常 小 时 ,可 以 用 对 ， 
M' 有 间 的 弦 代 检 这 段 缴 ， 这 攻 恰 好 是 值 角 三 角形 MNM 的 攻 ,而 其 他 边 各 
与 fd8, er 近 亿 相等 . 

诗意 , 曲 黎 的 长 度 是 有 方向 的 ,如 果 我 们 假定 了 正 向 是 由 4 到 8， 剧 ; 
由 8B 到 4 的 度量 就 是 以 上 的 长 度 加 一 负 号 ,在 用 才 变 数 震 示 法 时 ,也 请 福 图 2 
春 这 点 ,要 看 准 虫 < 变 到 月 是 否 就 是 4 到 召 的 方向 ， 

们 1。 求 (0, 0) 与 (ea 之 天 拓 8 物 线 7 二 x 的 弧 长 5 


nr 


[J £ [3 一 一 一 -一 -一 
人 2 一 | AT 4 ds 
dx 0 


25 一 mm 
-| Viea 
了 0 


Tl2aV 1 十 4 十 log (2& 十 Ai 十 47] 


例 2。 求 对 数 螺 线 
rm Ce (C0) 
在 日 一 & 与 8 一 BB 之 前 的 强 长 ,这 儿 C 为 常数 . 


一 -一 一 一 人 
z 一 人 十 CE =CVi+ | edD 


_ Cvit+e (eo 


例 3， 改 有 一 个 半径 是 e 的 加 在 一 条 惠 线 上 滚动 ， 这 轩 上 一 个 固定 点 M 的 坝 迹 称 为 
旋 输 钱 , 求 M 与 误 米 相交 的 两 点 之 则 的 张 长 . 

命 固定 直线 为 * 井 ，M 与 直线 两 邻接 的 交点 
是 o 与 0, 图 旋 是 C， 芝 MCN 一 + 上 可 知 施 覃 
线 有 如 下 的 参数 表示 : 


x 一 人 人 一 Sn 的 ， 


一 中) 


y= a(1 CO— cosr), 


玫 绝 20' 的 长 度 为 


了 于 一 -一 一 -一 -一 2 
= 了 | V2 一 2coszz 一 | in 
9 0 


fa 
= 一 ?| sin— dr = Ba, 
0 2 


普 目 1，。 求 星 形 线 x 二 a cos' zy 一 4 sin!z 的 周 长 , 
镁 砷 2， 冰山 的 渐 伸 线 
一 二 cos 门 ， y= alsins— 1c0s) 
当 1: 一 0 至 + 一 各 时 的 弛 长 , 
署 题 3， 求 旋 脏 线 7 一 acos6 十 a 的 周 长 , 
天 证 4， 一 条 有 重量 的 链子 ,两 端 悬 赵 , 链 的 方程 可 以 写 汶 


于 


许 
a 
y — Le 二 ec) 


求 当 #* = 二 0 于 x* 二 5 之 半 的 弧 长 ， 


中 吉 昌 


$2. 面 积 


我 们 已 壕 个 了 明 过 在 曲 态 
y 一 fx) 
上 与 * 轴 ,x 一 # x 一 5 了 之 间 的 面积 等 于 


有 和 
.ax 一 | ax. 
我 们 现在 航 宪 元 变数 表示 下 的 情况 , 仍 假 定 
= yy 二 由 (人)， 
此 娃 的 四 与 上 有 巡 米 微 商 .如 果 当 :由 变 到 二 时 ,* 是 增 图 数 , 风 在 此 曲 悉 与 * 秋之 周 ， 
及 对 应 于 yti 的 委 举 标 之 朋 的 面积 等 于 
WE 


如 漆 我 税 有 一 条 并 的 曲 生 C， 宅 是 一 个 单 漳 形式 的 曲线 ， 朗 和 任 一 平行 于 * 轴 或 了 地 
的 仁科 至 多 和 它 痰 于 两 点 。 假 定 C 上 的 点 可 以 由 大 变数 走 
示 ,并且 当 * 由 为 变 到 a, 王 情 一 定 方向 走 完 一 图 ， 我 向 息 
定 P 取 这 祥 的 走向 ,使 当 了 接 这 方向 沿 C 运动 时 ,出 C 所 辐 
成 的 面积 的 点 总 在 了 的 左边 ， 我 科 现 在 来 研究 这 个 基线 CC 
所 包 的 面积 ， . 

假定 这 曲线 在 * 一 a, x 一 5 之 间 , 且 这 两 直 各 与 C 有 
公共 点 ， 曲 如 的 上 一 部 分 的 方程 为 y 一 f(x) ,下 一 部 分 为 
y 一 f(r). 

不 妨 假 定 鸿 上 由 而 变 为 f 时 ， 曲 如 由 4 和 治 y 一 六 (到 有 由 * 变 为 磋 时 , 曲线 由 
也 党 了 一 太 4 到 4。 如 此 则 得 所 求 的 面积 


¥ 了 本 于 《下 
人 


{fa 一 1 f(x)dx 一 一 人 (par — 


[i 


~ $9 a= — 人 a 


河 样 可 以 让 明 ,这 面 者 也 等 于 
总 
| 2 
yt 
六 
工人 dy dr 
人 人 下 yd 
全 1。 求 椭 笃 
x 一 上 二 2 y= 2¢ 
1 二 a 1 十 产 
所 包 的 面积 , 


a 


当 上 由 一 e 变 圣 c 时 ,图 托 走 了 一 轩 , 故 省 积 汶 
GA 


= 凶 [ (+ 一 2) 234 十 六) 有 


2J-eTta/ UD 
= ai de 一 abtg li | = gbr, 
-wm 十 站 = 


即 桶 图 面积 等 于 长 华 轴 和 短 千 坦 的 葬 积 的 x 倍 , 特 别 当 a 二 & 时 , 便 得 淹 图 的 面积 ， 
全 2， 求 +z 二 a cos ty 二 上 2B sin:t+ 所 包 的 面积 . 


所 求 的 面积 = 工人 te 和 -， 全) 


2 
| [a cos! #1: 38 sin’: tcost 十 34 cos tsin tb sin’ Jart 
0 


2 3 sin 证 
= 三 人 sin 7 cos fadf 一 16 ci 一 二 ] , 一 于 
和 全 3。 求 曲 缠 
2+ y= 3axy 
的 恩 炎 部 分 的 面积 , 
我 他 已 知 套 变数 表示 法 : 


Sar y= 3 
te 1 十 大 


当 上 由 (4 到 扣 时 , 沿 这 围 线 走 了 一 圈 : 所 以 


af 各- 本 ja 工人 (2)a 
了 Ja Aas ar 2 0 RE“ 


二 人 gaide _ 3a2 » 3 
2 .6 (十 I+ 2 


于 是 而 积 等 于 > 人 
现在 考虑 极 坐标 的 情况 ， 由 


r= rcosb, y= rsing 


豆 . 
dx = drcos0 — rsind dd, dy = dr sind + rcos0 add 
可 知 
工 (xdy 一 ydx) = 二 riap. 
之 立 
因此 面积 个 式 的 极 举 标 表 示 法 是 
工 rz 
2 


如 果 要 求 角 9 二 a 与 9 = 户 之 膨 曲 线 + 二 r(9) 所 图 成 的 展 形 面积 ,就 是 


DD 故 天 


| riC0)a0. 
2 a 


例 4， 求 Achimede 螺 禄 + 二 四 一 环 的 面积 . 


所 求 的 面积 为 
1 并 2 = | ”4 
2 0 6 晶 子 
钮 5 求 旺 续 
recosdt+b, (G2) 
所 图 成 约 面 积 . 
所 求 的 面积 为 


2 
1| {acosd tt SY 
2 .20 


日 


- 时 
L(+ a 2) 十 L 4a: sin 20 + 2av sin 9 | 
了 1、 了 4 | 0 


EE 


| 


(2 +20), 
2 

仙 6。 求 双 租 绑 壮 一 22cos20 所 生成 的 面积 。 

总 面积 是 右边 一 块 的 面积 的 两 人 翌 , 故 所 求 的 面积 为 

2 十 人 2azcos28 a0 一 42 人 ces28 3 一 22 
者 着 . 求 旋 翰 米 的 一 支 : . 
= sin), y=atl— cost), (OEEE Zr) 

与 x 轴 所 因 成 的 面积 。 
§ 3 利用 筑 嘻 面 算 体积 法 


用 亚 代 表 一 个 立体 的 体积 ,我 们 取 一 条 直线 作 为 坐标 埋 : 其 上 到 一点 作为 原点 ， 在 离 
原点 * 处 作 这 庆 的 一 个 看 次 平面 ， 如 果 知 道 所 求 立体 在 这 要 寅 平面 上 所 截 得 的 面积 等 于 
4(z)， 则 可 由 定 积分 来 计算 这 立体 的 体积 。 


再 假定 这 立体 在 * 二 a 与 * 一 上 5 并 点 所 作 的 佛 直 平面 之 间 , 我 们 在 a, 5 间作 若干 断 
面 把 立体 分 为 若干 个 单元 。 考虑 这 样 的 一 个 单元 , 它 界 于 两 断面 + 与 x 十 Ax 之 关 。 以 
Ax 作 高 ,以 * 的 断面 作 底 做 出 的 正 柱 休 的 体 


积 等 于 
Cg) 
于 是 我 们 得 到 所 要 求 的 体积 了 的 近似 表 到 
或 : 
图 了 EA Ar 


当 上 媚 面 无 陨 境 背 ，Ax 的 最 天 值 趋 疝 于 0 村, 取 极 限 ,得 一 定 积分 , 此 郎 体积 ， 因 而 得 出 以 
下 的 车 戎 : 
生生 生生- 个 栓 宕 的 立体 拘束 齐 二 各 太 内 所 有 的 模 新 面 移 面积 ， 取 这 些 横 断面 的 


和 


和 


和 


如 果 我 们 的 立体 用 一 个 施 香 人， 部 灶 队 是 一 条 前 缠 ?一 一 :各 x* 填 施 想 记 得 册 的 
体 , 我 们 的 横断 面 就 是 以 3 为 牛 径 的 而 ,所 以 
ACK) — ry 
而 体积 就 等 于 


例 1， 求 底 伯 径 为 +， 高 为 的 图 镀 体 的 体积 (x 


命 锥 体 的 加 为 < 再, 角 体 的 项 为 原点 ,以 垂 赴 于“ x 
轴 的 平面 去 截 这 个 邮 锥 体 , 得 一 个 图 , 千 径 为 
yo 图 8 


因此 图 锥 体 的 体积 为 


序 高 乘 底面 积 的 1/3. 
例 2. 发 本 国志 + 范 一 1 弹 * 轴 旋 转 , 求 此 所 转 帮 加 休 的 体积 


V 一 | war—a| i tds 


一 28， S| (a: — x dx 一 2m， 2( x 一 二 ] | 一 ra 
部 3 3 


合 3.。 求 挑 物 体 ?as 一 好 十 兄 与 妹 垃 十 训 十 衬 一 32 的 公共 部 分 的 体积 ， 

以 垂直 了 于 * 轴 的 平面 来 截 这 两 个 立体 . 当 用 < 一 a 这 张 平面 去 蕉 时 , 截 下 来 的 面积 相 
等 , 称 为 截 口 . 

当 用 平面 * 一 aa < a) 去 埠 写 们 的 公共 部 分 时 ,得 中 径 为 V2aa 的 图， 但 当 m 之 a 
时 ,就 得 到 生 径 为 V32: 一 w 的 加 ， 因 此 体积 等 于 

a esa se — 
2ru 人 zds 十 -| {38 — godz = 于 (6 3 一 5)， 

钢 4。 以 通过 图 柱 体 底 的 一 径 的 平面 去 截 这 图 柱 体 ， 由 它 黄 下 来 的 几何 形体 ， 称 为 
图 柱 马 形体 ， 试 求 以 与 底面 成 角 a 的 芷 面 去 截 底 的 半径 为 a 的 图 柱 体 时 ， 所 得 的 图 柱 
号 形体 的 体积 . 

取 截 面 通过 的 直径 所 在 的 直线 为 > 韩 和 底面 的 略 旋 为 原点 ， 以 疏 下 于 x 轴 的 平面 去 
截 时 ,得 一 个 三 角形 ,其 面积 为 


因此 妃 形 体积 等 于 


图 10 
车 以 龙 雷 于 3 轴 的 季 面 法 裁 时 ,得 到 的 是 矩形 ,其 面积 等 于 
24y tA 二 2tgaryya ye 
所 以 辕 柱 弓形 体 的 体积 等 于 


一 -  - 
ze1 y Vd 
虽 


关 题 1。 截 求 对 应 于 x 二 0 及 二 上 的 一 段 县 链 粳 
er 


纱 * 轴 旋转 所 得 的 体积 , 


羽 鼻 2。 求 旋 输 纺 的 一 支 ; 
x*=alf— sint), y=all— cost), (0 2r) 
入 x 陨 旋 转 所 得 的 体积 . 
匀 题 3， 求 星 形 线 x + y 寺 一 中 纺 * 轴 旋转 所 得 的 体积 ， 
习题 4。 求 球 十 于 十 肝 二 并 与 国 钠 风 二 六 十 (x 实 站 的 公共 部 分 的 体积 


$ 4. 旋转 而 的 侧面 积 


假定 在 +, y 平 区 上 有 由 知 数 方程 
. x Pl, y= PO 
夺 定 义 的 曲 黎 , 当 : 由 & 变 到 上 BB 时 ,曲名 由 4 到 B， 我 们 更 在 要 求 出 这 一 曲线 匀 * 四 旋转 
所 得 出 的 旋转 体 的 侧面 积 , 


图 11 . 图 12 


先 作 折 粮 
A= Mo, Ms Ms os Mis My Ms M, = B. 
革 谱 的 点 是 
Fy Fs ss gl fn = BB. 
我 们 先 算出 这 折线 旋 于 所 得 出 的 便 面 积 .由 线 色 Mu 入 *x 埋 么 旋转 所 得 出 的 截 猴 
的 两 底 的 侍 径 各 为 
Yel 一 pr) 了 一 br,), 
针 高 等 于 
V Ge 一 和 二 (we — yo), 
这 堆 链 的 侧面 积 等 于 
zr[ Be) ot PTY eo 一 和 二 (一 
= a[$l) Fb) 一 和 DVD) 十 可 Cr) 
(用 Lagrange 公式 ) ,此 处 mo 是 (tis 5 岂 的 数值 ， 我 从 现 在 要 考虑 的 是 


x Dy Ghar) + PV pr) + PT — te) 
的 报 限 。 与 处 理 弧 疾 的 原则 一 样 , 我 们 不 妨 在 第 一 、 第 三 因子 中 把 4 三 , 世 都 换 为 坟 


» 二星 


《这 样 的 变化 避 相 差 一 个 和 无穷小 ) ,改变 后 得 
2r BD PY PH) HF 2) Ct — so), 
一 工 - 
在 趋 限 时 ,就 和 到 痊 面 积 的 公式 


p= 2 OV PD tH a 
也 就 是 


tA) 
二 2 3 
Ay 


例 1。 求 球 商 ( 朗 件 径 为 7 的 副 ， 简 让 径 旋 笨 而 成 的 立体 的 表面 ) 的 面积 , 取 这 个 加 
为 
2 十 y _ 2 
而 旋转 为 * 轴 , 则 球 而 的 面积 为 


zx ， V+ (Ee) de =24| WA 一 科 一 可- 7 3 


镶 2， 求 星 形 黎 z 一 a cosz,y 一 a sin't 税 + 轴 施 转 的 立体 的 表 曾 各 了 
只 要 将 星 形 线 在 第 一 依 限 的 绝 所 划 出 的 曲面 移 面 积 加 一 倍 邹 可 , 故 


到 3 2 了 
P —2.2x| (和 所) 十 ( 委 | a Sin £'30 sin tcosr ds 
0 de Art n 


bi 


3 
一 lx 品 nt tcost dt = 1l2xa 
D 


dr = dir 


更 
2 Sin2 上 芋 四 12 2 


s lo 5 
全 3 求 心 肚 简 + 一 zl 十 cos 四 夭 极 轴 旋 芒 所 产生 的 曲面 的 面积 局 : 


dr 
P= 2 yds = ax) ra 7 十 ( 茹 ) 四 
28 
一 an) a cos3 站 in 有 rs cos 卫 3 
0 2 2 之 


= 2 
一 2 区 se cost 4, sin 立 dd = EE na, 
0 之 2 5 


从 题 1。 求 对 应 于 一 0 及 + 一 2 的 一 段 最 鱼 楼 
y= (e+e) 


的 弧 粮 * 轴 旋 转 所 得 的 曲面 的 起 面积 , 
习题 2， 求 双 和 组 线 关 一 2cicos208 米 极 帆 旋 力 记 得 的 曲面 的 表面 积 ， 
着 题 3。 求 迎 转 粮 图 体 的 表面 积 , 即 椭 加 


x y2 
a be 


镜 * 轴 旋 转 所 得 的 虹 面 的 表面 积 . 
li07091 


# 2 4 


习题 4。 求 旋 辆 线 一 过 
t= ar sint}), y= #4{(l ~ cof), 02 
绑 * 轴 族 坊 所 得 的 曲面 的 直面 积 . 


§ 5. 柱 面 的 何 面 积 
在 *, ?平面 .上 有 一 曲线 
*= PD y= y(n. 
过 这 曲线 上 的 点 作 平 行 于 = 四 的 直线 ,这些 雇 线 成 一 柱 面 . 
青 加 一 个 方程 # 一 x(n 中 (x 之 0), 我 们 要 求 在 x 一 0 于 面 和 sw 一 Yo 之 内 的 柱 看 的 
面积 ， 我 们 把 4,8 前 的 曲线 分 成 为 
可 一 ME Mo Muy, Mo Mr = B, 
它们 对 应 于 
= fo fs rs by hey rs hols ty = BB. 


作 棋 形 , 这 个 梯形 以 程 过 M,_1, M, 的 一 直线 为 边 , 它 的 面积 等 于 
2 TO 一 9 二 [yc 一 和 二 


My) 


图 13 图 14 


用 与 上 节 相 同 的 方法 :我 个 的 丽 题 可 以 化 为 求 和 数 


DY xr) W PP) 十 WE) (一 下 站 


v=] 


的 并 是 ,所 总 的 极限 是 
(or) VE FP, 
例 1。， 求 +;y 在 而 上 此 米 
yy 


上 对 应 于 x 一 0 用 xx 一 4 的 一 段 狂 上 建立 的 桂 面 与 平面 
* 2 


相 堆 后 所 得 的 桂 面 的 面积 忆 《 图 14): 


到 2 旦 Ep 
p= [it (2) a Eh ft CE) a 
和 re 0 a 
| + EE < i 
一 | va 十 4Bxt dx = 本 [fa 十 446 一 到] . 


例 2。 如 果 将 上 例 中 曲 米 段 换 为 在 第 一 象限 中 的 贺 周 , 即 y 一 V2 一 x2,(0<x<a)， 
则 由 于 当 * 一 “时 92 oo, 所 以 上 面 的 公式 不 能 无 条 件 的 使 用 ， 条 用 参数 表示 世 


。 无 
xT acost, yasinf (o<:< 三 )， 


VE 
饮 3， 求 曰 烤 
tt» y= Reintcost 
在 第 一 象限 珍 的 一 辟 上 ,与 高 
z= Reost 


所 构成 的 柱 面 的 面积 P: 


== | Reosiy (2Rsinfeosr)? 十 (一 不 sin: 上 十 Reos 的 1 


Ri， cosr at 一 Rt 
[ 邮 绑 与 二 义 cosz 所 构成 的 空间 上 曲 钱 ,正好 是 柱 面 光 十 关 一 Rx 与 球 玉 十 壮 十 名 
一 R? 的 截 口 , 称 为 维 维 亚 尼 曲 钱 )， 
如 是 1.。 求 将 例 1 中 的 曲张 夏 换 为 三 圆 在 第 一 象限 中 的 一 攻 
一 一 i = 近世 
*—= acost, y= bsint (o< :< 三 | 
时 的 桂 面 积 . 
习题 2. 求 年 从 为 +, 翰 相 交 成 交角 的 两 加 福 体 的 仅 共 部 分 的 表面 积 


$6. 求 重 必 , 
络 定 # 个 质点 
Ma Js 2 ， 2 3 2 ， ”3 Mal was Yay zn)s 
它们 的 厦 量 各 等 于 


iy Tay ”3 Fh, 


二 [3 午 


氏 示 总 大 量 , 则 


1 ~ -1 bp3 -1 
— 和 一 -一 如 党 一 一 
MM PP 上 ” 7 M vw 二 1 0? M +r 二 1 


称 为 这 盾 点 系 的 重心 ， 

不 难 验 枉 ,把 这 一 柔 任 意 地 分 为 若干 组 ,每 一 组 有 一 重心 。 把 这 一 组 的 盾 量 完全 华中 
在 这 些 重 心 上 , 作 出 一 个 新 质点 组 ,这 新 质点 组 的 重 性 就 是 原 持 点 组 的 重 户 . 

我 们 不 大 蓝 质点 系 :我们 计 芥 充 注 平面 上 基 一 个 区 域 或 其 一 条 和 线 席 的 物质 .为 简单 超 
见 ,我 们 只 考虑 均匀 分 布 的 物质 的 情况 , 取 密 度 为 1, 这样 ,一 条 线段 总 的 大 量 就 可 以 用 这 
线段 的 长 度 来 寂 它 ,一块 平 面 区 域 的 盾 量 可 以 用 面积 来 表示 ,出 可 以 用 体积 来 表示 质量 . 

先 求 一 条 曲线 是 48 的 重心 ， 假 定 它 的 长 是 *, 把 弧 4B 分 为 # 分 , Am 一 As, 剧 


区 一 


FC—= i ExAs, Fi ByAs 
EC 了 
求 极限 可 知 
fs ;= 10 
Es < 本 dry 一 加 Ls 
而 
LH) ‘By / 
:| 4 | Var tt ad 
(A) LA) 
也 此 推出 


TY XA bb 


图 15 图 16 
定理 1 (Guldin pappus)。 ”由 平 启 上 一 段 已 知 弧 , 入 这 平面 上 一 条 不 罕 过 这 弧 的 下 
纶 作 南 ， 角 转 而 成 的 立体 的 侧面 积 等 于 这 段 绝 的 长 度 与 这 段 弧 的 重心 旋 礼 时 释 过 的 路 程 


的 长 度 之 积 . 
证 。 取 旋 转 灿 为 x 轴 ， 巾 弛 48 施 转 所 成 立体 的 便 硬 积 等 于 


例 1。 斌 求 御 佐 为 + 的 加 弧 48B 的 重心 位 车. 


a 14. 


因为 这 弧 对 称 于 通过 萎 的 中 点 允 的 件 径 QM, 所 以 重 尼 在 这 半径 上 ， 为 了 要 确定 重 
必 ,和 公 须 求 出 它 与 冬 心 。 的 距离 nw。 取 轴 如 图 所 示 , 并 以 :家 48 呈 的 长 度 , 4 表示 弦 4B 


的 长 ,我 们 所 研究 的 纹 简 x 珊 旋 塌 , 得 出 球 带 ,七 的 面积 了 等 于 2rrd。 依 Guldin 定理 , 这 


表面 积 又 等 于 2xw, 所 以 局 一 rd, 即 了 一 ‘4 
人 


取 AB 为 牛 贺 , 序 了 一 2r,* 一 xry 肌 得 
2 


7 二 一 + 
于 


亨 2， 求 旋 输 续 的 一 支 ， 


x qt sihf), y= a cos 0REE2n 


的 重心 
由 于 对 称 加 ,所 以 重心 ($, 7) 的 横 坐 标 二 立 列 可 以 求 册 
& 一 2zz 一 
2 


已 知 旋 轮 线 一 支 的 周 长 为 gz, 又 知 这 一 支 德 * 轴 旋 转 的 表面 积 为 全 ra (网 $1 例 3 
及 $4 习题 4), 故 由 Guldin 定理 可 知 


ne 一 2z7 8a, 


因此 ?7 一 二 G。 
青 考 虑 一 其 平 仙 区 虞 4( 巧 的 面积 也 和 之 为 44)。 为 简单 超 见 ,假定 这 个 区 域 是 在 本 
条 此 线 之 间 ,这 陌 条 曲 纯 各 为 
F 一 h(x), yy fw), 
了 训 * 到 x 十 会 x 的 一 小 块 ， 对 这 一 典 重 心 (wo yo) 的 近 俱 式 是 


yo 一 六 Cr) + ftx) ， 
2 


Xn ~ 灶 ， 


而 Am ~ (flr) CO— fC) ) AY, 


y = H(z) 


#— Liim Pearm 一 | x Ch(e) — Ce) dz 
A 


了 =- 二 im 3yoAm 一 二 im I fs) Cy, (x) 一 ho)Ax 


= 0 — he Dar. 


息 此 推出 

定理 2 (Guldin Pappus)， ”出 一 块 平 面 图 形 , 敌 这 平面 上 一 条 不 穿 过 这 图 形 的 直线 
为 轴 ,旋转 而 成 的 立体 的 体积 ,等 于 这 块 图 形 的 面积 与 它 的 重心 在 旋转 时 所 称 过 路 程 的 长 
度 的 乘积 ， 

证 。 虑 旋转 轴 为 x* 轴 ,旋转 体 的 体积 了 等 寺 由 曲线 ? 一 jx) 出 各 yy = 二 f(x) 族 
转 而 成 的 两 个 旋转 体 的 体积 的 差 ,所 以 

玉 一 郊 [ BxYadr 一 | 站 (er 一 2ny4. 

现在 上 骨 讨 论 旋 转 体 的 重心 ， 施 转 体 的 重心 一 定 在 轴 上 , 因 之 , 仅 钴 确定 其 在 施 圭 提 上 
的 地 位 朗 是 . 

在 x 与 4 十 Ax 有 间 的 - 截 旋 恩 体 的 体积 ~ xAxtftx) ,其 重 旋 ~ *。 所 以 旋转 体 的 
重心 


二 mx2zGfCD)zar 一 <| 4(fCA) Yds, 
此 处 了 是 旋转 体 的 体积 ， 
饲 。 求 拍 物 钱 


ax 0 


钱 x 韩 旋转 出 来 的 福 体 的 量 心 ， 
现在 有 
—x fg) 一 «| tar dx = 2x03, 
义 了 [9 
VxX= x [zyax 一 nz 和 az dr 一 = rat, 
因此 得 
i 
死 好 加 2 
x 二 一 一 
2xa’ 了 


$7. 转动 导 量 (或 平方 牌 ) 
一 项 量 为 轿 的 盾 点 对 一 轴 的 转动 惯量 定义 为 


1 = mmr, 
这 ?是 这 一 质点 与 轴 的 距离 ， 


" 16 * 


一 挫 质 量 为 zat，-… ,ms 的 质点 P，'… ,了 。 的 转动 蛋 最 就 是 
一 >, myr » 
v= 
这 上 几 r, 是 质点 P, 到 轴 的 距离 。 
取 帖 为 * 贡 , 这 转动 价 量 以 六 表 它 , 因 为 由 点 (x,y,#) 到 + 轴 的 距 痪 等 于 VYy 十 好 ， 
所 以 
T= FD) my + ). 


t= 


辐 法 对 7 了 贡 ,z 轩 的 转动 价 量 各 为 


b= BD) ms + i), 


+ 二 1 


LD ml + RY), 


必须 注意 ,一 质点 对 一 固定 轴 的 转动 蛋 景 与 这 一 点 的 位 兽 无 关 , 简 羽 依 束 于 这 一 点 对 
这 埋 的 焉 离 . 

例如 , 《5, 0;0), 《0,5,2) 与 (3， 一 4,6) 点 虽 不 同 ,但 它 币 对 : 刘 的 转动 惯量 都 是 
相等 的 。 实质 .上 。 所 有 的 适合 于 空 十 帮 一 末 的 点 都 有 相等 的 转动 惯量 . 这 些 点 都 是 在 
同一 以 邦 迷 轴 为 中 心 井 的 图 柱 面 上 的 . 

命 M 一 > nn 是 总 大 量 。 出 总 = 六 定 这 及 , 称 为 镭 性 年 径 , 也 就 是 如 果 把 总 履 量 
MM 集中 在 距 畦 琉 的 点 ,所 得 的 转动 情景 与 原 属 点 系 的 转动 民 量 相等 . 

我 们 现在 也 是 仅仅 考虑 均 多 物质 的 转动 展 基 ， 

一 个 平面 积 对 ? 轴 的 转动 情景 。 取 一 小 条 ,其 看 为 ae, 曲线 则 下 y 一 f(x) 到 fx 十 
人 AA?) , 这 一 小 条 的 盾 量 ~ ydx, 其 情 性 咎 和 ~ x， 所 以 


& 
I, = | Xe ydx, 


图 !9 图 20 


全 1， 求 长 方形 对 其 一 边 的 转动 惯量 ,在 上 式 中 yy 一 5, 所 以 


加 3 
| pridr— eol atab), 
0 3 3 


s 17 二 


有 时 候 我 们 村 处 还 这 样 的 半 题 : 求 一 个 符 面 积 对 一 条 稚 审 于 这 平面 的 轴 的 理 动 惯量 ， 
我 们 假定 原 图 形 在 *, 》 平面 上 , 坦 就 是 z 轴 . 在 (x; 9 平面 上 的 一 点 (xy 9 与 4 轴 的 
距离 就 是 Vx 十 多, 郎 与 原点 的 距 敲 。 这 种 情况 ,我 们 也 称 为 对 原点 的 转动 惯量 : 


Ld 


=D oY oai( 好 十 9 一 到 十 五 ， 
ie1 


葛 者 试 自 己 处 至 一 个 旋转 体 对 其 旋转 轴 的 转动 惯量 ， 
§8. 广 体 压 力 


以 前 鲁 权 涉 及 过 一 个 力 或 几 个 力作 用 在 一 个 质点 上 的 情况 ， 我们 释 常 寺 到 这 样 的 且 
题 : 并 不 是 一 力 必用 在 一 个 点 上 ， 而 是 分 布 在 一 块 面积 或 一 块 体积 上 ,例如 : 载 沙 土 的 车 
子 , 对 车 涝 边 的 压力 ; 如 两 个 带电 的 盘子 的 吸引 ,如 两 个 球体 或 其 他 形状 的 物体 瑟 相 吸引 
的 网 题 ,如 时 我 们 把 掀 体 看 成 为 质点 的 总 合 ,我 们 的 关 是 岂可 以 把 物体 受 力 的 情况 看 成 为 
姥 质 点 和 各 受 力 的 总 和 . 

最 简单 的 例子 就 是 流体 的 压力 ,一 个 平面 稚 直 地 揪 进 均 与 的 访 休 中 去 ,为 了 确切 起 
见 , 我 们 把 * 轴 放 在 访 体 面 ,而 把 »》 轴 的 正 癌 向 下 , 插 进 流体 之 中 ， 

把 面积 分 为 矩形 ,其 长 为 x;, 其 宽 为 Ay。 在 水 下 的 深度 等 于 y;。 如 这 一 片 并 不 是 垂 
直 的 ,出 是 水 平方 向 的 , 那 末 在 这 一 片上 面 的 流体 的 压力 就 等 于 在 这 一 片上 所 承担 的 流体 
柱 的 重量 , 郎 wyaxzay， 此 钼 如 玫 单位 体积 流体 的 重量 由 流 体 的 性 项 ,在 这 一 片上 的 深 
压力 也 ~ wyjxjA&y， 所 以 


百 一 lim wooyxy 和 ay = wi yx dy. 
bine 站 


个 


nt 


———J my 


中 
图 21 图 22 
定理 站 ， 泪 直播 进 芒 体 的 平面 积 的 雾 压力 等 于 单位 体积 流体 的 重量 索 以 播 进去 的 面 
积 再 乘 以 重心 的 深度 . 
向 . 把 一 块 三 角 板 播 进 水 内 , 这 三 角 板 的 三 顶点 各 为 〔0,1),《03)，(2,1)， 科 边 沪 
程 是 
r++y 二 3, 


et 


所 以 ， 1 
| ydy = wl yb3— DD ow | 一 -一 io。 
1 i 之 3 1 


核对 : 三 角形 的 面积 是 二 22 一 2， 重心 的 深度 是 1 十 二 = 三， 由 秆 理 1 可 和 扼 


盾 办 中心， 以 上 的 情况 看 成 为 一 批 平 行为 压 在 一 个 疏 讶 而 上 , 郎 太 小 如 
全 下 = 本 3 人 


的 垂直 力 压 在 所 对 庶 的 小 片上 , 这 一 小 片 的 重心 之 坐标 近似 于 (E， 世 ) ,这些 力 可 以 算出 
重心 ， 宅 的 坐标 就 是 


这 个 kz 站 ) 也 称 为 压力 中 心 . 
倒 、 止 例 中 的 压力 中 心 的 华 标 是 


命 一 个 恒 量 的 力 连 米 地 加 在 一 个 物体 上 ,使 它 沿 此 力 的 方向 移动 一 个 距离 d, 斯 力 的 
大 小 F 和 距离 2 的 生 积 称 为 使 这 物体 移动 中 离 4 的 功 . 

例如 , 20 公斤 的 为 把 一 抉 石头 推进 了 10 公民 , 剧 所 做 的 功 是 

vw 二 (20 仅 厅 X10 及 尺 )] 一 200( 有 公斤 -公民 )， 

我 们 现在 把 这 一 概念 推广 到 次 化 的 力 .上 去 ， 

他 1 一 个 图 柱 形 的 水 桶 ， 其 底 的 生 径 是 5 公 尺 ， 其 高 是 
20 公 尺 ， 圭 满 了 水 ， 求 把 所 有 的 水 抽出 水 桶 乓 做 的 芒 ， 

水 桶 的 铬 剖面 如 图 23。 更 在 考 处 人 询 桶 底 》 公 尺 的 情况 ， 这 
是 一 个 贺 片 ,体积 等 于 ww' 史 .dy 《立方 侄 尺 ) ,水 的 重量 是 每 窒 注 
惨 尺 的 水 重 一 公吨 , 唐 以 , 这 图片 的 水 前 办 于 25mdy ( 公 砷 ), 这 
需要 升 高 (20 一 y) 公 尺 ， 图 23 


把 这 国 片 的 水 升 和 到 桶 口 所 做 的 功 等 于 
25Srf20 — ydy, 
所 以 总 切 等 于 


IV 一 25x| G20 — yjay 一 25x| 一 人 一 5000mf 肥 尽 , 陋 ) 


向 2， 求 将 弹 先 仲 乓 5 所作 的 功 P， 朗 胀 力 pp 二 Crz, 此 处 上 是 常数 , 则 
CON 


- 
3 


闻 至 
| pas = Cids — 
和 0 . 


鲍 3， 辟 落 峙 的 面积 为 0, 章 位 面积 上 承受 的 气体 膨胀 的 压力 是 p， 冰 气体 膨胀 时 ， 
将 活塞 由 距 气 包 底 5, 处 推 至 距 汽 负 底 5; 所 作 的 功 P: 


5 
P= 9| pda。 
5 
由 于 Boyle-Mariatte 定律 
pr CC, 


而 vz 一 2e， 作 变换 * 一 已 , 则 得 


P -| So = Clog = Clog 把 一 pvlog 如， 
Pp: 


"1 2 Pa 
此 妨 二 51) mr 二 05 与 加 分 别 起 示 过 程 开 始 与 过 程 称 了 时 的 庄 才 , 
假定 在 膨胀 时 ,气体 与 周围 次 有 热流 通 , 这 称 为 息 热 过 程 。 这 时 了 与 0 之 间 有 次 之 头 
际 : 
pC, 
泛 外 六 盖 工 与 C 都 是 常数 因 性 


i C1 1 
p=| Ce 2 下 


所 


s 320 a 


第 十 二 章 “多 个 变 元 的 函数 


$1. 变 数 


一 直到 现在 所 言 葵 的 变数 有 两 种 :一 种 是 到 自然 数值 的 (或 者 是 取 整 数值 的 ) ,这 种 变 
数 称 为 离散 性 的 ， 例 如 , 贯 {4s) 就 是 离散 变数 的 丽 数 ， 另 一 种 是 取 洋 数值 的 或 连 绩 地 
取 一 部 分 实数 的 ,这 种 变数 称 为 过 稿 性 的 ， 一 般 于 面 上 的 图 形 y 二 f(x) 就 是 代表 连 往 变 
数 + 的 本 数 ， 我 们 已 往 所 言 散 的 都 是 公有 一 个 变 元 的 情况 ， 但 是 罕 观 事物 的 变化 不 一 定 
只 有 一 个 丁 素 ， 往 往 是 在 突出 地 考 处 一 个 因素 的 作用 和 影响 时 , 才 会 出 现 单 变数 的 情况 . 
一 般 讲求 ， 我 们 经 常 遇 到 的 大 多 种 因 束 的 情况 ， 表 现成 为 数学 图 题 也 就 是 多 个 变数 的 尔 
数 ， 有 时 还 可 能 出 现 无 崔 个 变数 的 情况 ， 我 们 夫 在 埋 不 寻 葡 泡 崔 个 变数 的 情况 ， 假 定 变 
数 的 个 数 是 一 个 定数 x, = 可 能 是 1, 2, 3, 也 可 以 是 大 于 3 的 自然 数 . 当 = 一 1, 2，3 时 ， 
可 以 用 粮 , 面 , 体 上 的 点 来 股 明 . 当然 , 当 za > 3 时 ,不 可 能 有 几何 罕 间 的 时 确 意 义 ,但 是 
我 们 仍 将 保留 几何 名 称 , 

为 了 氢 述 方便 ,我 们 用 一 般 的 >, 有 时 仅 叙 述 # 一 2 或 4 一 3 的 情况 . 

在 让 一 般 的 # 时 , 读者 最 好 举 则 #4 二 2 或 # 一 3 的 情况 来 各 看 一 下 ， 又 在 讲 a 二 2 
或 # 一 3 时 ,著者 最 好 思考 一 下 推 到 一 般 。 有 什么 困难 .这 症 一 个 帮助 自己 复习 的 方法 ， 

变 元 勾 然 有 两 类 ,我 们 自然 锯 就 有 以 下 儿 种 不 同 傅 况 ; 

1°. 有 多 个 离散 变 元 的 情况 ， 如 重 贯 


Bim dm 1 2 


及 重 报 数 


这 2 im 


0 r= 


Li] 喧 
t= w= 


就 是 有 两 个 痪 散 变 元 的 情况 ， 
2° 多 个 连 业 变数 的 情况 ， 如 两 个 变数 x,y 的 男 获 
Fx) 
在 x,y 平 画 上 的 一 个 范围 内 变化 ,又 如 
二 XY 
在 整个 三 雁 灾 有 (x, y, x) 上 定义 , 面 
ep 
仅 在 单位 球 办 或 表面 上 定义 ,部 
十 六 十 达 守 1 
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又 师 
一 at si 一 十 IJogy 十 es 
仅 甘 jz| 很 a,y 这 0, 一 % 二 z 之 0% 的 范围 内 定义 . 
3" 混合 的 情况 。 也 就 是 有 一 部 分 变数 是 痪 散 的 ,而 另 一 部 分 是 连 纺 的 。 例如 ， 在 
[a;5] 中 定义 的 画 数 贯 
Gar), #1,2, 3 
就 属于 这 种 情形 . 
这 几 章 的 目的 就 是 在 于 研究 多 变 元 的 情况 ， 我 们 先 从 2? 型 的 多 变 元 情况 说 起 . 


3$2.2 奏 室 阅 


2 从 实 辐 与 普 洒 的 二 稚 , 三 维 空 有 昌 相 似 , 我 们 取 # 个 互相 重 站 的 轴 ; ， 姑 yx 

谷 并 的 点 用 # 个 实数 ( 消 时 也 用 # 个 复数 ) 
(xls Xs 

求 志 窟 ， 

如 果 这 个 数 xz，-… ,x 是 一 个 过 变数 二 的 画 数 ,名 

和 一 PI yt Pr) tb 

这 样 所 定义 出 来 的 坦 迹 称 为 4 条 空间 的 曲线 , 

命 


好 《ay "ys ds) 
及 
B=th ,be) 


代表 两 点 , 央 
taf 和 1 
代 才 一 个 千代 , 即 由 4 到 也 的 线 展 ;及 当 一 名 挟 上 七 的 时, 则 代表 过 4 , 吾 二 点 的 直线 . 
两 点 
P(t" Xn), 
0 = (ys pn) 
的 焉 元 定 艾 为 


PO 一 VY Cri 一 十 "x 
对 在意 三 点 了 , OQ, 上 民 , 我 们 有 不 等 式 - 
PO+ OR PR, 
由 就 是 “三 角形 的 两 边 之 和 大 于 第 三 边 " 的 性 盾 。 朋 确 些 ,我 们 有 : 
定理 1. 
Vr mt a Cn ys — 4) 


二 宫 实 和 


上 式 仅 当 三 点 Pe (A, 3 xX) » 台 一 (Cn; "a yn), R= (am, 7 zo) 在 一 直 埠 上 时 


取 等 号 . 
证 ， 命 
Ty yy 一 In Ob 
则 定理 1 转变 为 
/B+ /34> Dota) 
平方 此 式 ， 得 
六 本 十 有 + dD BD (at + 20b, + ), 
¥= 1 P= Lu 一 1 v1 
于 是 内 村 证 明 
和 持 天 3 
> a 之 太守 > mb) 
更 在 考虑 
> 2 蕊 一 D3 ao 
— DD) abt a — abyanbs) = BD ab abe)’, 
人 世上 
这 当然 是 闫 0 的 ， 关 而 得 出 定理 1 的 不 等 式 , 
如 攻取 等 号 , 剧 得 
ty 一 Rab 
部 
bh 
开朗 
有 一 一 
1 五 十。 


命 之 为 1, 黄 得 me 一 z&，， 所 以 
Xu 一 ay 十 yr 一 iB 十 yo 三 十 号 


从 而 
x 十 二 十 Buy 
即 三 点 都 在 韦 较 
CA 十 妇 ， 二 一 
之 上 ， 
$3 邻 域 
我 们 今后 将 常用 以 下 的 一 些 区 域 ， 
1) 了 捕 区 域 


太太 


日 中 和 二 


十 一 个 长 万 体 ,我 们 把 它 记 之 为 
[a, Bs; gs Pay +; dns 5,], 
赂 去 所 有 的 等 号 , 郎 得 开 区 域 


a 
我 们 纺 


《si bs qa Br; as ba) 
表 它 .长方体 的 边 长 各 为 所 一 ;一 a4; 体积 等 于 一 0) (5 一 a,)， 这 个 
方 体 的 中 心 是 


7 » 


2 之 2 
定义 1 以 一 点 有 4 二 (a; … ,an) 为 中 心 的 任 一 开 长 方 体 ; 
EE 
称 为 这 点 4 的 邻 域 . 
2) 适合 于 
20， 一 2， 
杂 十 二 下 
的 点 所 成 的 集 台 称 为 表单 纯 体 ， 当 # 一 1 时 ,这 荐 一 线段; 当 # 二 2 时 ,这 是 一 个 三 角形 ; 
# 三 3 时 ,这 是 一 个 下 面体 , 
法 掉 所 有 的 等 号 ,我 们 得 出 开 单 生体 。 
3) 适合 于 


2S) (1) 


的 点 《za， ， #4) 所 成 的 集合 称 为 以 点 (Cal; "……, 6a) 为 中 心 、 以 7 为 千 径 的 半球 (或 开 
球 ). 

我 从 有 时 也 把 以 Cai， ' ,aw) 为 中 心 的 并 球 作为 点 (qi,，-… aw) 的 邻 城 . 为 了 区 别 
起 网, 我 们 称 这 样 的 嘲 域 为 球形 邻 域 . 

定理 1， 一 点 4 的 邻 域 中 一 定 包 有 一 个 4 的 球形 分 域 ; 反之 ,在 一 个 4 的 球形 邻 域 
内 ,也 一 定 包 有 一 个 4 的 邻 域 . 

证 .。 给 了 一 个 长 方 体 分 域 


foal| 6 pl,2, ++, 4, 


其 中 显然 包 有 球形 邻 域 
了 (Cx qv) < min 《于 ， “a 6 ), 
三 | 
反之 ,在 妹 形 邻 域 


>) (xy 一 gv) 扫把 


wl . 


和 2 和 


中 ,也 显然 包 有 长 方 体 邻 域 


定义 2.。 命 凡 表 一 个 点 集 ， 如 时 一 点 卫 【《 不 一 定 属于 凡 ) 的 任 一 邻 域 都 包 有 对 中 的 
点 : 则 己 称 为 集 好 的 聚 点 . 

定义 3。 包 有 所 有 的 紧 点 的 集合 邓 称 为 于 侍 。 

例如 ,于 长 太 体 、 开 球 、, 于 单纯 体 都 是 于 集 , 


§4. 域 


定义 1。 命 必 表 一 点 柴 ，。 并 为 时 的 某 一 个 点 ,如 果 点 4 有 一 个 充分 小 的 邻 越 疗 在 对 
中 : 剧 4 点 称 为 对 的 内 点 . 

忆 有 内 点 的 梨 称 为 开 域 . 

由 上 遂 的 定理 再 知 :内 点 的 定义 其 不 因 东 形 邻 域 还 是 长 方 体 邻 域 而 变 ， 开 域 的 定义 
也 如 只， 

例如 ,; 开 长 汶 体 , 开 单 纯 体 , 开 球 都 是 开 域 . 

定义 2 开 域 站 的 始点 ,不 在 中 的 称 为 边界 点 ,边界 点 的 双 体 称 为 必 的 边 四 

开 域 加 上 边界 称 为 好 域 . 

例如 , 开 长 方 体 

a 

的 边界 是 由 2# 个 " 面 " 所 租 成 的 {i 一 oo 姑 一 而 )， 而 于 长 方 体 是 于 域 ， 

求 忆 ¥ 的 边界 是 下 十 …*: 十 台 一 +:， 骨 球 是 阴 域 . 

定理 1 闭 域 着 闭 和 集 ,也 就 是 并 域 包 有 一 切 代 点 . 

赶 . 命 4 为 阴 域 了 D 的 一 个 谷 点 ， 则 4 的 任 一 -部 域 一 定 包 有 D 的 点 ， 如 果 任 一 邻 域 
都 包 有 有 了 的 内 点 ,好 4 一 定 是 互 的 内 点 或 边界 点 ， 如 果 他 的 邻 王 

| 如 一 如 | 过硬， 人 一 1 2 地 (1) 

仅 包 有 姜 的 边界 点 。 命 B 二 《4) 为 这 样 的 一 点 ， 在 (1) 内 ,我 们 可 以 做 8 的 
邻 域 , 由 于 BB 是 边界 点 ,所 以 其 中 -一 定 包 有 DD 的 内 点 , 出 就 是 (1) 中 有 的 内 点 , 因而 4 
是 号 的 边界 点 ， 定 理 证 毕 . 
定义 3.。 如 果 一 个 点 集 MM 的 所 有 点 都 可 以 包 在 一 个 长 六 体内 ,就 称 这 个 点 集 为 有 界 

定义 4 站 果 域 中 和 任 二 点 莉 可 以 用 完全 在 这 域内 的 折 米 联 起 来 ， 就 称 这 域 为 联通 
域 . 

如 图 24 和 图 25 是 平 画 上 的 联通 域 ,又 如 球面 (图 26) 与 球面 (图 27) 也 是 联通 的 , 但 
29 是 不 联通 的 ， 


带 北 的 茶 蛮 玫 巡 环 
图 28 图 29 


$5 极 陨 与 回炉 


乒 和 5 . 
在 一 点 4 一 《qi， as) 的 一 个 令 域 办 定 浆 (或 者 更 一 般 些 , 在 一 个 以 4 为 肾 点 的 点 集 
让 上 定义 ) ,但 在 4 点 可 能 并 没有 定义 . 
定义 ， 如 果 存 在 有 限 数 工 ， 狂 了 任意 8 之 0, 我 们 可 以 找 出 8>>0， 使 当 
fx Oo a p11 【Tt 
寺 有 ， 
[xi 一 了 | < 8, 
则 称 为 当 虚 x 二 《x19 x4) 赵 于 点 了 一 (al year) 时 包 &， xn) 区 于 极限 (有 
时 在 条 件 (1) 短 我 们 更 加 上 * 属于 放 这 一 条 件 )， 读 为 
lim fa, -一 了 
有 时 为 了 简单 起 见 ,我 们 也 写作 
lmi(x) 一 工 。 
不 难 证 明 , 如 果 把 邻 域 (1) 换 为 球形 邻 感 , 箱 时 也 是 一 样 的 ， 
仿 此 赫 以 建立 范 数 的 无 穷 极 眼 的 和 概念， 在 工 一 o， 十 oo 和 一 oo 的 情况 ,不 等 式 
[fm xa) 一 三 | <is 
各 换 为 不 等 式 
本 {fix 
Ee 
Kr a) EE, 


=- 2 


才 钼 瑟 是 预 答 的 任意 正 数 ， 
也 可 以 定义 阅 一 十 的 ,tr 一 十 oo 的 情况 ,部 对 性 一 E 盖 0 有 入 >>0 存 在 
使 #1 六 友 ， “时 


_ [f(xy 一 工区 
计 为 
lim fr, “TO 二, 


现在 所 谈 极 限 的 情况 比 一 个 变数 复杂 得 多 了 ， 就 二 和 炊 符 前 来 说 ,就 有 各 种 米 路 来 搂 
近 一 点 。 例 如 , 男 数 


fCx, y) re 
当 沿 线 y 一 hz 接近 于 (0 ,0) 时 ,得 
. 2 
imflr, hf) 


可 见 宇 盖 个 只 线 方 向 的 极 版 都 存在 ,但 是 数 僚 随 着 方向 而 政变 


2 一 扫 十 全 十 后 
x 


fs,y) 一 二 


Es 


旧 直 于 先 启 求 极 限 的 次 序 不 同 ,而 竺 果 各 好 ， 如 
z 十 全 


lim[ imflx, y)] 一 一 人 一 一 一 1， 
人 Y= 条 
3 
Lm{ limflx,y)] 一 lim 二 二 一 1. 
Fr yr 涡 焉 自 Es 


这 改 归 了 处 理 多 变数 画 数 的 极限 时 必须 小 尼 ,很 可 能 


lim, Em lim, lim lim 
了 一 日 举目 上 日 下 一 全 类 直属 
yo 


所 代表 的 是 不 同 的 东西 ， 以 上 例 苦 ,第 一 种 极限 不 存在 ,第 一 第 三 各 异 . 
直 此 了 上 见 , 任 意 地 交换 两 个 极限 号 会 造成 严重 错 就 ， 但 有 了 以 下 的 定理 ,就 能 保证 极 
限 的 交换 
定理 1。 假定 1° 
L = limf(x, y) 


下 
存在 ; 2” 图 笋 
PLy) 一 Himf(x, y) 
存在 , 则 得 
imPty) = lim limflx,y) — limf(x, y); 
yp Yh Xa 3 
双 旭 果 3° 


vx) iimf(x, ») 


un 2 电 


存在 , 则 两 个 航 限 手 炉 可 交换 . 
证 。 由 定义 ;给 了 日 >> 0, 必 有 > 0;, 使 


lx—af<8, iy— 8B| < 

时 

firs) 一 三 | 一 8, 
使 x 一 a, 则 得 当 ly 一 2 之 5 时 

[fmt 一 工 | Ey 
邵 得 定理 . 

害 凡 .。 如 果 

lim fr, 站 人 


1 


就 设 的 、 "2 xz 在 点 Cx, “ey < 处 连 稿 ,也 就 是 葵 了 E 有 8 产 0 存在 ,使 
| 一 
时 


{fxs "3 x ) fr "ys za] | < 


已 经 计 芥 过 的 桓 数 
f(x, y) 一 2 a 妇 十 只 0 Je0. 0})=0 
x 中 yy 
除 原 点 以 外 无 处 不 束 秆 . 但 在 * 一 0，y ~ 0 这 一 点 并 不 回 续 ， 对 任何 一 个 固定 的 x， 
jx, y) 是 7 的 连 纺 丽 数 , 而 对 一 个 问 定 的 y, F(x, y) 也 是 * 的 圳 继 画 数 ， 这 现象 告诉 


我 们 对 各 变数 的 连续 画 数 ,并 不 一 定 古 对 两 个 变数 的 连 秆 画 数 ， 原因 是 前 者 我 伯 仅 洲 虑 
沿 平 行 二 轴 或 ?朝方 向 的 趋 限 法 ， 而 我 倍 的 术 面 趋 限 法 元 是 各 种 不 同 的 起 限 法 都 要 考 
定理 2， 假定 
Pa es fms at 
是 在 点 (tm) 附近 的 速 缕 桓 数 ,并 县 命 
入 一 四 6 
假定 
w= fx 0) 
是 在 点 《xz …， xs) 附近 的 速 粮 画 数 , 则 
# 一 fp ty Polrs +s tm)) 
是 在 (Ca … ,1tm) 附近 的 束 纺 图 数 , 
证 。 对 尾 一 8 之 0, 我 们 有 8 沁 9, 使 
| 和 一 so < 有 一 
时 
| 和 
又 有 了 > 之 0 存在 ,使 当 
[Ot 1 


到 2 = 


时 
朗 
因而 得 出 本 定理 , 


| 


[x 一 zx < 人 


§ 5. 域内 的 连 秆 画 数 


与 一 个 变数 相配 ,我 从 有 以 下 的 一 批 定 理 ( 证 明 从 了 略 ). 

定理 1。 假定 f(x, y) 是 在 某 一 联通 域 避 中 的 连 精 画 数 ， 如 果 刀 中 有 二 点 使 了 xz y) 
值 异 号 , 即 

fray yo)f ns < 0, 
则 壮 域 中 必 有 一 点 《zyY) 使 
Hz y) 一 0。 
定理 2 {Bolzano-Weierstrass)、 从 尾 一 有 界 其 
EE CE (zay yo 
中 一 定 兹 名 选 出 一 个 趋 于 极限 的 子 贯 
Crops Pe)» (xmas yes) 《xpktyyr 
(HR 0 

定理 3. 画 数 蕊 xy y} 在 一 个 有 界 基 域 中 定义 且 速 篇, 则 写 一 定 有 有 限 的 上 上 下界 刀 改 

[| 
mx, y) EM. 

定理 4 在 一 个 有 办 于 域 上 定义 且 连 粹 的 画 数 fx， 2 ; 一 定 在 其 上 取 最 天 值 与 最 小 
值 . 

定理 5 CHeine Borel). 潜 平 三 上 的 有 界 并 集 在 能 彼 开 域 c 的 无 穷 租 2 一 {al 所 省 
主 ,基板 能 从 其 中 选 出 有 限 个 开 域 

Gy 

瑟 岂 能 滥 瘟 村 的 全 部 ， 

定理 在 有 界 闭 域 D 上 连 逢 的 西数 所 Y。 y), 一 定 在 其 上 一 致 连 篇, 换 吕 之 ,对 性 一 
s 一 0, 我 们 可 以 找到 过 0, 使 号 中 的 任意 二 点 (zy y)， 《x 7 ) 之 适合 于 


Ix—x|<8, y—yl<$ 
者 , 常 有 有 
Hex, 一 其 to < 


这 些 定理 起 明 的 原则 莉 和 一 个 变数 的 情形 一 样 , 芒 者 试 自 己 茧 明 ， 这 些 定 更 还 有 趴 
一 般 的 抽象 形式 ,为 抽象 空 岂 的 基本 性 盾 .- 
§ 7。 偶 微 玫 与 至 微分 
定 广 


fs Ar ) ys 2) ) f(x, yy) Of 


上 D 
im AE 的 、 - Ox 于 ' 


全 站 全 


为 厂 z, 7 纺 对 上 的 俞 败 两 ， 类 似 地 ,可 以 定义 节 思 PH 
这 天数 的 偏 微 分 的 和 
af 


4 一 站 es， 
Ox Oy 心 > 


称 为 画 数 所 xy ys #) 的 全 微分 . 
全 微分 的 意 允 也 本 到 用 下 面 的 瑟 法 得 出 : | 
Af = ft Ar, y+ Ay, 7+ As) -- f(x, y, 2) 
= ftx 二 Ar, y 十 Ay，2 十 Az) flrsy 十 Ay, = 十 Ax) 
+ flxsy tT Ay, 2 + Az) CO— Hr, yy 二 7Y) 
+ Fx, ys 二 A) CO x yy zz 
假定 x, y, x 不 是 自 变 重 而 是 大 蛮 数 1 的 辆 数 , 剧 得 公式 


a Of do dy of ds 
dz Ox dz Oy di Ox de 


全 微分 显然 有 以 下 的 法 则 : 


dw A 土 v) = du tt dv, 


2f av) 一 之 (we jadx 十 志 (uv dy 


~— uadrt vdu, 


A) 8 (ES) _.9 人 一 竺 二 宪 
Vv Ox \v By \* v2 “ 


这 虽然 仍然 是 旧 形 式 , 但 是 有 了 新 的 更 广泛 的 内 容 。 
及 如 困 *，,y, x 是 zy yz 的 硬 数 , 邹 
x 一 和 (st)，7 一 由 ao 人 一 Xp 
jxs ys 5) 一 [9 人 (ayo) Wasz)yX0ay ol. 
对 us， * 的 仿 微 商 等 于 


出 


Hf Or 06 oO 
Hr Or Br Oy dm Or drm 
Of Bf Or Of by 0 Os 
Bt 
证 法 与 公式 (1) 的 诈 朋 完全 相 赔 , 
乘 以 au, dv 面相 加 ,得 


Af 一 2 十 Of dv = Df. gy 十 Bf ay 十 af gs 
Ox Oy Ox 


Or Bo 
馈 1 xz 二 w(x > 0) 的 篇 微 商 是 


a B30 * 


(1) 


而 


dn = yt” dr Iogx dy. 
如 果 一 sinx, 央 


ini XCos x log x — i" (3 tcos x log 中 
dx x 
他 2.。 命 


z= yf — yi), 
此 外 fa 是 一 个 有 微 疝 的 任意 图 数 . 


癌 字 Oz 


= 2 = 
Ox By 
由 焉 得 
1 Os 工 0= 一 2yf (x? 一 y") 填 Lx 一 yy) 一 2y] Cx 一 好 ) 一 一 ， 
3 Bx 3? By Yy 9 
启 式 夯 数 = 适合 于 
i186 ,160 一 宕 
x dx yy Oy y* 
这 是 往 徽 分 方程 . 


例 3。 理想 气体 的 体积 。, 压力 及 冶 对 温度 了 之 浊 有 关系 式 
pr 二 RT(R 是 昭 数 ). 
如 果 把 全 看 作为 pe 的 陨 数 , 划 有 有 


dT _s or ?rt 
p Rb RR’ 

把 看 为 P, 工 的 是 数 , 部 " 一， 二, 则 有 
Or __RIT Br _R 


Op pp ”7 Or pp" 
把 p 看 为 x, 工 的 巩 数 到 有 


下 此 得 出 热力 学 上 的 重要 公式 


Bp.00 .0T__RIRo RTL 
Br» oT Op mw pp RR pv 
福 意 , 腊 于 
dy dx dy 
dx dt dz 


我 们 现在 井 没 有 公式 


ss 31 


Ox Br Be 
创 4 由 
ztgr! 二 一] dE) = 开 二 <， 
1+ (<) 了 类 十 天 
部 
我 个 也 可 以 求 出 
2 
Ox S y s+ Oy 和 y 十 >» 
便 5， 由 
区 _ ted Oo rydy — lxrde 
护士 色 十 好 (二 
可 以 求 出 
人 (一 一 二 
Bx 十 十 涪 C+ 
也 (一 一) 一 一 2xy 
Oy 十 记 十 ， 《zz 十 只 十 
| x )- 一 2xx 
Bz “x {ei 二 yw) 


88. 齐 葡 画 数 
侠 数 fx， 本 之 适合 于 


其 tai “ 2 = it Ts xn) 


者 ;, 称 为 和 族 育 欢 醒 数 ， 
例如 ， 衬 十 7*7 十 9 只是 二 殉 齐 雇 画 数 , 面 


Vty x 
Xr 光 和 
就 是 0 次 齐 次 式 , 
把 (1) 式 的 两 边 对 上 微 商 得 
2 Qt、 二 :十 f(r -txo) -- ME a, 
全 Xl ”Or 


命 上 一 1， 即 得 


+t -x 3 一 Na 


迁就 是 基于 齐 裕 本 数 的 Euler 公式 ， 
定理 如 条 fx, "my xn) 是 A 雇 齐 识 式 , 且 有 过 乱 全 微 商 , 则 有 


型 


(1) 


(2) 


反之 ,任何 有 束 秆 假 微 商 的 画 数 ,如 果 适 合 上 式 , 则 是 2 次 齐 次 式 ， 
证 。 我 们 现在 就 明 其 送 、 命 
四 (站 = se pz， 


让 


当 上 > 0 时 这 冰 数 是 有 定义 且 速 粮 的 , 求 ,其 分 子 等 于 


寻 二 ftx1, "a irn) 一 A fr, “ya fxn) 


Tt 
他 一 
二 2+ 2, x 坟 [zx os Exo) Me 7 x), 
v= x, 


由 假定 这 等 于 0, 妇 C0 一 0 由 此 中 上 且 1 无关 ， 命 四 (0 二 0) 再 人 1 一 1, 可 网 
‘= fa “Xs), 因 虹 


Hx, | fw) 一 i 人 Xs) 


39. 切 平面 
命 
S: Fs—— fHx,y) 
代表 一 曲面 。 如 果 
Cs, 交 一 PH), yy ， 


则 当 上 变化 时 ,*，y， 就 在 曲面 二 画 出 一 条 划 米 0C， 由 $$t41 可 知 ,这 明科 在 (x, yy) 点 
的 切线 万 程 基 


Xr YY—y _ 及 一半 sr 
Pp vp Of fo 十 由 oy 
Dx 
由 此 得 出 
zZ 一 "一 prt yr (X 一 + (¥ —»). {1) 
这 称 为 切面 方程 .这 当然 假定 了 曲面 二 任何 泛 消 曲 强 痢 有 柚 商 ,而 其 切 钱 者 在 年 面 (1) 上 . 
如 果 曲 面 是 用 参 变 数 法 才 出 的 ， 


t= Pelayo), y= pny os), FX wv), 
把 ov 看 成 为 当 数 , 虽 得 一 申 线 ,这 曲 各 在 (x, v) 的 切线 已 知 其 为 
及 一》 一 一 
5 BE 训 
On Oy [i 


伍 靶 ,如 果 抬 上 看 成 汕 数 , 旭 有 切线 


dP DP Ox 
dr Op dp 


时 卫 字 由 


这 两 条 切线 定 一 平面 ,这 平面 各 过 点 (x, y,*), 所 以 是 
A(R— x)+ BY— rv) + C(t2Z -—- 2)=0 
的 形 藕 ， 双 因为 它 经 过 两 条 埋 祝 ,所 以 


ASP4+BEE CR- 
Or 局 S 


sy 


[2 [4 
22 二 BE cE 
Ov Ov Or 
因此 得 于 
Of Ox Bx dF [9 日 和 
Bi Or dr . Or Or . Bu Ow 
和 Bb Bx ax Bp) 18 bp | 
Ov Br| | Bl lor Ov 
这 样 得 出 平面 是 
Bu Br 8x ae 39 ov 
Du On Bw Ur , Or Gu 
(XO— zj} [YF 一 yj 十 (ZC— ss}=0. 
Gp Ox Ox 8 HP OF 


畦 别 肥 四 (ay 9) 一 ;中 Cs 的 二 vr 9) 一 #9), 这 就 是 刚才 得 出 的 团 面 方 
程 ,是 切面 访 程 的 参 变 数 表 示 法 形式 ， 但 须 注 意 , 三 个 行 刘 式 闻 为 零 的 情况 必 妥 除外 . 
者 题 ， 斌 有 取 三 点 (wy pg) (Ca 十 Ar 5v), (u,v 十 Av) 作 一 平面 日 命 Ar 一 0 Av 一 器 
的 方法 市 求 出 切面 方程 ， 
隐 隙 教 表 这 法 的 切面 方程 方程 
F{lxy ys 7)=0 


了 表示 曲面 ,把 x 看 成 x,y 的 画 数 ,六 仿 微 商 ~” 
OF | SF Os 0 
Ox Or Ox 
BF dF Os 
Dy Br Oy 
所 以 得 
ez _ 6r/ar 6 __ dF /ar 
Ox Bz Ds Oy Oy Os : 
办 而 蕊 铭 方程 及 
QF HF GF | 
一 一 【人 和 一 十 一 一 YY 一 十 二 一 (2 一 x 一 00 
Br 《 x) Dy 《 y) 3 ) 。 
多 梢 球面 
2 2 
守土 半 于 二 寺 1 
a ce 


.上 一 -点 《*， Ys 2) 的 钱 面 方程 是 
斑 (x 一 从 + 瑟 (Y 一 办 + 营 (2 一) 一 9， 
ce” 


和 4 = 


部 


$ 10. 沿 一 定 方 向 的 微 交 
在 一 点 Cx ya 0) 玖 数 了 x, yx) 可 能 有 各 个 不 同方 向 的 微 商 ， 命 


二 一 和 十 zcos yy— y+ teopB, f= mieony, 


{cosa- cas 语 ，cosy) 是 方向 余 疏 , 则 


fim fxn teosa. vot reosB. st erosy) — fr, Ha, en) 
+O 


就 定义 为 画 数 其 zy y: xs) 沿 方向 (cos ea， cosBB， cosy) 的 微 商 , 记 为 
df sn， pa wn) 
| 
而 1 玫 示 六 向 {cos a, cosB, cos). 
立 副 得 漠 


让- := 外 Cos 地 十 过 cos 所 -十 Scosy. 


在 许多 物理 月 是 中 , 曾 数 攻 *: y、 2) 的 方向 变化 率 是 有 用 的 . 例如 , 温度 明 就 是 : 刀 
果 给 定子 所 考察 物体 的 每 点 《x,y, #) 的 温度 x, yx)、 基 热 的 分 布 和 转移 和约 规律 自然 
地 依 朝 于 温度 沿 着 一 切 方 阿 升 降 的 速度 . 
我 从 现在 提 册 这样 的 关 题 : 夯 数 在 那 一 个 方向 境 加 得 快 ,并 且 锯 得 怎样 ?我 从 用 以 下 
前 已 直 过 的 不 等 式 
Cab + eB + a < 二， 
轩 入 基于 交 半 


gy 


这 是 因为 eos a 十 cos 户 十 cos Y 一 1， 玖 最 大 大 涉 过 


VS 他) 


Ox By “Bz 


3 


增 天 得 最 快 ， 双 最 小 小 不 过 


且 仅 尖 
of 
cas 一 Ey - 3 , 等 等 
EEC 
时 最 小 . 
我 们 定义 矢量 


。- (8L .af ,ar 
Or Oy” Oz 


为 画 数 了 的 樟 谋 ,有 时 用 krad/ 或 | 窒 它 ,其 长 度 
/+ 


af 
全 


也 和 就 是 了 对 方向 1 的 微 商 等 于 f 的 梯度 在 矢量 1 上 的 投影 
511, 高 阶 昼 征 疝 
偏 微 商 还 可 以 再 求 偏 微 商 , 因 而 得 出 高 阶 偏 微 商 。， 例如 , 醒 数 (x, y) 的 二 认 仿 微 疝 


如 此 得 出 
= |gicos(g,l). 


有 
OF Of 6 8 
dr” roy’ OvyBx dy 
张 Fp pp pr tr 
六 fry» fy ， hyy 
有 时候 也 写 盛 为 
上 fry, fyr, fyys 二 
fo 与 fy 是 由 相同 次 序 求 微 商 而 得 来 的 ,其 稍 果 是 否 相 等 需要 研究 ， 例 如 , 商 数 
好 一 多 ss 2 yD 
fx, y) = Yi YY 
0， 当 x 一 yy 二 0 
育 2 2 
人 1x 人 2 
人 x, y) » |S | 当 太 二 六 之 0， 
[ 
0 cx, y) | = 
Ox :3 
OF | J 人 (和 i | 
日 CO = 一 | x, 一 一 工 ， 
当 = 取 0 时 ,5 Ce 们 | 一 一 六 质 以 齐 |( 人 Ke 一 一 吉 施 
2( 忆 站 | = 一 
[之 3 fe | 。 


供 另 一 态 面 可 群 


[人 (人 res] 一 + 上 


这 例子 吉明 了 求 徽 商 的 次 序 不 同 ,所 求 出 的 头 果 各 痉 , 但 是 幸 却 这 竺 情况 并 不 经 党 肖 
到 ， 在 以 下 的 条 件 下 , 求 微 商 的 次 序 是 可 以 交 拉 的 ， 

定理 1。 假定 1° 画 数 其 xy y) 在 开 域 台中 定义 ; 2° 太 , 广 ; fy， fyx 都 存在 ; 生 3? 作为 
Yy yy 的 图 数 , 所 ,fy 在 某 点 《xo， yo) 是 连 萎 的 ,出 


(fy) ran = (fr) x0 

bk y= 
0) 
天 


式 中 不 ,站 都 异 于 0 县 天 分 小 ,使 点 Cx 十 下 :30 十 > 在 局 之 中 ， 


命 
Pr) 一 fx, pn 让 丰 ) 加 ftx. yn) 
k 。 
出 2° 可 知 
P(x) = 在 (zy 知 十 上 ) 一 反 (*s 区 
存在 且 束 逢 . 


环 一 PE 十 瑟 ) 时 PLxo) | 
让 ， 


罕 Lagrange 定理 得 
WW = p(x 十 三 ) 一 六 (和 十 Oh, 下 yo) ， 
Ql 

由 于 万 存 在 ,所以 再 用 -- 次 Lagrange 公式 得 

Wf Oh, tO, OH 1l, 
同样 方法 可 得 

二 yx 十 TE 和 十 了 站)， Dr.T 1， 
郎 得 

fy 十 Og. $5 十 HR) 一 for xy 二 Th, yo 十 TT 让) 
命 训 ,在 一 0 页 3 了 可知 
Fmt.xa, yo) frxC 2x0, yo). 


上 上 例 拓 数 的 原因 划 
rr x 一 By 2 : 
fry fyr 2 了 2 十 4 52 + 十 ¥ 0 


在 x := 0,y 一 0 并 不 速 征 . 
更 一 般 些 
Fa fryrs fy 
等 等 都 可 以 在 交换 两 个 的 基础 上 推出 它 个 由 等 的 条 件 ， 因 南 有 


S TT 


定理 2 很 定 藉 xz, y) 定义 于 一 开 域 中 。 在 这 域 中 有 一 切 克 阶 连 篇 仿 微 商 ， 则 任 一 
阶 仿 被 南 的 求 得 与 微分 运算 的 次 序 无 关 ， 

尺 后 我 从 不 再 为 偏 微 商 的 次 序 操心 ， 释 党 假定 是 可 以 交换 次 序 的 情况 ,我 们 常 写 
成 为 


Or ，» c+HB+i+r=t, 
OxOyrOs 
而 不 者 其 次 序 了 . 
再 研究 高 阶 微 分 :出 
A 二 oF x 十 91 ai 
Or By 
可 得 


dit 一 a az) 十 A dy) 一 cd22 St)+ ay(a 2 款 ) 


_ OF of A: + Sf a 
dx( SE a i 村 4) 
= Shae 十 2 dy + hy 


同样 


A 
dn = Ed 十 3 0 了 4 dy 十 3 dr dy + 
Ox GE Ordy 


改 个 引进 微分 记念 


+ /8 9 了 () Bf a 
A 十 妇 一 4 ay 
“ Es “+ By 2) {1 


i=0 


) 一 7 DY 是 二 项 式 系数 ,这 可 以 用 辣 策 法 延明 。 因 为 


d"tln 一 人 3 ( ES ae) 


“1={ 


I 下 十 1 ntl 
| ) i ?ja dx! 
Et /NN ordy Bry 


人 | Ey +1 ntl 
> 四 Ed |= 局 oi 了 ra - ar 二 J dy 
x 了 7 


L 


i—1: Ox'Oy 二 
好 十 二 了 二 1 
-二 > ( 十 1 局 f dx dp 
pe i ar‘dy" tI 


湾 旺 在 把 dx 与 dy 作为 自 变量 的 微分 的 情况 下 进行 的 , 郎 把 zx 与 4y 当 作 常量 。 如 果 dx 
与 dy 不 算 作 常量, 我 们 的 辐 葵 必须 修改 ,我 们 有 
了 ，- ae Ou 
A = de dzj 十 式 到 必 】 


By 
一 A je + y+ a jw + 过 
Ox Ox Dy Oy 
Ow dire Bn Or [BE 
一 上 2 二 ds dy + Say + ERr+t+ EE 
Be Ory By Br toy” 


生字 二 


| 


例如 ,在 求 画 数 
到 = PN, y 一 WD 
的 各 时 ,可 以 发现 


A Oi 了 On 下 
一 一 -一 一 一- 十 一 
Fe (7) By (人 
及 
Za Oy ny) OE G0) 4 OE 
2 Bip 二 8z879 《的 出 人 By (2) 
[oi rr Or Li 
+ 全 十 半生 
B®? C2) 让 b(n. 
但 如 黑鱼 屏 地 运用 公式 
dir Ga iw 


dn = Ba 十 2 "dx dy 十 By ， 


Ordy 
dx = 9 (lad, dy = nar, 
则 所 得 出 来 的 畏 果 将 与 事实 不 符 了 . 


12. 隐 评 数 


在 什么 条 件 之 下 ,可 以 保底 由 
Flxy yy zy 一 0 《1 
决定 的 责 数 e 作为 *, > 的 画 数 的 速 首 性 和 可 微分 性 ,我 们 有 以 下 的 定理 ， 
定理 1 假定 F(x,y; 2) 为 一 个 三 变数 的 画 数 ， 且 适合 以 下 的 条 件 ; 1? F(xo, jo， 
为 ) 一 0 2” 在 以 two; 为; 和 %n) 为 中 心 的 一 邻 域 
[x— m8, yy 6, ls— ml 8 (2) 
中 F(x,y，#) 是 连 积 的 ，3” 当 x, y 固定 时 , F(x,y; ss) 是 >” 的 单 袜 图 效 (在 以 下 证 朋 
中 , 我 们 假定 写 随 “增加 而 单 导 增加 )， 旭 有 以 下 的 精 昔 : 在 (wo, yo; z0) 的 其 一 邻 城内， 
(1) 确定 了 x 是 x,y 的 单 鱼 连 糖 隐 数 z 王 x,y) 且 加 一 天 和 区 小 
让 ， 1) 单 值 性 . 
先 考虑 图 数 F(x, ms， 由 1 及 可知， 当 z 之 加 时 Ft p24) 之 0， 且 当 
> 时 F(x yo 2) > D0， 所 以 有 5 存在 ,使 
Flxoy joy so — I) EO Flro, yo Ho t+ 8) > 0, 
青 壕 虚 图 小 
F{lxy ys 20— 86), Flrx, yy). 
我 们 一 定 有 一 个 邻 域 . 
jx 一 | 三 遇 ， [yy 一 上 | 三 六 ， (3) 
在 其 中 (由 性 质 22) 
zy 四 一 有 <0， COzyyy 芍 十 用 ) > 0 (4) 


ss 3 * 


在 区 间 (3) 中 任 一 点 《xz 7)， 我们 考 谍 首 变数 的 夯 数 
F{r, y, s), 
由 (4) 显然 有 
FF, Fy go 0 FTP, +) > 0, 
从 3° 可 以 推 得 有 了 唯一 的 sz 使 
Fr ys 一 0 加 一 人 < 了 <20 十 人 
也 就 是 在 
Ee 
之 中 ,由 (1) 定 文 了 一 个 单 信 国 数 一 x,y), 
2) 回首 性 ， 
如 提取 于 一 zy 了 一 加, 草 得 aa 一 1xo， yo)， 如 果 取 8 是 任 与 的 。 > 0, 我 们 一 定 有 
1 > 盖 0 存 在 ,使 在 
Ew 
中 
| 一 区 | Ey 
部 
[xs $y) — Fro, yo){ < c， 
这 言明 了 在 (#0; yo) 处 ,大 xz， 的 回炉 性 
又 对 (3) 中 年 一 点 C*,，y)》, 玫 x,y) 的 连 重 性 全 可 以 业 俱 地 并 明 , 
定理 2.。 假定 F(x,y, zs) 为 一 个 三 变数 的 东 数 ， 目 适合 以 下 的 条 件 : 1° F(xo, mu 
z0) 二 0; 2° 在 以 (any yo 加 ) 为 中 心 的 一 名 域 . 
lz— x 5, |y— yl 5, ls— wi <# 


BF 


8 三 是 存在 且 束 粮 的 ; 3 s< 0， 除 去 定 


, BF BF 
,Fr ya 及 2， 
中 , F(z, y, 4) Br 7’ 3 


志 一 ID 


52 


理 1 中 区 一 切 缚 葵 外 ， 还 可 以 证 明 在 > 一 %，y 一 入 附近 蕊 *，?) 有 速配 俩 微 商 -= ， 


of 
By 


证 。 由 3° 我 们 不 妨 假 定 Bey 


Ha 


之 0, 国 而 可 二 假定 有 六 0 存在 ,使 


bas 
Yn 
讲 二 TY 


本， 一 二 gs 
时，Fsfx, yz)mf 出 此 推出 F(x, yy gs) 适合 于 定 理 1 的 所 有 的 条 件 ,因而 得 出 定理 


1 所 有 的 销 论 ， 个 往 胰 明 ,人 的 连 策 性 ， 
并 


给 zx, Ar 天 7? 合作 x 十 Ar; y) 一 5 十 Az， 由 
Flx 二 AAx, ys 二 AF) 一 0 及 Flr, ys 2) = 人 0 
显然 可 见 本 
各 已 一 下 (xz 十 xyy 十 各 一 下 人 ys 一 个 


* 0 二 


由 全 境 最 公式 可 知 
_ HF(x. Y. 2) A 十 8Fts: 


0 = AF- y。 2 Ar + mdr 十 有 As， 
Ox 已 = 
此 处 ee; 月 随和 rz 一 na 一 0 时 丽 趋 于 封 , 即 得 
Ag Fr(lx,y, zx) 二 a 
Lx Tr, ys £2) 二 BB" 
当 AAx 一 0 时 
Bz F(x.yn) Pr vfr, yy] 
Ox Fa(x, ys 2) Fs[x, y, fxr, x)] 


分 子 分 母 都 是 速生 画 数 , 且 分母 非 堆 ; 因 而 全 是 x, y 的 过 粮 丁 数 , 同 法 学 也 是 *,y 的 
带 续 男 数 . 

定义 ， 一 个 画 数 F(x, y，z) 如 果 有 # 阶 连 粮 偏 微 商 , 则 称 为 属于 C? 类 . 

以 上 的 定理 钱 明 了 ,如 果 在 某 点 附近 F(x, y, >) 属于 C! 类 , 则 由 F(x, y, 5) 一 0 决 
定 的 画 攻 = 也 奈 于 C+ 类 (如果 2E so 

更 一 般 些 有 

定理 3。 如 果 在 其 点 附近 f(x, y, z) 属于 C" 类 ,而且 在 谈 点 这 0， 则 由 F(x， 
y, =) 所 定义 的 型 数 > 一 蕊 *: 2 也 属于 C" 类 . 

我 们 将 让 证明 这 一 定理 ,有 而 仅 指出 " 一 2 的 情况 : 


(ae 
Bx: Ox fz, ») Ox Fs (x, 了 > 


= =- Fi Or’ + Fi-S. 天] /下 
全 . Bx 


b 
r I A Os Fr rr Ei 站 = A 
= 一 | 全 下 = Fxx 十 Fr: ) 十 P(e 十 Tass ) J 
( Ox Bax/ 


2 
EF" “ 


$13, Taylor 展开 


命 基 zy] 表 x, 3 的 加 数 , 以 下 需要 多 少 阶 仿 微 商 就 假定 它 有 多 少 阶 偏 微 商 . 
命 
所 以 


Plt) 二 fa 十 于 ,上 台 十 束 )， 
中 [0) = Fa)}, Pll) = fa + B58 十 友 ). 
由 带 余 项 的 MacLaurin 公式 可 纯 


(0) ， p(n) Pp"(0) Pp" 0) 

1}) 一 {0 十 轨 “。 - 工 . -十 .十 十 

Pp(1) 一 9 人 9) 1 加 rr 
v1, 


二 六] 


另 一 方面 


三 Ox Oy Bx 已 
凤 而 得 出 
p 
tp) 一 = EM 一 (4 3. + -2 一 (和 pb—r Or 
?70 一 二 Dr tk) 之 儿 ， 5 
故 Bs 
a 9 
他] 一 | 由 一 一 一 ， 
po(0) 一 (4 全 二 4 训 ) Hx,») 国 

及 

porKg) 一 ( 忆 + ke) ics, y) . 

Ox ay 2 


代 太 原 式 ,部 得 Taylor 公式 


fla 十 大 ， 百 十 站) = fa, Bb) 十 (4 各 + 《已 Jr | + 
yb 


+ 二 (全 #2 ) es») 有 十 4 2) Ks, | + 


和 


六 一 中 闻 点 
Et 


1 8 0 YY" 
+ rl Ox WW 这 ) fx, y) 


在 下 式 中 如 果 以 * 炊 a,y 殖 5, 自 变数 的 改变 量 各 以 dx 及 dy 表示 ， 且 命 
Axsy) = ffxi dr y+ dy) — fr, y), 


如 此 得 


本 大 xy Sx, Ge f(x. y) 
AfLx, y) dix, y) 十 21 十 十 1 十 | Cn + 1)! Lm 
与 Lagrange 公式 相仿 ,我 们 有 
fx 十 六 ,y 十 丰 ) — fx, y) 一 hr Cs 十 人 ， ?十 OR) 十 Rfy (x 十 Oa, 7y 十 OAR), 


0 OLl, 


§14. 极 大 与 极 小 


假定 不 *， 在 域 吕 内 定义 ,并 且 (a, 如 是 忆 的 内 点 .如 果 (a,5) 有 一 个 分 域 ,1(2, 5) 
常 不 小 于 邻 域 中 的 其 他 的 x, 9), 姑 并 a, 区 称 为 极 太 ， 同 法 定义 极 小 . 

我 们 现在 假定 六 x, y) 爱 琅 偏 微 商 存在 ;以 下 用 到 + 次 ,就 假定 宣 有 ?次 存在 , 

考虑 画 数 

pn) = fiat hd tp), M+ 0, 
这 是 的 画 数 , 且 当 上 一 0 时 取 极 大 逢 .因此 可 知 , 极 得 的 必要 条 件 为 
中 《07 一 0， 

邹 对 任意 的 4, & 常 有 


+* 才子 全 


特别 取 一 1 一 0 下) 人 = 0, 上 一 上 ,可 得 


的 -的 ，-。 


由 此 可 昂 , 一 个 多 元 画 数 在 某 点 (内 点 ) 为 极 大 值 或 极 小 盘 , 只 有 当 任 茂 点 的 每 个 傅 微 商 等 
于 0 或 不 存在 时 才 有 可 能 ， 又 


wo 一 (P-L ta 二 at) 
?了 


人 x? dry Oy /z= 
如 果 对 所 有 的 和 ,请 ( 姑 十 岂 六 吕 0 我们 党 有 
Pp C0) < 0， 


对 取 任 何 沪 铅 而 并 ,局 x, 在 La, 所 ) 点 所 取 的 值 是 梭 大 值 , 世 就 是 如 果 用 Lagrange 公 
式 
一 = 一 La 2 ” 了 OF a 
fe) Ket) = (BE) RP +2 (a ) i (Bh) 
此 处 和 一 直 一 ar 天 一 了 一 8 而 
时 时 时 
Or” 日 vBy Oy’ 
中 的 *，7y 玫 代 以 e 十 欠 一 四 二 十 页 一 下 ,0 所 用 二 1， 间 省 守 ,充分 塘 近 于 a, 8 
时 ， 其 z， y) ~ fa, 点 )， 因而 1{a, 五] 是 极 天 值 ， 
因此 我 们 的 击 题 一 变 而 为 笃 样 的 4, B,C 可 以 对 任意 的 不 全 为 0 的 4， 由 
了 1 十 耳语 < 
显然 需要 4 天 0。 又 由 
2 2 五 站 2 
A 十 了 有 人 PE 十 Cr 4(4 十 三】 +(e Tp C1) 
可 知 ,出 需要 C 一 二 之 0， 不 然 ,我 们 可 以 取 & 一 1 及 2 一 一 地 ,而 使 4X*+282p 十 CH 
芭 之 ,如 里 
本 0，C 一 B < 0， 
A 
朋 由 (1) 可知 , 常 有 (六 十 成 一 0 除外 ) 
AR+ 28 + C0, 
因 而 得 出 ， 
如 时 在 x 二 2,y 一 起 这 一 点 1 
8 OF 48 
Of < 0， (二 (的 一 0， 
则 所 *， y) 在 这 一 点 皮 极 大 值 , 
总 之 , 求 两 个 变数 的 国 数 作 x+,y) 的 极 秆 的 方法 如 让; 


s 3 昌 


4” 先 解 出 方程 
fr Cx, ») 一 0， fy Cx, y) = 0, 


2 命 a, 上 是 以 上 的 解 的 一 个 , 命 
O(a, 6) Ba 5) Gf(a, B) __ 

” > ™ d， 一 一 B, 一 Cs 

de . xDy Oy’ 


惠 可 用 下 表 来 得 到 解答 , 
十 0 


FAC | + | 一 


a 四 
| 释 大 人 入 | 极 小 信 | 不 基 朴 大 极 小 | 可 妖 


这 个 表 上 的 第 一 个 结 莉 ( 取 极 大 俯 ? 如 上 ;第 二 个 精 葵 的 证 法 也 相仿 佛 ; 关 于 第 三 个 精 


偷 , 邹 
Bi— AC>0D 
的 情况 ,上 则 由 
AM+ 2BR+t CH= 0 
可 以 得 实数 解答 ; 


一 2 一 
1 一 8 二 2C 


对 这 样 的 和， jg, 9 "(0) 二 0。 并 可 了 权 4, 天 使 有 时 肌 (0) > 0, 有 时 “(0) < 0, 所 以 在 


2 五 点 不 可 能 取 极 值 . 
对 于 最 后 一 个 精 论 ,我 们 可 以 傣 一 个 变数 的 方法 ,再 看 pp”(0), p00) 等 ， 


如 果 DD 是 一 个 贿 城 ,假定 藉 x, ?) 在 其 中 束 炳 ,我们 已 知人 x, y) 在 DD 的 内 点 或 周 界 
上 取 最 太 值 . 因 此 求 最 大 值 的 方法 是 找 出 一 邹 的 六 二 参 一 0 的 内 点 , 算出 这 些 点 的 莉 数 
入， 然后 与 周 界 上 的 丽 数 值 相 比 较 ,最 大 的 就 是 域 吕 的 画 数 最 大 值 , 


合 1.， 求 


下 一 sinx 二 siny— sin(x + y) 


的 最 厂 信 ,此 外 # 与 9 通 合 x 空 0,y 守 0,x 十 yy 所 27 


出 
oe :cos# 一 cos(x + y) = 0, 
Ou ~ cosy 一 cos (x y) = 0, 
Gy 
得 * 一 一 笃 ， 此 时 一 V3. 而 艳 区 域 的 周 界 x 一 0, y 一 0 及 x 二 y=2x 上 ,zx 一 0 
2 2A i, . 
故 在 ( 芋 ， 下 ) 梧 数 达到 最 大 估 ， 
向 2， 求 


后 ye a by ea) (amb>e>0) 


放 郧 和 和 


的 最 大 值 及 最 小 什 , 其 中 *，y， # 适合 
二 六 十 有 二 1 
风 有 二 1 一 下 一 关 代 太 w,， 则 
一 十 二 [一 区 和 十 人 一 ec 于 二 <] 
此 处 * 与 7 适合 六 十 半 所 1 


出 
种 一 2z(a 一 cfGe te)—2 sm r+ so tc]}= 0, 
26 — cf + ee) —2[Ca ~ eet (by re]}=0 
得 出 
+ 一 yy 一 0( 此 时 #0);* 二 0,y 二 圭 十 
x 二 士 EE 一 (< 一 工人 一 < 


现在 畏 而 考虑 周 界 z 十 一 1 上 的 求 数 依 ， 以 六 一 1 一 忆 代 入 4w， 
中 二 [az 一 bx 二 六 一 [Ca _ | 十 五 ] 2 ， 
让 处 xx 和 一 1 1 地 


Mu ya — Bx(l — 2x1) =0 
dr | 


得 


x 二 0x=0); 一 9 
而 对 应 于 x 二 土 1 时 w= 0, 
因此 画 数 在 《0, 0, 土 1), (0, 土 1, 0) 及 ( 土 1, 0, 0) 


达到 最 小 值 , 最 小 值 为 零 ; 而 在 (+ 0, 二 - 达到 
V2 V2 


最 大 值 , 最 大 信 为 二 (4 一。 

仙 3。 在 平面 上 和 输 一 边 长 为 a, 8, < 的 三 角形 ,在 它 上 
面 作 无 数 个 定 高 的 锥 休 , 求 倒 再 积 最 小 的 锥 体 , 

命 匀 体 顶点 在 三 角形 所 在 平面 的 投影 是 M，x，y， > 
分 别 束 示 点 计 至 三 个 边 a, 5,c 的 垂 线 之 长 ， 它 倍 搂 图 了 0 所 示 的 区 域 取 下 列 符 生 : 
n 


命 三 角形 的 面积 是 了 , 则 
LE 辣 写 自 


dr 二 by t+ ews= 2P, 


个 面积 5 为 
3 一 二 V 本 全 十 全 六 十 好 十 了 YP 十 扣 
以 . 
__ 2P— ax by 
诗 二 
好 
代 有 入 3, 得 


-一 7DD AAA 
S 一 TV 十 慑 十 Vy 十 服 十 4 (=) 十 县 
站 


由 

065 _ ar _ fs .40 
Dx Vx 十 六 Ye 十 民 c 
GBS _ by CS 站 

2 一 二 一 0 
67 曙 才 在 W 有 十 本 “ 

得 
训 了 名 


Wi 十 证 二 

由 此 得 出 x 一 7 一 >, 这 点 是 三 角形 的 内 切 图 的 中 心 ， 

出 于 当 莘 十 六 十 台 司 '00 时 ,3 一 近 。 故 最 小 值 不可 能 在 边界 点 上 取得 ,因此 这 一 
点 对 应 的 锥 体 的 侧面 积 景 沾 . 

全 4. 最 小 二 箭 法 .这 是 广 省 用 以 修正 驱 调 的 方法 , 确定 x, y 的 数值 , 对 于 它们 有 
n > 2 个 线性 方程 : 

ax + by=d, (lia), 

其 中 ws; bi, 2 是 由 稳 验 方法 得 来 的 。 假定 


a 而 


关中 


42 有 


从 前 两 个 方程 解 出 的 x, y, 一般 并 不 能 请 足 其 余 的 方程， 我 们 是 要 求 x,y 使 


殉 一 2 6; 一 之 (ax Biy — di) 


最 小 . 
aW . 
一 一 -一 了 >, a a 十 bisy 一 a;) > 0, 
Dx i 二 1 
BW  ， 芯 一 
= 一 一 2 > ai Tt by — di) = 0 
Oy f=] 


用 Gauss 的 记号 , 记 [4,5] 一 之， oj 而 ， [ay 4] 一 人 0 等 等 ， 则 上 式 变 为 


Ea, ajx 十 [=， ply 一 [a, d]; 
fa, blx + [sb, Bly = 16, al, 


而 者 丰 让 


出 于 
[a, al fa ， 51 一 
[a, 8&1] {8, 5] LE Hn 


《此 式 蔓 者 不 难 臣 胃 ) , 故 方 程 有 解 . 
不 难 让 明 这 一 解 珊 使 凡 达 到 最 小 值 . 


ph 
i | 这 
wo bi 


2 
二 | 0 
az 有 生 


$ 15. 降 泵 数 求 极 值 法 
命 


一 fs y, 
我 们 现在 硼 完 在 条 件 
ECx, yy #) = 0 
的 情况 下 , # 的 极 大 与 极 小 , 
为 了 明确 起 见 , 我 谷 假 定 x, y 是 自 蛮 数 , 而 x 是 由 gx, yz7 一 0 所 定义 的 六 数 , 
由 了 到 和 极 值 的 条 件 
Gx _0 ,OF Or 


-一 一 -一 - -一 0, 
Ox Bx Br Ox 
Bx Of | Or 
Oy Oy Ox Oy 
四 从 条 件 BC yy» <) 一 全 出 发 算得 


Bs. + Og Oz 0, Be | Sg 0 0 
Or Dx Ox Oy Ox Oy 


在 这 四 个 方程 中 消去 站, 全 得 
Dx Dy 


二 0. 


Bf Bg 9f D2 .o 
Ox Bs Ox Or ” 


看 g Of dg 


By B22 Sy 
从 这 两 个 方程 与 g(x, yz) 一 0 解 出 x,y, % 的 数值 ,这 舟 是 找 出 可 能 的 扳 大 值 与 极 小 秆 
的 方法 . 
如 法 ,由 (1) 可见 


(1) 


i 


部 有 使 


ar | id -0. af lag 0, OF Lo 
Bx Bx By Oy Hs Bz 


如 荐 我 们 也 可 以 把 x, y, z ,4 都 看 成 未 知 数 ,而 从 这 三 个 方程 与 8g 二 0 中 解 出 x,y, sw %. 
效 方 法 的 优点 是 *+, y; x 者 处于 同等 地 位 ， 


47 。 


同时 ,我 们 也 可 愉 另 一 角度 来 看 轩 题 , 即 考虑 现 数 
Hm f(x, yy g) 十 Aglx, VY <), 
这 面 数 的 极 值 当然 适合 于 
iw 


BY x ys 2) 一 0, 


Sw 0 .ido0, 
x 


由 于 glx, Ya 2 ) = 一， 所 以 也 得 出 了 f(x, ys 2) 有 条 件 的 极 仿 ， 


这 一 沪 法 称 为 Lagrange 捕 子 法 .这 不 是 田 外 一 个 方法 ， 而 是 把 中 看 成 为 四 变数 1。 


x， yz 的 画 数 ,我 由 了 屿 间 以 运用 固有 的 方法 了 ， 
例 1， 求 点 Ca; 上) 到 值 米 
Ax+ BytC=0 
的 展 知 中 部 . 
设 La, 5) 卒 志 线 上 动 点 x， 二 的 距 列 为 r, 则 
r(x a tty— 6 


作 
w(x— aPity— ei+idrt Byt+ oY). 
出 
Be gr a) + A 0, 
Or 
人 tp 
Ey B+ iB=D 
dy 
得 
z=a— Ll4, y=6—L18, 
2 2 
于 是 


1 24+ BBB+ oO) 
AA:+ 8? 


(2) 


(3) 


由 于 对 十 六 六 00 时 ,r+ 一 00, 故 最 短 距 询 二 存在 的 。 内 此 (a, 如 至 (x y) 的 距离 最 短 ， 


此 处 Kx 3y) 出 (2) 定义 而 和 出 (3) 定义 ， 
创 2， 命 mw, .是 答 定 的 正 数 , 求 
fx, y) 一 29 
的 最 天 值 ,而 > 与 ?满足 :zx 之 0,y9m20y 十 7 一 afa0)。 
对 于 乱 x， 7) 求 对 数 得 
Px y= logflx, y) == mlog x + nl0gy, 


w= logx Tt nlogy tt Ax+y— a) 
而 
Ow 0, 
Ox 下 


ae 二 0 
Oy > 
得 
了 并 
五 二 一 一 一 一 一. 
4 y 有 
内 
2 二 一 区 二 9 
开 
于 是 
hd 1a 
和 ~ a 
3 赴 因 上 图 


与 例 1 类 但 的 讲 答 可 知 ,这 一 点 使 ptx, ?外 [同样 使 所 xz y)] 达到 最 大 值 ， 


§16. 人 坐标 变 捣 


我 们 已 粹 知道 了 两 种 华 标 杀 一 一 第 卡 儿 坐标 与 极 些 标 。 现在 我 们 将 这 构 仿 扩充 一 
下 ,得 所 前 曲线 坐标 条， 实质 上 ， 极 坐 标 可 以 着 成 为 由 两 族 曲 粮 交 各 而 成 的 : (i) 以 原点 
为 心 的 同心 图 : 
ty p>0; 
《ii 通过 原点 的 射 钱 : 
y= Yi，0 之 日 一 27 
这 两 族 归 线 有 所 下 的 性 搬 : 通 过 平面 二 的 任 一 点 ( 非 原 点 } 一 定 有 一 条 且 仅 有 一 条 族 ( 的 
曲线 ,也 仅 有 一 条 族 (in 的 曲线 ， 对 应 于 这 两 条 昌 趣 ,有 一 数值 p 8， 这 上 各 自 就 称 为 点 
的 极 泽 标 ， 
如 此 就 得 出 平面 上 的 点 和 (p, 0) 的 一 一 对 应 关系 ! 但 床 点 例外 )。 
币 卡 儿 华 标 岂 是 如 下 ,是 由 黄 族 直线 x 一 a 及 y 一 8 次 猎 而 成 的 。 
我 傅 韦 在 抬 这 一 慨 念 加 以 扩充 ， 如 时 两 组 曲线 : 
Pr, 9》 一 ai 
Pir, y) 一 vs 
都 有 这 样 的 性 慎 , 对 应 平面 上 的 一 点 (x, y)， 卫 粗 曲线 和 浊 有 唯一 的 一 条 通过 (x,y)， 注 
样 一 迷 , 两 个 曲线 族 就 成 为 一 个 曲线 学 标 系 Cw, 0), 称 为 (+, y) 的 申 炉 坐标 ， 
如 果 在 芷 而 上 有 些 例外 部 分 ,我 们 就 发 是 对 不 例 人 外 部 分 的 曲线 坐标 系 , 
除 常 见 的 销 卡 几 沧 标 与 极 坐 标 之 外 :我们 还 有 下 曾 的 几 种 坐标， 
向 让 稻 图 坐标 乘 )。 命 o > ez， 于 应 于 x,y (x 与 7 痢 非 等 ), 我 们 从 


2 2 
一 十 一 一 一 一 1 (1) 
a dS 


可 以 得 出 两 个 报 FLs dH2 (qn 站 cz). 这 9 入 也 就 成 一 坐标 柔 。 滨 在 来 求 漠 曲名 
族 . 


= 49 。 


当 g 二 gq 是 常数 时 , (1) 竹 示 一 个 糊 圆 ; 当 9 一 q 是 常数 时 , (1) 表示 一 个 骏 曲线 
换 襄 之 :一 个 曲线 族 是 共 焦 点 的 椭圆 族 , 而 另 一 个 是 共 焦 点 的 双 央 和 线 覆 ， 通 过 平面 上 的 一 
虑 ,有 唯一 的 一 个 椭 图 [局 于 (1) 的 ], 岂 有 了 唯一 的 一 个 双 曲 线 . 
倒 2， 取 
x = cosh Acosds, y= sinh 4 sin Ay, 
当 X 基 常 数 时 ,有 椭 乞 


wt 2 


一 二 一 2 一 一 1, 
coshiA sinh 2, 


当 入 是 常数 时 ,有 到 曲 鲁 


2 


cos hs sin? As 


在 例 1 中 取 a 二 1, sz 一 0, 若 得 


2 
好 一 1 g 

宪 有 两 个 根 qh, 唱 ; 适合 于 之 1 之 gy 记 9 我 们 取 g 一 cos 入 及 鲜 二 cos ,这 完全 

适合 于 了 事 涛 了 .因此 ,如 此 得 出 的 坐标 爱 也 就 是 例 1 的 椭 加 坐标 条 , 


例 3。 取 


1 
* = [#~ $y = qs 


当 gq 一 常数 ,得 出 一 族 邹 物 线 ,以 原点 为 焦点, 开 癌 左 方 ， 而 四 二 常数 ,也 得 一 族 以 原点 
为 大 点 , 开 向 有 沪 的 抛物 焙 ， 
我 们 现在 介 烙 换 变 数 的 到 法 ， 如 果 
Flx, y) 
是 *,y 的 了 数 , 换 了 变数 
x gn 0), 一 下村) 


之 后 ,得 西数 
Ca wy) 二 Flg, £), 
现在 有 
OG _ BF Bx OF By 
Ou Ox An Oy Ou > 
Br Bx Br Oy av” 
出 此 得 电 的 行列 式 


Or Oy 

Dlxsy) |O« Our|_ Sr 6y Br Oy 

Dln, sy Dx By Ou Ov Bu Om 
dr Bp 


称 为 Jacobian 或 图 数 行 齐 式 ， 


| 


在 (*， 杂 平面 上 我 们 有 长 度 的 签 分 ， 释 过 变换 之 后 就 得 到 


dr + dy = (Be gu + SE. oj + (Se du + 84 ao) 一 
Ow ay Em Bo 


= | ) + (| a rz(SE + 各 wse+ 


Ou Bn Qu Gv Ox Or 
Og O06 | 
+ (es) + dv 
这 便 是 在 曲 粮 坐标 中 的 长 床 元 未 。 
钢 t.， 极 些 标 . 
r= reog, y=rsng (r 守 0. OE < 2x)， 
Ey 
Dlx, y) _ cosf sin@ | __ F 
Dir, 0) — rsing rcosd ” 
例 2. 和 考虑 变换 
se 二 = 7 
* 二 > 全 十 六 
由 于 
Ya 十 这 一 1 * 一 


了 
名 十 六” 
改 将 = 四 与 了 四 分 别 与 E 惠及 了 轴 重 合 , 邹 可 知 对 应 点 在 同一 射 钱 上 ,上 且 对 应 点 与 原点 的 
距离 的 平方 的 委 积 为 1. 
这 一 变换 是 可 邀 的 , 闭 变 烙 是 


2 十 yy xz 十 1 
帮 称 这 变换 为 反 演 . 
Dx, y) — 1 
DIE, 四) {二 


$ 17. 三 维 纤 阳 的 几 个 坐标 条 
与 举 面 上 曲 简 坐标 条 相 类 仆 , 现 在 把 这 一 构 从 扩充 浏 冯 间 去 ， 咒 有 三 组曲 面 ; 


= PLX, ys I) 
— prs y, 2), C1) 
wr — NC, ys) 
都 有 这 样 的 性 质 , 对 于 空间 中 的 一 点 《x,y, z), 有 唯一 的 # 合 
一 pfzy， y, 2), 
也 就 是 发 ,有 唯一 的 一 张 曲面 通过 (xz，y， zx); 丈 有 唯一 的 v 及 使 
站 
玫 样 一 来 ,三 粗 则 面 族 1) 就 构成 一 个 曲面 些 标 防 C(x;v; wj。 称 为 Cx,y, zs) 的 曲面 代 
标 . 


如 果 空 间 中 有 些 俩 外 部 分 ,我 们 就 属 , 这 是 对 不 例外 部 分 的 册 面 坐标 。 
和 营 用 的 秘 卡 儿 上 从 标 就 是 三 族 平 面 x 一 ay 一 5 一 < 迹 穿 而 成 的 ， 
如 果 F(x, y， xz 是 xz, yyz 的 栈 整 , 换 了 变数 


和 一 guns pi 了) sp] 2 = Rlns vs se) 


之 后 得 函数 
Gn, wy sy 一 Ftg, 在 ， 天) 
i 
BG _ OF Or | OF Oy | OF OQ5 
Ore Ox Or Oy Ba By Ox 
BC _ OF Ox , OF By | OF O5 
Ov Or Ov By dr Ox Hr 
BG _ OF Ox | OF 5y | OF Be 
Bip Hx Ose Oy Ore sz dw 
因此 得 出行 狮 式 
Bx 6 Os 
On Or Or 
Pr,ys lr OO dO 
Da， 和 | Op Or Or 3 
Bx By az 
Ow Bw dw 


称 为 Tacobian 或 画 数 行 旭 式 . 1 
全 1，。 未 些 标 4 或 称 裤 间 极 仅 和 标 )， 写 与 笛 卡 几 尝 标的 关系 是 
x—+r+sindcosg, 
7 一 ”sin 人 sin 中 ， 
5 < pcos0, 
共 中 
fr 守 0， 人 0 三 自 夺 Xx， 0 和 他 二 27 
+ 叶 ; 日 的 几何 意义 是 : + 是 联 精 原点 与 已 知 点 M(x,，y, 2) 的 笑 量 的 长 度 . 8 是 这 一 
失明 与 02 轴 的 交角 ,PP 是 OM 在 xy 平面 上 的 负 影 OP 与 * 加 的 交角 . 
汉 个 变换 不 是 一 对 一 的 。《r, 9,D) 鹤 间 中 的 平面 > 一 0 与 原 虚 ?一 7 一 4 一 日 相 


和 S22 司 


对 应 . 而 直 禾 一 0+ 或 ,7 一 常数 天 0: 间 耻 映 于 一 点 zx 一 7 一 0 一 ” 吏 一 r。 阶 
此 而 甸 , 则 是 一 对 一 的 对 应 了 . 

党 标 曲 面 形 成 二 碎 : 

(i) rf 一 常数 ,表示 中 心 在 原点 的 同心 球面 ; 

(1) 和 卓 二 常数, 寂 示 以 zx 坦 为 珊 的 加 欠 面 ; 

(i) 8 二 常数 ,表示 通过 z 轴 的 和 牛 平 面 . 

这 一 变换 的 Jacobian 为 


mindcos® sngdsinn eos 
Dlx #) 一 reosdcos® recosfsing rsind| = rising. 
Dlr, 中， Pp) _ 。 , 
rsindsing rsinfcos 0 


全 2。 凡 柱 坐标 。 这 是 *, ?平面 土 的 极 坐 标 与 变 基 “ 相 详 合 而 成 的 ， 


< 一 peosd, 


y= psing, 


和 一 它 ; 
其 中 
户 节 00，0 扫 上 一 2 Or 人 i, 


除 (p92) 襟 阅 的 直线 p 一 0, 3 一 <( 常 数 ) 秋 映射 到 一 个 点 + 二 y 一 0,x 一 之 
外 ,其 余 的 点 都 是 一 一 对 应 的 . 

坐标 曲面 形成 三 族 : 

(1) p 一 常数, 表示 母线 平行 于 = 再 的 图 性 面 ， 玲 线 旭 是 交 平 面 上 以 原点 为 中 心 ， 
P 为 后 径 的 图 周 ; 

《ii 站 = 常数 , 则 是 过 = 轴 的 持平 面 ; 

(5i) z 一 党 数 ， 袁 示 平行 也 xy 平面 的 平面 ， 
谈 换 的 Jacobian 为 


cos@ sing 0 g un 
Dlxsy:2) _|_ ， 9 9 ol= cos sinll _ 
Do 6 (1 一 snb oosg 
0 0 1 
全 3， 烦 球 坐标 ， 若 虑 下 焦点 且 共 畦 的 二 次 曲面 族 
+ yw zr 


图 定 一 点 (zs yx] 此 点 不 在 华 标 平面 上 ， 将 上 式 四 成 做 的 力 姓 时 ， 有 三 正 根 怀 , 鼎 与 
如， 满足 
> 
叉 由 根 与 邓 数 的 关 肥 可 和 
六 十 总 十 国 二 六 二 六 十 人 十 太 十 站， 
十 2 十 43 一 【《 灰 十 让) 本 十 各 关于 ga 十 让 
人 一 RA, 


| 


于 是 得 出 


TT 一 十 2 
希 
A 
VR 一 站 
OAR BR 
RV 一 可 


如 时 限制 x ,yz 在 第 一 卦 洪 , 则 这 些 试 子 都 只 取 正 号 , 数 人 (人, 如 加) 就 是 第 一 封 限 内 点 
的 权 球 些 标 ， . 
三 坐标 曲面 族 是 ; 当 X 一 常数 > 上 时, (2) 表示 酉 球面 ;当下 > 4 之 训 时 , (2) 表示 
单 叶 双 锰 面 ; 当 8 < 所 过 和 时 ,2) 是 到 时 双 曲 面 ， 
变 履 的 Jacobian 是 
Dxs yy #2) (0 A Oo MDC) 
DO ha ha) VO BC RB BR ME NR 4) 


二 5 


第 十 三 意 和 带 变 数 的 贯 , 航 数 及 积分 


§1. 一 致 收敛 上 中 


命 品 代表 二 杂 闵 间 的 一 个 域 ,我 们 所 讨 询 的 莉 数 为 指 在 儿 上 计 佬 的 吉 个 变数 x,."**， 
xm 的 图 数 ， 为 稍 单 计 , 我 们 就 用 * 来 代 娄 二， xm; 换 一 侣 印 谣 ;1x) 台 曰 指 za ， 
Xn 的 函数 ,. 且 这 天 个 变数 部 在 六 上 变化 : 酌 数 条 可 能 是 实数 也 可 能 荐 复 数 . 
如 果 对 任 一 x € DD, 烟 数 鞭 
antx)} 和 一 1,2.3， 
都 收 仑 , 这 个 贯 就 称 为 DD 上 的 收 艇 中 , 以 fas (x)] 表 之 。， 宅 的 极限 也 是 在 马上 定义 的 一 个 
图 上 a(x), 
一 般 诗 来, 对 娓 中 的 一 点 zx: 当 我 鸽 输 了 一 个 汪 0; 有 一 正 数 育 存在 ,使 当 m > N 时 ， 
(at) 一 atx)| < 6, 
这 NN 不 得 和 s 前 关 而 且 和 点 * 有 有 有关。 的 总 之 , 当 * 变化 时 ,我们 所 选 的 负 也 变 伐 . 
我 们 更 在 计 前 一 个 十 分 重要 的 情况 ,就 是 N 天 不 与 点 * 有关， 而 仅 与 5 有关 的 情况 ， 
这 一 稀 念 补 为 一 至 收获 定义 如 下 ; 
定义 . 在 D 中 定义 的 一 个 型 数 贯 
eaft) F123,.. 
称 为 一 数 收 禹 了 zkc， 如 时 它 迹 含 以 下 的 条 种: 任 与 一 上 人 0, 我们 可 以 选 得 六 仅 与 有 
美 而 不 与 x 有 关 , 使 当 z 之 NN 时 ， 
laslx) 一 sr) <6, 
由 定 浆 并列 看 出 , 画 数 肯 [a(x 一 埃 收 但 于 a(x) 的 充 玫 条件 是 
sup| anlx) 一 et 一 0 《opD)。 
定理 1 《Cauchy 乔 别 条 件 )， 一 个 而 数 抽 
gar) ml,23, 
一 致 收藏 的 必 查 日 充分 条 件 是 ， 任 葵 一 个 > 0, 可 以 找到 仅 依 炳 于 8 而 不 依赖 子 x 的 
N,; 使 当 w;# 之 NN 时 ， 


a x) cf 所 e, 
证 . 必要 性 . 如 时 an(e) 一 致 收 人 敏 于 atx) 了 我 但 有 六, 鸽 当 四 六 > ™ 时 ， 
ea 一 < 二， let al) < 
所 以 


中 本 三 


[ae — qe) lar) — afx)| 二 全 一 区 | < 二 十 > —g 


充分 性 ， 忠 关于 收 需 性 的 Cauchy 逢 如 条 件 知道 ,对 任 一 2+, okt) 收 施 , 候 设 寂 的 极 

限 是 藩 数 a(x)， 

性 与 8 > 0, 我 们 有 NN 存在 ,使 
(an (x) 一 age a (Cm, n> NY), 
二 定 mmx, 命 #* 一 00, 期 因 4%) 2al2), 所 以 当 m 守 NN 时 ， 
[amtx) — atw)| < s。 

郎 得 一 致 收 襄 狂 , 
定理 2。 速 禾 阔 数 的 一 私 收 剖 贯 的 极限 也 是 连 稍 男 数 . 
让 任 和 给 s > 0, 我 们 有 NN 存在 ,使 

{lastx) — als)| 8 (n> N), 


这 多 与 * 开关 ， 若 处 
(atx 十 人 一 at 礁 |es(r 十 个 一 az 十 人 | 十 [age 一 age 
+ astrt hat)| 28 十 |asf 十 有 一 cfz)|。 
由 于 fr*) 束 稿 , 故 对 已 葵 的 s 盖 0, 有 B80 存在 ,使 当 |#| 二 时 ， 


iaCx 十 在 ] 机 交涉， | 8, 
因 必 
|ztz 十 本 一 et| < 38. 


《注意 ,本 奸 肯 虽然 是 一 个 变数 的 形式 ,但 是 却 具 严 个 变数 的 实质 )， 
例 1。 画 数 愉 


Ba 一 一 2 
二 nw 
是 一 个 收获 引 ,下 的 极限 基 
0， 如 果 0 二 x 所 1， 
fx) 一 已 如 果 一 9 . 


由 于 xx) 不 速 济 ,所 以 这 个 趴 在 0 志 * 专 1 中 不 一 笋 收 评 


例 2. 画 数 扩 
ao(z) 一 z 工 一 < 一 0 二 1,2，, 
也 是 一 个 收 侣 鞭 , 它 的 极限 是 
一 一， x > 0, 
a(r) = tl oe 
: . D0, + 一 0, 
由 于 a(x) 不 如 各 ,所 以 sa.(x) 不 一 致 疏 黎 ， 
蚀 3 画 数 潜 
anCx) 一 1 i 3 1.2,°°* 


的 极限 是 ox) = 0, 虽然 a{x) 回炉 ,但 [aolx)] 仍 不 一 匆 收 颌 ， 厌 因 是 


,56 », 


它 并 不 鸦 了 于 0。 由 此 可 昂 ,和 不一致 收 敲 的 连 竺 画 数 肿 的 极限 岂可 能 带 业 , 也 就 是 骨 , 航 限 
画 数 速 图 只 是 连 精 阔 数 贯 为 一 致 收 禹 的 必 槛 条 件 , 伍 工 非 记分 条 片 
定理 3 如 此 对 DD 上 一 点 a, 有 
limastr) 一 cos 
并且 ssks) 一 孜 收 般 于 sf) , 则 = 的 极限 < 存在 ,已 


lmatxy) — lim Cs Oe, 


证 。 ”由 定义 ,对 任 一 8 > 0, 有 N 丰 在 ,使 
| ea 一 ES nm N, 
这 站 与 有 开关， 人 和合 < 一 4， 则 得 
les 一 cmi < 6, 
因此 <。 有 极限 * 存在 . 
由 不 等 式 
[ate — el Ta 一 cn 十 sr 一 angle 十 ic 一 上 | 
出 发 ,我 们 可 以 取 尺 ,使 当 # 守 NN 时 ， 
Iles— el <e, lalw) — artr)| 一 后 
双 可 以 取 纤 人 0, 便当 lx 一 al 二 时 ， 
leanlr) 一 co < 6, 
才 当 1x 一 4| 二 8 时 ， 
halt) — el < 38, 
部 得 定理 ， 
定理 也 可 以 改进 为 :等 式 
lim lim gnCx) = lm lim zx) 


当 g(x) -- 致 收 怠 时 成 立 ， 注 音 非 一 致 收 航 的 情况 ,两 个 极限 的 求 取 不 能 任 容 站 换 。 
$ 2. 呐 的 微分 积分 
定理 1。 如 果 在 fo。5] 上 4,(x) 速 粮 ,而 且 -一 政 收 黎 于 a(x), 则 
[aar = lim | est)as, 


也 就 是 ， 
人 Ga eofwe7 Der=njinm | antr) dx. 


在 。 和 葵 了 任 一 s>> 0, 有 NN 存在 ,使 当 w 记 NN 时 ， 


lant*) 一 alx)| = 8. 
因 琵 


志 5 且 


| | iat)ar 一 人 他 of 人 | A 人 [alx) — aslw) {dx < stb — a), 


例 1。 不一致 收 化 ,有 时 精 果 不 秆 ,如 


重 
sm | 2nxrre dr = lim(l ee™) = 1, 
Ho JO 4 


1 [ 
| lim (Zn xe "* dr 一 0, 
站 关注 


全 2.， 不 一 臻 收 雍 ,未 果 有 时 也 正确 ,如 


。 lorfi 十 9) ， 天 学 
i im 0 lim —— dx, 
a ol + mi nvm onmmT 十 A 


定理 2 如 果 aake) 在 区 间 [a, 58] 上 可 积 ,而 且 soksx) 一 圾 收 玄 于 atx); 央 ztx) 也 

可 积 ,而 县 
b 
Hm | gnlx)dr 一 (ela 
不， 我 们 来 计 论 国 数 a(x) 的 可 积 性 . 
出 于 一 致 收 做 性 ,给 与 8 之 0, 有 NN 存在 ,使 当 # 实 NN 时 ， 
e 
| okxy 一 atw) | 一 了 
印 ， 
古人 一 了 了 < alxr) < zafs) 十 


了 fs;7] 的 任意 部 分 [a,B] ,和 并且 命 普 与 对 是 两 数 asks*) 在 [x, 8] 于 的 上 确 界 与 下 确 界 ， 
而 ww 二 M 一 zm 古 尼 的 揽 幅 ; 尺 用 必 表 示 团 数 alx) 的 振幅 ,四 在 [a, 有 上 ， 
各 岛 


所 以 
人 三 ww 十 8 


把 区 间 fa. 5] 分 成 部 分 区 间 [x , xij, 在 这 区 击 内 ,en(x), alrw) 的 振幅 各 记忆 wi， 

9,, 则 2; 过 ow +6, 并且 
DAri < ioiAi + el — a). 

因为 st5 一 q) 可 以 任 音 小 ,而 当 4 一 max Axi; 一 0 时 wiAxi 蓝 于 0, 所 以 左边 也 选 于 
0 ,于 是 a(x) 可 积 。 定理 后 牛 部 分 的 妹 明 与 定理 1 完全 相同, 

定理 3 假定 stx) 在 [4,5] 上 可 微 ， 而 微 商 贯 [a(x)] 在 整个 区 阅 上 连 强 并 且 
一 致 收 艇 ， 和 如果 已 知 丽 数 甘 aolx) ] 在 a 吉 收 化 , 则 [antx)] 在 豆 个 区 间 上 一 教 收 化 ,其 
和 且 极 也 atw) 是 可 徽 的 , 且 


a (rt) — liman(w), 


a ,. ， 十 
-一 lim asfa] 一 im 一 afr)。 


» SR 生 


是， 我 们 人 先 诈 明 贯 [a.(x)] 在 区 到 「z, 上 8] 上 一 臻 收敛、 出 
Ha} = af] 十 jo tx)dr 
得 
ia — a x) | |)anta) — esa) + | tal) 一 


和 企 给 s>>0， 因 [as(z)] 在 [4,5] 圭一 致 收 喜 ; 故 存在 Ni 使 当 m, # 之 Ni 时 


Ey 一 gn _ 人 
(0) a) < 5 xz， 


由 摧 [ov (xz 在 x 一 a 的 收 艇 性 ,有 Na: 使 当 m,n 祈 N; 时 


| 后 
lara) anta)| 所 2° 


故 当 mr, n>N 一 max (NI, A) 时 


_。 4 
[amtx) 一 anfz| 一 7 十 aE — DD ) 志 2 


因此 贯 [as(x)] 在 [e ,2 上 一 致 收 黎 . 
命 
artr) 一 meatr)。 
由 定理 2, 可知 
人 qt {2 2 = {im 下 a {rd 一 limf astx) — ata)!l = atx) — ala), 


因为 发 积 巩 数 a*(x) 过 灶 , 左边 积分 的 微 南 等 于 a*Cx), 它 和 alw) 的 微 商 相等 ， 


$3. 团 政 钱 


对 于 一 致 收敛 的 连 秆 阔 数 黄 。 我 们 有 积分 号 卞 家 极限 的 定理 ($ 2, 定理 1)， 如 果 在 
fs, 5] 关 有 些 例 外 的 点 ,这些 例外 点 的 来 源 或 出 之 于 不 一 致 收 仇 , 或 出 于 下 积分 ,我 们 也 
有 一 些 结 果 ， 人 先 引 进 

定义 ， 如 末末 数 眉 1aslx) ] 在 区 间 [a,5] 上 处 处 收获 ， 且 有 一 与 x, x 痢 无 关 的 常 
数 M， 使 


(atx)| EM, 
旧称 sstx) 在 [a, 21 十 轿 上 屠 侣 ， 
定理 1 如 果 [a,5] 中 冰 一 点 <, 对 人 性 写 5 六 0, a 在 [a,0 一 81,[c+ 8,5] 
上 一 效 收 敏 , 又 若 aslx) 在 [a,5] 上 图 收 圳 ,上 则 仍 肥 
lm | Asx dx 一 (3 


证 命 a(x) 一 fimas(x), 由 
[fete) — (Olds 


<|{ [ed6) — oe) ler | + | [eco 一 sa 


» S59 + 


十 438M， 


中 自 下 十 前 一 者 下 
十 | 位。 ca)dz| 十 [人 ,eepa | < 人 十 | 1, 
对 住 与 的 8 之 0, 可 先 取 8, 使 48M 二 8， 又 在 辣 固 定之 后 , 可 取 # 充 分 大 , 使 其 前 二 项 磺 
都 小 十 s， 因 而 得 铬 本 定理 . 
这 定理 中 的 例外 点 ,可 以 推广 为 不 止 一 点 ,而 有 交 限 个 例外 点 的 情况 。 允 此 定理 可 
以 推广 为 


lm [ny qa(W) PUY) ds 一 {Himes pC) a, 
内 贷 假 定 
| lqtx) dx < 00., 
以 后 将 述 及 Lebesgue 积分 ， 在 考虑 Lebesgue 积分 时 ,这 定理 将 以 更 完整 的 形式 出 
现 , 如 Arzé&la 定理 等 . 
例 1。 疼 数 贯 


gntr) = 1 ; dx) = nr x, (Ox), = 112 
1+nr 


都 症 转 收敛 ， 
一 个 更 重要 的 例子 是 
人 讽 2. 醒 数 黄 


攻 i 
Sn HT 
qa) = > 一 一 -一 一 ， 二 ,2 
i= Te 


我 个 将 就 明 写 在 任何 诡 间 上 都 固 收 化 . 因为 aolx) 为 奇 图 数 , 且 有 周期 2x，, 所 以 只 席 证 朋 
写 在 0 所 >< 委 上 团 收 禹 便 已 足够 。 
因为 


al 人。 十 去 ) 一 sin + 
cos cos2t Sy 


所 以 
n( + ,1 
nt 十 一 1 一 sin 一 # 


Gal) 一 {Cooss+t + = 2 di 
0 
2sin 
2 


1 
in (nt) 加 
| 一 一 一 2 人 一 二 js + Tia 1 
0 1 2 2 


v 各 


- §D 血 


+ 于 


二 = ; 
Sa 有 界 ， 丸 因 sinw 所 #, 所 以 
[2 


村 
0 


{( 1 — +)an(a+ Lt)a|<|( 1 一 十)a 
0 ， 1 + 2 0 ， 工 上 
—£ 
2 


2 Sn 一 2SLm 


。 ( 
因为 全 da 履 铬 (内 $10.10 例 二)， 所 以 | 


2 
fer) | SM, 


下 重 我 从 下 证 月 
im ok) 一 (Orz), (2) 
极限 Lod) 
十 二] oo 
| ” 加 并 | Sn, 
0 [2 0 路 
存在 ， 到 
x cosf。 十 二 
| 一 一 土 )sin(e+ jz 一 一 一 1 2 十 
> 夺 1 
2sln 2# 2 sin—x 六 十 六 
1 | 4 1 
十 一 一 | -一 一 -一 一 一 jeos( 关 十 一 上 zy 
+ 4 Ce ) ( ) 
2 2 
晶 证 上 和 式 最 后 一 个 秋分 和 界 , 故 当 一 吧 时 ， 曼 后 一 项 赵 于 0, 而 得 
1 
| sin{n + bs) a 0, 
2 
于 是 出 (1) 式 得 出 
lim a,{x} 一 | 一 了 x (0 二 x 各 
op 0 2 
特别 当 z 二 x 时 , 因为 str) 二 0, 所 以 得 到 
sin 1 2 
| du 一 十 (3 


m 


(2) 式 得 姓 ,同时 我 们 也 得 到 了 Dirichlet 积分 | 江 z 的 值 ， 


叉 因 极 痕 半数 
Ti lr (0<x<2r) 
zz) = 42 2 
0 (x = 0) 
在 0 外 不 肖 纺 ,所 以 a,(x) 在 任何 包含 2mx 的 区 章 中 不 一 和 致 收 襄 , 但 它 是 有 界 收 做 的 . 
上 丰 研究 刺 积 分 的 情况 . 
定理 2。 如 果 astx) 非 负 ， 且 对 固定 的 x, 它 是 的 非 减 画 数 . 又 对 任 一 cl 达 4&)， 


# 四] = 


| lim os(z))ax 一 im 人 (Daa， 
副 在 下 式 有 一 六 存在 时 ,有 
(Clim ae))ar 一 im 全 coDaz， 
《注意 ,这 里 的 刁 可 为 有 限 , 也 可 以 是 00.》 
均 . 假定 在 边 收 化 , 命 
lim | asl)ax 一 
由 a,lx) 的 非 笛 性 可 知 , 对 任 一 cf 到 六， 


昌 Eo 
| lim arlx ax 一 lim | grt dar ES 


| lm artx)dz 一 了 
存在 , 朗 左 边 也 收 铬 ,而 且 
Ts, 
另 -方面 ， 


(ecoes < | TR = 了 
全 入 一 00, 可 各 5S 守 7， 所 以 Ss 二 名 
法 可 人 站 过 出 发 来 族 朋 等 式 ， 


$ 4 级 数 的 一 致 收 伍 性 
现在 考虑 级 数 


V(x), CD 


籽 三 1 


时 


Sofsy 一 全，umfz)， 


是 胃 数 的 问题 就 变 为 由 $,(x) 的 问题 , 而 从 俱 的 性 项 立 列 可 以 推出 扒 数 的 性 质 ， = 仍 

然 在 产 维 的 域 六 中 变化 。 

定义 ， 如 果 贯 Stz) 一 致 收 伍 于 Sr) , 基 称 级 数 一 致 收 散 于 SCx). 

定理 土 。 稻 数 《1t) 一 致 收获 的 必要 是 充分 条 件 是 :和 葵 了 任 一 s > 0; 有 不 依 子 zx 的 入 
存在 ,使 当 # 之 N 时 ， 

{Sar CO— 5| e000, 

例 ， 设 寡 级 数 了 ax" 的 收 钱 千 从 为 尺 ， 刚 对 任何 >( 二 RN)， 震 级 数 在 [zx| 过 " 中 

一 玉 收 艇 ， 命 7' 到 适合 7 三 < 之 及 的 任 一 实数 , 则 因 > ,aar= 妆 租 , 故 必 有 正 数 天 ,使 
4 62 。 


|esr | 二 区 (对 所 有 # 都 成 立 ), 于 是 在 |x| 所 7? 中， 


Tn 
区 十 上 | x n+ 和 的 
3 oor |< DD or ET < 3 (5) re 
+ Ea 
二 一 


二 如 十 1 好 一 划 十 二 


放 一 好 十 1 


由 此 不 难 获 得 精 困 ， 
定理 2 如 果 对 DD 上 一 点 a, 有 
lima,{*) 一 cos 
叉 2wotx) 在 辣 上 一 致 收 艇 ， 则 
lim Dau) = Dens 


2 p=i 二 


县 这 级 数 收 佛 . 
定理 3 连 糖 本 煞 的 一 致 收 租 航 数 的 和 也 是 连 籍 画 数 . 
以 下 二 定理 虽然 是 一 个 变数 的 形式 ;但 实 盾 .上 不 难 推广 到 多 元 函数 的 情形 。 
定理 4 可 积 加 数 的 一 致 收 合 般 数 可 以 逐 项 积分 , 邹 
(Mb CD == > {utd ar. 
a 3921 Ja 


如 到 工 


定理 有 如果 微 分 后 的 航 数 一 致 收 艇 ， 则 级 数 可 以 屎 项 微分 ， 更 具体 地 设 ， 如 张 


> xuu(e) 收 钱 ,wntx) 连结 ，> wks) 一 致 收 敏 ,出 


-Se 一 Se。 
x 


由 一 下 村 二 


故 若 命 R 为 老 级 数 aox' 的 收 镶 生 答 , 划 在 |z1 二 请 中 ,f(x) 一 Souxr 可 就 项 积 


分 与 水 项 微分 , 
我 们 还 有 


定理 6. 如果 对 任何 3>>0，2 unkx) 在 [a 十 8,56] 上 一 致 收 艇 ， 并 及 tsz) 在 [e， 


5] 上 转 收 合 、 又 设 


人 pr) ler < 00, 
ED 


sox) Pr A 一 wp3 unr) pry dx, 


更 一 了 


= 
定理 7 裔 w(x) 之 0, 且 对 任 一 cl 到 下， 常 有 
人 > ualx)dsx 一 > 人 woe) dirs 
期 在 下 式 有 一 方 为 收 伍 时 ,有 
[> a(x)Gz 一 > 全 “epes 


娄 之 
， 


可 以 为 有 限 也 可 以 为 oo) 


若 wwlx) 可 正 可 和 色 , 在 将 收 化 的 条 件 换 成 禄 对 收 敲 后 , 定理 仍然 成 立 。 人 详 刀 到 之 ,我 


个 有 
定理 和 ”车 对 任 一 ct 之 站 ,党 有 


tm oe 


So 一 全 (ea 
| 


如 二 1 至 一直 


人 Sr) lar — > (lute tz, 


mn 二 1 


项 在 
(3 lute) ta 与 二 | lu tas 


有 有 一 为 收藏 时 ,等 式 (2) 仍 成 立 . 
证 ， 由 定理 7 知道 , (3) 中 任 一 式 的 收藏 保 计 另 一 式 也 收 促 ,并 且 两 者 相等 
这 两 种 假 定 是 等 价 的 。 于 是 内 为 
< junkx)| + ws) 2 | wr)|, 


所 以 
P| he)! + wl) as 


起 三 


由 收 合 .再 由 定理 的 假定 及 定理 7 香 到 


人 全 wa 一 人 Del + wml) ds, 


出 此 导 香 结果， 
如 时 wtx) 是 复 西 数 .如 
zaf) 一 alr) 十 BL), 


(3) 


所 以 


汤 过 讨论 [xoCx91 十 wlx)， |an() | 士 Bx), 这 四 个 图 数 都 是 非 负 的 , 我 们 也 能 得 到 关 


似 的 定理 ， 
铅 工 。 斌 将 | 


秋 数 


= zx 展 成 役 数 形式 . 
V3 - 


在 [0, 1] 中 一 致 收 仇 , 故 可 和 逐 项 积分 得 


1 : a drt DL -| dr 2 


Ve 加 = 各 | 二 1 i 1 


人 钢 2， 试 将 | orlog x dx 展 成 级 数 形式 . 


级 数 拉 一 世 在 [0, 1] 上 一 致 收 化, 严 
妇 二 1 nl 


» 54» 


1 
人 | logxr|dr 一 1 二 的 ， 


故 由 定 至 6 得 到 
1 
| 一 一 一 
人 OF XY Ax pe log x dx 2 eT 1y* 
谷 3， 求证 
上 
人 ee 
我 们 有 航 数 
1 | 
log 1 一 十 一 十 3 十 


这 个 狼 数 在 1 的 邻近 大 不 一 和 致 收 仇 , 臣 至 也 不 困 收 笋 .但 因 兰 三 六 0: 和 着 县 
f log- 一 


又 对 任何 。 < 1, 般 数 2) 气 在 10, ec] 中 一 致 收 艇 ,所 以 


di， 


于 是 由 定理 ? 得 到 


1 1 、 _ 
> zi 上 
蚀 4 命 afz] 二 ge 一 be 之 ga 之 四, 妈 


咖 


2 oe 一 S (+ 一 二 -0 


二 1 n=1 如 天 


Me wax) har = |( 一 _ 二 ja ~ 0, 


所 以 
>) 人 三) FE 人 > walt) dr 
ps o El 
黄 所 以 不 能 变换 ,是 因为 
> | [ux) [2x 
本 三 1 


Bn 看 条 下 


pb [a 


og 二 Og 一 
发 航 ， 章 实 上 ,wt*) 在 x < 一 一 一 时 为 所, 在 >> -一 一 ”时 为 正 ,于 是 
了 (5 一 a) nebo— a) 
ars gs log blog 
人 ja Cx) jax = (人 人 j[ee 一 ge—"*]ix 一 2(e 5 pe ba ) 
utb—a) 


所 以 1m) 1ax 发 衣 . 
如 二 1 


$ 5. 一 铬 收敛 的 一 些 刊 别 条 件 


现在 再 介 胡 几 个 和 判别 条 件 . 
定理 1] (Weierstrass)， 全 Das 是 一 正 项 的 收 就 级 数 , 如 果 对 到 分 大 的 nn, 有 
latx) | Sa xD， 
则 般 数 > ;zxofx) 一 致 收 租 ， 
证 - ”下 比较 原则 ,对 任 一 *E DD, 级 数 


Ea] 


| 


n=1 


是 下 化 的 , 命 基 和 为 s(x)， 

由 

je) 一 so 人 | | ae 十 rz) 二 | a 十 

可 以 获得 定理 , 

我 们 还 可 以 淮 广 . 

定理 2 如 果 之 ms) 一 致 收 允 ,并且 

lunCx)| SS valr) x ED， 

如 > mtz) 也 一 息 收 艇 . 


立刻 可 以 推出 
定理 3 如 当 有 一 与 守 无 关 的 常数 z( 撩 1 使 区 充分 大 的 z， 
划 航 数 
nl) 
一 歼 妆 伍 . 


定理 4. 如 果 有 一 与 x 无关 的 常数 1:( < ,使 对 充分 大 的 w， 
[| | < 7 
则 级 数 > ,mvfx) 一 敏 收 航 ， 
全 1。 三 角 吃 数 


总 站 。 


> 2 
是 一 致 收 般 的 . 
全 2. 命 1 二 2 一 5，Dirichlet 级 数 
《一 久 + :=a+i, 
相去 全 
在 区 间 a 受 5 迄 瑟 中 一 臻 收 歼 ， 
这 是 有 名 的 Rismann 习 而 数 . 
市 3 航 数 
{1— C—O a — 0)" 


在 一 1 志 x* 所 1 中 一 秘 收 人 儿 ， 
§ 6， 一 到 收 化 的 Abel 及 Dirichlet 芹 别 法 


任何 一 个 检验 收 化 性 的 逢 别 法 , 只 要 它 的 条 件 与 区 域 吕 中 的 * 无 关 , 都 甬 成 为 检验 
一 致 收 敲 性 的 刊 恒 法 ， 例 如 ,与 定理 4.4.2 及 定理 4.3 对 应 的 十 
定理 1(Abael 逢 列 法 》。 假定 


2 5o(#) 

在 台中 一 致 收 窝 , 又 设 对 每 一 x, oa(x) 成 一 单 疆 册 , 旦 有 一 与 mi x 雹 关 的 常数 天 ,使 
Hanley | 天， 

央 级 数 
2 PRESTREY 

在 五 四 一 致 收 鼓 . 

定理 2 (Dirichlet 利 别 法 )， 如 果 38,《x) 的 部 分 和 

(1B.Cx)| SM, 


而 好 与 ay x 无关, 双 对 任 一 +x, aatx) 单调 一 致 地 趋 于 0 , 风 级 数 


Dual) bx) 


但 三 了 


也 一 致 收 镍 . 

这 其 定理 的 施 朋 与 定理 4.4.2 及 定理 443 完 双 类 仆 , 因 为 没有 困难, 我 个 把 它 留 徐 著 
省 自 站 ， 

全 41。 命 a 是 单调 趋向 于 0 的 趴 ， 在 任何 一 个 不 包 有 2kx( 和 一 0, 土 1, 二 2,*，*…*) 
的 附 区 关内 ,家 数 


a 加 | 
。 1 | 
> Hn SID HW > Hn COS Hy > dre 
二 1 


时 三 1 n=1 


» 他 了 a 


于 一 玻 收 敛 ， 


理由 如 下 : 
1 1 
pa cos 到 xz 一 cos (nt 了 )x 1 
sini | 一 | 一 一 一 一 一 一 | 过 T 
t=1 zsini ew 
全 : 2 


在 所 讨论 的 区 关 因 , sin * 天 0, 所 以 得 出 一 个 与 x, x 虱 无 关 的 上 界 .。 
它 的 一 个 重要 特例 是 : 般 数 


在 任何 一 个 不 包含 2krth 二 0, 土 1, 土 2,……) 的 六 区 加 上 都 一致 收 化， 关于 这 个 级 数 ， 
$ 3 中 已 约 臣 明 ,这 扒 数 在 整个 直 绚 上 园 收 伍 , 并 且 


1 本 
Sm ll (0 27), 
*=1 站 2 2 


他 2. 车 a 古 递减 的 正 数 鞭 , 胡 数 


[| 
> gn Sin 玉芝 


[i 


在 任何 区 并 上 都 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 ， a, 一 s+), 也 序 nas -> 中 


3 
证 ， 1) 必要 性 命 p 关 4, 考虑 * 一 站 及 w= [十 p + , 我 们 有 
in pr 
sin T 


> lsinast et dingr)> ol p—1)ind > 站 pap 


( 因为 现在 有 三 > oox>> 二 zj ， 由 于 所 沽 谍 的 投 数 在 一 包含 原点 的 区 阅 中 一 致 收 伊 , 故 


当 ”-> co 时 ,上 面 不 等 式 的 左 方 荐 向 于 零 ,因此 par -> 0, 也 朗 m 一 o( 车 ) 

2) 充分 性 ， 由 于 周期 性 及 奇 责 数 性 ,不妨 假 定 0 委 < 安吉 命 币 一 max (mam)s 
有 由 假定 p, 一 0。 又 命 

Som = anSingx 十 TT dn Sin mxy 
我 们 将 证 并 
. 18s, A (x 十 1 pa, 

册 此 不 难得 出 和 辕 采 ， 

落 六 二 ， 由 于 


1) 此 处 [x] 表 的 苇 数 部 分 ， 


® 9 = 


cf 了 josf。 + 3): 2 1 


| sin ax Tt -+ + sinrx| 一 < 


- 1 。 1 
了 Sm 一 和 sin 一 立 
2 2 


(因为 在 0 < 8 < 二 中， -5 所 十 才 , 放 让 Abel 引 更 (第 十 这 6) 可 知 ， 
S111 


Ils.m| 到 一 A 


又 若 * 所 三 ， 因为 sin9 之 9, 政 有 
8) Sane om mp res. 
今 若 一 Ex < 一 一 ,我 们 将 这 两 种 沪 法 竺 合 起 来 用 ， 我 们 有 
seo SS 155. fa]| + lS[s rnl, 
对 于 se 12], 因为 < 所 /| 本 |, 所 以 用 第 二 种 方法 得 到 


Ss, [=]| SE pn 
夺 


受 因 + > -一 二 ,所 以 用 第 一 种 方法 得 怡 

亚 

‘2|+1 

EE 

上 [=]+uz| & [2]r 和 
所 以 叉 得 到 
1 3, Es (x 十 1) pe», 

而 往 到 所 村 证 明 的 烽 打 、 


§7. Abel 定理 及 Tauber 定理 
避 备 级 数 > oe" 的 收 乱 中 低 等 于 1, 划 在 区 并 1z| < af < 1 中 ,震级 数 一 特 收 策 ， 


今 关 级 效 > e 收 和 二 老 级 数 的 一 黎 收 敏 区 间 能 香 呵 在 伟 展 一 直到 1. 加 答 是 肯定 的 ， 


下 就 是 有 名 的 Abel 定理 . 
定理 1 LAbe)。 惟 级 数 


收 误 ,到 短 航 数 


在 0 委 * 近 1 中 一 致 收 租 , 且 有 


lim > fa? 一 » EP (1) 


tL y=0 ##==D 


谣 。 在 上 节 的 定理 1 中 ,了 肥 anlx) 一 x" 5a(#) 一 ns 立 得 定理 的 前 年 部 分 ， 定 理 的 
后 年 部 分 由 4 定 埋 2 导出 ， 
Absl 定理 告诉 我 们 ,如 果 (1) 式 厂 石 收 惑 ,其 左 方 的 极限 也 碍 在 ,并 且 与 它 租 等 、， 沁 
的 族 定 思 未 必 总 确 , 即 车 (1) 式 左 方 存在 , 石 方 未必 与 它 相 等 ,其 至 还 不 一 定 收 但， 例如 
1 由 
lx 


10) — PD (~ Dw ~ 


当 x 一 1 了 时 , f(x} 一 过， 但 > (一 47 不 收 训 . 

刻 时 我们 给 系 数 a 的 阶 以 一 定 的 限制 ,他 定理 便 有 可 能 上 成立 ， 我 们 有 

定理 2 Taober)， 车 os =- o (二 站. 旧 当 * 一 工时 ，(D 式 左旋 的 仿 限 存在 , 则 > a 
也 收 敏 , 工 且 (1) 式 成 立 ， 

证 。 我 们 只 须 许 明 


上 i 
> ”一 Des>0 (x 1), 
w=0 杂 


此 处 N = | 于 一 | 为 一 的 整数 部 分 六 证 上 明 


1 一 1 
5 上 
>, QnX* 一 >) a 1 一 x*)—* 0. 
妖 导 志和 开 一 用 


因为 a, 一 (+), 所 以 给 定之 0, 可 取 N 很 大 ,使 144s] < eln 之 N), 于 是 


= ~ Eg 所 = 语 
4sx" | 一 Nan | < >， 妇 把 一 一 一 -一 一 所 
3 ” 郁 二 六 生 1 四 NTF1 2 (N+ (1 — x) 


及 由 san 一 日 可 以 推出 (平均 值 的 极限 等 于 原 性 的 极限 ) 


N 
1 | —» 1 一 > 
克之 熙 | 0 (AN oo), 
所 以 
N N 1 忆 ， 
之 af 一 39] |< 【EL 一 >) 入 "le 所 之 nlas| — 0, 
由 此 和 从 内 定理 , 


这 两 个 定理 可 作 种 种 推广 ,例如 将 * 推广 到 复 变数 z 的 情形 , 又 'Tauber 定 理 中 关于 mi 
附 的 版 制 可 作 一 定 程度 的 放 禹 ,例如 将 a 一 。( 寺 ) 换 成 ,一 of 二) 等 。 芝 此 定理 统称 
之 为 Abelian 与 Tsuberian 定理 , 它 构 万 了 数学 分 析 中 的 -个 重要 部 分 , 我们 在 这 旦 不 再 
必 直 介 稻 了 。 


§ 8， 求 隆 醒 数 的 逐 淋 珠 近 法 
我 们 假定 F(z ?) 及 其 徽 商 (x yy) 在 以 (Ciay yn) 为 中 心 的 正方 形 


0 


(CD) [x 一 “ol 所 他， fy 一 yl 所 入 
中 连 甘 ,并 且 


F(xo, yo 一 0， F(xo, yo) = 人 0, 


前 书证 明 存 (xo, ya) 附近 ,可 由 
Flx, y) =0 
解 出 y 来, 换 膏 之 ,有 一 个 单元 连 积 画 数 
y = f(x) 
适合 于 yo 一 芒 0) ,而 县 有 过 等 惑 


Flx, f(x)] = 0. 


我 们 更 在 可 以 利用 一 致 收 化 的 原则 来 具体 的 定 旱 y 一 开 *) 来 , 
凋 先 让 我 们 讨 葵 一 个 比较 阐 单 的 山 是 ,就 是 方程 (1) 共有 


y= y+ Phx, y) 
的 特殊 形式 ,此 处 Plxo, yo) 一 0， 
| 9， (xo, yo)| 二 1, 


注意 ,这样 做 苦水 处 去 普 沁 性 ,原因 是 我 们 可 以 把 一 般 方程 (1) 改写 成 
Flx, y) |， 


一 md 加 


Fy( wo, yo) 
而 命 Cw) 
Flx 
3 ) < 人 r 1 四 
9 人 Fylxos yo) 


如 此 , 则 PC, yo) = 0, PCro, ?一 人 一 工 一 小 


(1) 


(2) 


(3) 


我 们 现在 来 解 方 程 (2), 由 吊 y 及 叶 的 回 绩 性 ,我 个 可 以 取 和 会 足 名 小 ,使 在 台中 


[oytxs | (<<), 
又 取 8 很 小 , 佳 在 1x 一 zol 筷 8 中 ,有 不 等 式 
[plz, go) < (1 — NA. 
现在 我 们 在 
CD*) tr 1y 一 | 守信 
中 来 作 和 进一步 的 讨 葵 . 
把 y 一 yo 代 六 (2) 式 右边 , 则 得 * 的 区 数 
= nr) — ya + PUx, yo), 
再 把 y 一 yi 代 太 (2) 式 右边 ,又 得 出 一 个 * 的 画 数 


= yr) = yo Px, Hi), 
辐 此 得 

ys = le) = yo tt PE, 12), 

ye 一 ya 人) 一 yo Px, yn) 
如 时 得 出 一 个 饼 数 其 


(4) 


(5) 


sn ?1 * 


CC) ya) pk] 

我 们 入 .这 个 贯 的 极限 ytx) 存在 . 

先 证 明 这 样 的 yaks) 都 在 区 并 

ly 一 yl 所 入 
中 ， 显 然 | 入 一 加 | < 近 导 一 从 和 安生 全 若 
| 一 四 | 所， 
出 由 上) 可 知 ， 
ya 一 Yo = PX, yw。 
但 
| 多 (xs yo 全 1pts Yo) 一 下 (zs yn) 十 ec yo)l, 
由 中 信 定 理 , 厦 边 的 第 一 部 分 为 
[pls ye) 一 中 Cr yo)| 一 | pybx, yy — pol < hah, 
对 第 二 部 分 ,由 (42 可 知 其 之 蕊 一 人), 所 以 
[ys OO— Yo) AA + (iA = A, 

郎 得 所 断 于 者 。 

其 灰 ，?yofko 都 是 * 的 连 御 画 数 ， 显然 mfx) 连 千 ， 假定 yife) 岂 速 稿 , 则 当 * 与 
w 充分 接近 时 ,ys-1(*) 与 ye 可 以 任意 小 。 故 让 

af] 一 ja) = Pr, Jolt)) 一 入 (zy yn )) 

与 Plx, ?7 的 如 村 性 ,推出 yx) 为 连 炉 ， 

现在 进一步 讨 离 图 数 芙 {ys} 的 收 禾 并 题 ， 我 们 考点 般 数 


yo 十 2 (ys 一 yat), (6) 
利用 中 人 稍 定 理 ， 
[ys 一 yo) 一 19 人 yo 一 phx, yo2)| <A) ye — yn-al, 
连 夭 应 骨 得 
13 一 ?or Ay 一 ya < Ry 一 yo 
< TAA 
而 几何 极 数 


(1 一 WAY A 
收 误 ,因此 级 数 56) 在 Tx 一 入 | 委 呈 中 一 致 收 禹 ,所 以 


7 一 ?ftz) 一 lm yal) 
在 指定 的 区 域内 连结. 
由 (3) 可 知 y 二 ytx) 是 方程 (1) 的 一 个 解 , 现 在 我 们 进一步 鞍 明 叭 一 性 ， 
如 果 有 另 一 解 3, 册 
7 一 + Phx, $). 
2 


与 原 解 相 城 得 
ly 一列 一 1e9(z y) — tx, DL) Ny Co, 
内 久之 1 所 以 y 志 3 了 不 可 能 ， 
这 是 一 个 值得 注意 的 方法 , 莆 藉 者 郊 访 。 


$9 无穷 乘 积 
现在 冰花 无 穷 乘 积 
《1 十 ed 十 cfL 十 ay。 
我 们 用 符号 
J (1 十 en) 
来 表示 它 , 并 假定 a, 中 没有 一 个 等 于 一 1 
命 P。 表 部 分 外 


p= J +o). 


如 果 当 = -> oo 时 ,Ps 药 于 一 个 非 6 的 极限 , 则 无 穷 芭 积 称 为 收 航 . 
这 几 不 将 tmP。 ~- 0 的 情况 定义 为 收 敏 ,完全 是 为 了 以 后 的 广 便 . 
不 收 化 的 无 穷 乘 积 称 为 发 散 , 而 imP。 一 0, 划 称 发 散 于 0 
催 1。 乘积 


是 收 均 的 . 
显然 ,如 果 (1) 收 笋 ,如 mm 一 0. 
先 从 吃 个 篇 单 的 情况 开始 
1》 如果 so 空 0, 无 穷 奢 积 
J +a,) 
=] 
上 区 级 数 
So 
同 为 收 黎 或 同 为 发 获 . 


证 。 P，, 是 一 斐 减 吐 , 记 以 这 贷 或 者 收 伏 或 者 卸 同 正 无 穹 , 内 为 


二 一 古 an 和 二 


由 此 得 出 竺 玫 . 
2) 如 果 #5 之 9， 合 4 一 一 由 3 我 们 斌 究 瑟 积 


= T= 


[3 


1a ~ 6. 


二 1 


2.1] 如 果 包 守 0. 记 于 1 (no 一 112 下 让) 5 屠 袁 , 旧 IICT 一 可) 出 收 谎 ， 
因为 £6 收 敏 , 故 能 取信 充分 太 , 使 


二 br 二 


特 剧 有 名 二 1(n 守 N)， 于 是 
《 一 Bw) (1 一 Bn) 宇 1~ by— But1, 
(1 EN) — Byrn) (1 — bra) BE 1 by ~ bw) 一 总 
1 by — byr— byrss 


一 般 讽 来 ,有 
1 


(1 BO) Co ba tl 5) 1 b> 了 


蚂 


= 之 入 时 Pw/Pwi 音 钢 下 降 , 且 有 一 正 下 界 , 故 im PalPw-t 有 极限 存在 ,县 大 于 09, 因 
Pw 夫 0, 折 以 得 到 所 说 的 竺 葵 ， 
2.2) 着 0 所 如 二 1 及 六 po 发 散 , 则 ITCL 一 名) 发散 于 0 。 
沙 0 扫 上 1,. 则 1 一 志 拓 em 所 以 
0 < 人 一 下 人 L 一 站) 一 6 
右边 趋 于 0 ,所 以 得 出 缚 葵 ， 
于是 得 到 ; 营 0 忆 如 <1, 则 天 鸭 采 积 ][ (1 一 6) 与 也 同 为 收 夭 或 同 为 发 


§ 10. 无 穷 乘 积 的 收敛 条 件 


现在 a 可 能 是 实数 或 复数 ,但 地 一 1 


定义 如 果 乘 俱 
I (1 + 1a,1) 
B=1 
收 艇 , 则 乘积 
【1 tao} 
称 为 邦 对 收 禹 . 


由 前 已 知 : > | esj| 的 收 黎 是 乘积 和 对 收 敏 的 必 贺 且 充 分 条 件 . 
| 


现在 证 明 
定理 1。 犯 对 收 竹 的 乘积 一 定 收 伐 ， 
证 命 


"74 4 


p= [i+a), P= (+1eo) 


出 
pr Pra! 一 《1 十 gl) "1 十 ol) An 
严 
Pr— 了 一 一 《1 十 (a1): (1 二 lai! } lasl 多 
显然 有 


ip。 poi < P,— Ps, 


令 车 | (1 十 as1) 监 数 ， 区 P。 有 极限 ， 故 21 (Ps 一 ec 收 笋 . 由 比较 法 可 知 


> (一 各- 小 收 笋 , 序 ps 有 极限 . 


一 


现在 证 明 这 极限 不 能 为 60。 上 启 > 14s| 的 收 艇 导出 1 填 aa 一 1, 所 以 般 数 
mn 二 1 


= | 1 | 
也 收 敏 ， 再 田 以 上 竹 明 了 的 精 果 ,乘积 


Ll 


(i 


二 1 1 十 | 
也 有 极限 ,全 此 莱 积 等 于 1/ps; 礁 pn 的 极限 万 0. 
不 难 证 明 , 狠 对 收 笋 琵 积 各 因子 的 次 序 可 以 任意 变换 而 不 改变 乘积 的 数值 
伍 1。 


全 2 由 的 Wallis 公式 ， 


2 
2 i 3 3 5 2 一 1] 2 十 | {22 十 1)? 


玉 例 1 得 到 加 
HQ 到 ) 
I 一) 一 
si (C27) -ey) 
$ 11. 无 穷 乘积 的 对 数 
车 


Le 


TQ) p, 


量 王 二 


a 


是 藻 有 
> log (1 + en = logp. 


此 处 iog x 未 示 > 的 对 数 的 主 值 , 朗 其 碟 数 部 分 在 一 = 与 之 半 者 ， 
如 果 as 都 是 正 实 数 , 则 所 有 的 对 数 都 取 普 通 的 实数 值 . 以 上 的 等 式 是 对 的 ,但 在 一 般 
的 司 驶 下 , 却 不 一 定 相等 而 需要 作 些 语 明 ， 
仿 命 pe 下 前 # 个 部 分 乘积 , 且 命 
pr 一 Poe mn， 


当 > 一 时 ,点 趋 限 并 且 如 果 适 当 的 取 pps, 剧 外 ,也 落 限 , 


命 
1 十 as = yoeton 一 天 所 上 过 并 
由 于 as 一 8, 所 以 当 = 人 一 co 时 名 一 和 
命 
se 一 : b> log (1 + ao ) 一 log ps + 2h nx, 
m= 
此 处 如 是 一 整数 ,更 在 有 


2 十 十 站 一 再 
故 
2 Rntt 一 Rs) 一 DA (Pet 和 Ps) 


奋力 扑 向 于 9， 圾 当 # 充 分 大 时 ， 
2r kan 一 各 | < 2r， 
部 得 oni 一 生 。 因 由, 当 # 充分 大 时 ,高 一 多 是 一 常数, 即 
sn = log ps + 2hix tn > NY),. 
命 x 一 90， 刚 得 


DS log (1 十 za) 一 logp + 2kin, 
世 二 1 


此 级 数 的 和 是 冬 积 的 对 数 , 但 不 一 定 是 主 值 . 
双 可 注意 者 在 证 明 中 也 可 得 , 当 六 充分 大 时 ， 


人 > log (1 十 ao) 一 logp 一 log pm。 


条 十 上 


如 果 我 们 由 对 数 的 极 数 出 发 ,用 假定 


>, Iog C1 十 wo 一 zy 
于 守 } 


剧 得 
en 一 pn 
豆 
Pn ey 
朗 怨 积 收 化 于 和 的 指数 


» Th = 


根据 以 上 的 调 认 ,我 们 得 到 


定理 1。 张 积 
(1 十 ea 
肽 伍 的 必要 上 且 充分 条 件 是 级 数 
2 log {1 十 qn 
的 站 数 ， 
例 1。 扣 果 Sm 与 a] 收复 ,有 旭 《1 二 a.) 收 襄 . 
1 三 1 n=1 Ls] 
由 
iog (1 + 6 = a + Da 
可 以 推出 这 精 果 . 
例 2， 如 果 So 和 世 ， Da 及 D1aoj* 部 收 雍 , 则 [C1 十 a) 收效 ， 
天 三 n=1 平一 1 4 二 1 el 


倒 3。 著 a 为 实数 且 >， mm 收 若 、 则 当 > ， 加 收 化 时 ,乘积 9 (1 十 oo) 收 煞 ,而 当 
六 二 车 挫 二 和 可 一 


了 帮 发 散 时 ，] (1 十 a0) 发 散 于 堆 
全 一 也 
由 
log [i 


-A 坟 - 


发 获 于 老 ， 
和合. I 1 十 工 | = Jy JE-VHG+ | + £ | 收入 
n= 二 1 如 好 和 天 并 及 
已 男 一 方面 ,由 
1 十 二 一 用 十 二 ct 
可 知 ， 
8. 一 or 一 二 十 加 (2) 
因此 乘积 
[4 
Qi+ 寺 ) 
发 散 ， 
习 题 1， 命 
Nini — an — 一 一 ! 十 1 十 1 > 
Var+l Wai +t +DVz+l 


和 


则 末 积 了 (1 + ow) 收 化 .但 >， a, 与 > 避 都 改观 
ll ~ 


匀 题 2， 若 访 ) 1asP 收藏 ,由 了 《一 a)e” 收 铬 ;车 全 14s? 收 襄 ,天 
n= = 二 1 四 二 让 nal 


a 
) eT" 收 钱 


必 题 3。 坛 求 
四 3 
1 
?11 十 一 

天 题 4。 试 求 
nm 

1 放 (+ 
“~ 

的 值 . 


§ 12. 无 穷 习 积 的 一 致 收 狂 


如 果 其 
Px) — [I it utr)), n=1,2,3, 


J (1 + ,Cx)] 


到 王 是 


一 致 收 襄 并 且 极 限 永 不 为 涡 , 划 我 们 称 这 无 穷 葬 积 


一 至 收 艾 . 
Ta+ 


最 入 单 的 刊 电 法 是 
定理 1。 如 果 全，|makz)| 在 某 一 城 商 一 到 收 伍 , 且 wwlx) 兰 一 1, 基 乘 积 
而 一 1 莫 三 1 


rofz)) 也 在 豆 域 内 一 至 收 化. 
证 归并 无 新 原则 ,只 须 注 总" 一致 "性 ， 命 忆 为 


| 
和 二 
在 这 域 中 的 上 界 , 期 
[1 上 age tl + fm) 一 eat ou 


命 
Pofz》 一 本 {1 十 umlx) |}, 


到 


PO) — Pete) = [1 + [ale) 1] + Nes sl) {lsd) | < em, Cr) 
故 之 [Ps(x) 一 Pou(w)] 一 臻 收 敏 。 于 是 与 定理 13.9.1 同样 地 得 出 千 灯 ， 


于 号 二 


例 1.， 当 |x| 三 1 时 


和 字 时 二 


《1 + rl + 


由 
QP m1 ol (n> 00) 


朗 得 所 庄 。 将 等 式 左右 双方 都 展 成 * 的 震级 数 ， 即 可 能 明 任 一 正 整 数 可 用 二 进位 唯一 地 
表 出 来 
向 2 当 |x| 三 1 时 ， 


(l(t + =- 一 一 一 一 一 一 一 . 
二 (1 Oo zx)tl Oo— x ) (lO— x 
可 由 碟 过 等 于 
2 
1 一 ww 上 一 妇 芋 一 妇 
推出 之 . 
例 3。 当 品 关上 时 ,由 
2" gl Fs oos -2 . ‘cos Sin 中 
2° 2" 2°71 2 
可 知 
I eos? = 空 2， 
n=] 2" 
取 甸 一 一, 妇 得 
之 Ey 小 
一 二 C05 03 COS—** +, 
Ei 才 2 
由 于 


cos 工 一 |， ot cos 二 一 ! 十 全， 
4 2 8 2 2 4 2 2 人 2 


等 等 , 故 得 Vieta 公式 


NE 


ee 当 


Le #4 
0 < + 二 二 时 ,发 散 于 办 
倒 5， 
。 站 站 4 
Sin mx 一 A 1 一 二 )， cosmx 一 (4 一 一 人 
LI ( ne 县 《2 一 1): 
由 于 
《coszs 十 fsin sz)" = cosmze + fsin mz, 
得 
sin mg = Woos mio sing -2 sg sing 十 


由 区 亡 血 


以 而 一 273 十 1 代入 ,并 社 音 co z 一 (1 一 sin? x, 故 得 
sint2n + 1)s 一 sing Plsin: s), 
此 处 Pls 是 # 的 # 次 多 项 起 . 命 其 根 为 i, zr, ws 刷 


plu) = 电 一 二 一 主 ). 


sinz 0 sin(2n 二 1)z = 0, 
划 sms 就 是 Piw) 一 和 的 根 ， 故 得 


党 z 满足 


了 了 27 人 
Wi Stil ny M2 -一 一 一 ， 一 5 一 一 一 ， 
2 二 1 20 十 ] 2x 十 1 
灵 可 人知 
4 < 一 PO) = 1 Sn 27 十 1) 二 2 十 1, 
be sing 
收 
了 2 
sin (2a + ls (2n + sinpslt— | 
. sin. 一 sin: 2 
2 十 荆 27 十 1 
命 人 > = EI 
2 十 1 
”二 区 "2 交 
sin ny sin 一 一 
siny — {2n + 1}sin 1 一 22 十 1 . .|1 一 2 十 1 
2m 十 1 sin? T Sin 
2 十 1 : 2 办 十 1 
假定 x 和 半 0 土 x, 士 2r 有 剧 sinx 所 0， 将 上 式 收 写成 
gir = UY 
此 处 ‘ 
,2 * ， 
gs11¥ sin 了 
DY = (2n + 1) sin 1 2 
2 人 十 。y 页 ， kn 
$1 一 -一 一 -一 &In” 一--… 一 -. 
Zn 十 17 ar 十 二 
x x 
i Sin 27 十 1  。 1 一 3 了 227 十 1 
ED | 
27 十 1 2 十 1 


国定 站 .合子 一 2 骨 得 


2 2 - 2 
Us = imUY’ ~ #(1— 与) 一 入 ) ~ 三 ). 
3 Tw 4 Rr 


因此 极限 
存在. 


现在 来 研 儿 Vi 一 ImPF 如 。 当 0 到 及 扫 2 ,有 


导 叶 证 


, RD 


p<sing< gp, 
FL 


坎 香 
1 
sinz 所 一 二， 
2n 十 1 (2n 十 1 
。 4 mr 
smh 所 王 是 十 4，…-， 
2x 十 1 x 2x 十 1 4 * “), 
因此 
Jp 人 4 > 
> ta) > Vt» 
此 处 


合 闫 一 co 得 


因为 
lim 了 一 ti, 
[| 
故 得 
， ja 2 
i 一 * 1 一 三 
" 下 nr 
于 是 
2] 
1 一 加 
_ Hn2r II Per J ( 4 ) 
CO5K CO 1 
2snr ro 村 #1 《282 一 I) 
2% 1 (4 一 入 
种 一 Rm 
因 焉 
2 mm 2 
SIN mx 一 mx 1 一 与 ) OS XE = ft 一 二 人) 
Ul ( wm)” 县 (2n — 1)" 
名 是 1. 
: 2 
sh xy 一 6 十 三 ). 
用 中 二 总 
者 题 2. 


3 13， 末 参数 的 积分 


我 们 现在 把 一 笋 收 煞 的 构 念 推广 到 积分 上 . 
僚 定 fx, y) 在 瑟 条 
4 gy 


上 定义 , 且 对 任 一 国定 的 ys 税 分 


二 (9 = 人 fix yas {1} 
恒 存 在 
定义 ， 如 果 任 答 。 > 0, 我 全 可 以 找到 使 于 但 不 使 了 于》 的 和 使 当 x 之 和 时， 
[8(y) — 人 Hxy ydxl < 8s 


央 积 分 (1 称 为 一 到 收 鼓 , 
与 以 往 由 仿 ,我 们 有 一 批 定理 : 
定理 1。 如 果 有 画 数 gtw) 存在 ,使 


fe DI < sls) 及 [eld < 0, 
则 积分 (1) 一 致 收 化 . 
定理 2 (Dirichlet》。 如 果 四 (x, y) 右 速 德 仿 微 商 双 当 #* 一 oo 时， 和 (xy 念 音 
调 递 降 ( 夺 于 固定 的 切 : 工 且 基于? 一 元 地 趋向 十 炭 ， 命 
Ftx, y) 一 人 Ge vd, 
若 | 了 | 小 于 一 个 与 zy 都 无 关 的 和 数 M, 则 积分 


人 pr, yt, ydx 
一 下 收 加. 
证 . 分 部 积分 得 


人 Ptr yr, ya = 四 Cr (zy 一 下 xy) 十 
的 Op' 、 
十 人 一 Be) Flx, yjdx, 


已 积 出 的 部 分 当 x, * 充分 天 时 小 于 任何 葵 定 的 s。 又 因 


及 1FCx,y)| 小 于 MM, 所 以 
人 (= So) Fe war|< uf (— 2 zz 一 MI 7) — $lx, 1, 


Tt 


瑟 当 zx 充分 大 时 也 小 于 es 所 以 积分 一 技 收 伍 ， 
定理 3 (Abel)。 者 积分 
人 Ix, ydx 
对 于 4a 迄 y 之 一致 收 铸 ,四 (x，y) 为 * 的 单调 内 数 (对 于 同 定 的 y)， 它 有 淖 积 仿 微 商 
2 ， 且 一 致 有 界 ( 序 存在 常 才 使 由 (zyy) 二 二 圣 适合 z 汪 oa 总 yy 过 有 的 一 芭 (zy 
神 战 立 ), 则 


+ B22 


人 fx y} PA, pdx 


一 碧 收 名 . 

于 定理 的 证 朋 不 难 , 访 者 试 自 主 之 ， 

与 上 面相 类 侯 , 我 个 还 可 以 定义 另 一 种 刺 积 分 的 一 臻 收 儿 , 

假定 tx; 让 在 a 二 x 之 5 或 a 之 x 所 拉 ,2 守 y 夺 4 上 定义 ， 且 对 < 所 YY 过 4 旨 中 
的 任何 y, 积分 


人 Fx, ydx 
恒 存 在 ;车 对 任何 8 > 0, 在 在 仅 依 于 而 不 依 于 YY 的 7 之 0 使 
和 中 站 
| fl, yadx EE E: 人 Hx yydx | < =]， 


若 称 积分 (2) 是 一 致 收 做 的 . 
我 个 世 看 红 介 于 上 面 区 于 怕 别 一 玉 收 般 的 定理 . 
险 记 。 可 以 将 上 面 的 定义 及 定理 条 件 中 的 a 所 yy 亏 BB 挽 为 菜 一 实数 集合 ， 
全 3， 积分 


1 ye 


在 0 所 yy 社 中 不 一 臻 收敛. 


因为 
| = 全 一 ae 
记 以 Ity) 不一致 收 仇 ， 
例 2， 积分 


| sin (1 — x) J 

o 1x) 

在 y 过 wa( 达 2) 中 一 致 站 就, 但 在 y 三 2 中 和 天 水 一 私 收 做 
当 y 所 yo( 达 2) 时 ,对 于 8 六 0, 可 绒 y3 记 0 使 


， TT 
了 Yu 
1 = 站 I n oy 站 -外 
| sin {1 | 1 dz | dy 了 
-9 (1 (CT 一 wo ng 2 
故 积分 在 y 所 三 2 由 一 致 收 敏 ,但 对 y 之 2, 可 有 取 了 适 当 小 ,使 当 1 一 9 所 x 之 1 时 
sin(1— x) > 
1l1—x* 2 


1 sn(1l x) | i dr 1 mY ， 
| 一 一， 一 > 00 -> 2), 
11, (1— «yy ” 2 Ja x 2 2—y ( 当 ? ) 


故 在 7 二 2 中 ,积分 不 一 致 收 就 ， 


.3 


站 sams so > 


oe 二 
当空 且 时 ， 


| El 
| sinBr dz | =|t— e084 过 二 ， 
。 8 本 


阿 志 二 二 与 8 无 关 , 当 * > a 时 单调 减少 , 且 当 z -> oo 时 趋 于 规 ， 玖 由 定理 2 可 知 
(ME 
vr 
在 训 衬 Bt 放 0 中 一 致 收敛 . 
定理 4.。 假定 f(x, y) 在 长 方形 
Ey 


中 速 秆 ,到 在 fa, 8] 中 ， 
$y) = We yds 
是 J 的 述 千 六 数 , 措 基 之, 如果 三 所 Yu 8B， Eu 
上 5 
in 人) = im | fr de 一 全 Ke par, 
证 。 由 
$y +O Gy) — | Urry + — fr, Wa, 
答 了 0, 出 一 政 沁 秆 性 ,我 全 能 选取 局, 使 当 人 | 过 如 时 ,对 有 所 有 的 x, y， 
[fxs yr y)| 过 
赵 | 
(By + by) tb Oa), 
朗 得 定理 . 
贸 4. “不 用 求 出 下 面 的 积分 
(| arctg 二 EF 人 log【 巡 十 ydr, 
0 y 自 
恒 可 者 出 它 展 是? 的 严 乎 栈 数 (7 六 a > 0)。 
.定理 5， 落 藉 *，7) 在 


Te 
中 玉生 ， 败 yw 守 c by 可 以 为 0), 假 骂 基 xz;y) 于 yy 时 在 ?的 任何 有 限 区 间 中 一 到 
趋 寺 某 可 积 夯 数 Cx), 叉 
Itly) -| Fix, yd 
在 y = [本 中 一 致 疲 铬 ,上 居 


和 = 


lm Tty) 一 人 Pr}dr, 
yn a 
看。 由 对 了 Cy) 的 一 至 收 铝 性 及 P(x) 的 可 积 性 ,对 任何 8 > 0, 可 取 久 充分 大 ,使 


i ~ | EB a 8 
1 fx» ydr | “> c)， ea|< 2 


双 因 在 区 半 fs Nj 中 ,fx y) 一 至 和 寺 于 中 (x) , 故 序 在 5, 使 潜 1 一 加 | 6 内 党 yo 二 050， 
唱 存 在 对 ;, 使 当 y 六 M 时 )， 


(Fx, $y) — PO) | < 3 


m 机 
(Vwar | ear| < sn < 或 ，> 0 
因此 当 ly 一 | 之 5 (或 y 之 M) 时， 
I fix, yjdxr 一 人 加 (xz | < 

定 玫 个 完 . 

注意 ， 当 w% 为 一 有 限 数 时 ,f(x,y) 直子 p(x) 的 一 致 隆 条 件 可 以 略 去 , 亲 在 话 明 中 。 
可 用 Kx，y) 的 一 至 连续 伺 代 符 ， 

5 14 积分 号 下 求 微分 
定理 1。 如 果 


f(x y). 过 


在 2 入 x 和 一 二 9) 上 累积 , 剧 
， 
CE a) = (Ea 
J 3 一 70 


- Gy a By Ye 


站 _ of 
ly) 一 | Hx, ydr, EC y} 和 
a By 


则 
(yi 十 站 一 中 (om 一 - 上 上 
* 才 


b 
[te, yo tA) Oo x, pn) Jax 
一 人 se pot Od OO 
由 于 gtx, y) 是 一 至 回答 .所 以 
上 t 
iim We yo 二 OR)Adx 一 { gC, yo)dx, 
定理 2. 可 好 


ss RS * 


fx, 人) By 
在 * 裕 ,加 一 ?< 近 ? 穴 为 十 ?中 速 奈 ,又 若 积分 
[i 
收成 , 代 且 
{a 


在 【加 一 了 ,和 十 下 ] 中 一 长 收 喜 , 剧 在 y 二 yg 人 
世人 x, ydx -| 人 ax 


dy Oy 
证 。 命 
ff, ydx = un (Cy), 
则 
(#24 = Duy), 
中 n=1 
出 定 更 1 可知 
”Bf SS 可 十 闻 Bf 人 J 
人 By dx >| ax 之 dy 和 * 和 zy a Cy), 


由 条 数 的 一 政 收 售 性 ,可 得 以 上 的 稍 论 . 
例如 , 当 9 一 和 时 ， 
YE 1 


一 一 Tet 帮 -一 dx 一 | 站 arctg 一 - dr 一 一 一 一 ]o 
a i 十 站 


达 1 2 1 j ! 2y 1 
二 | log tx’ 十 从) 人 = | Dy log (x 十 内) dx 一 | dx act 一， 
dy va 0 y 


ox 二 


这 些 和 畏 果 也 可 以 通过 让 接 计算 积分 


1 Ea 1 1 y* 
I -| arctg—~ dx 一 arctg 一 十 一 tog 一 
一 上 8 ay t FY 


1 
Ly) = | log tx y Var = log (tl + y)—2+2y arctg 二 ， 


然后 对 了 取 微 商 而 得 ， 
当 > 一 6 时 ,定理 的 条 件 不 能 满足 ; 另 一 石 面 , 当 ? 一 0 时 ，. 
OE TD lw. YY -arcgy > 一 oo 
y 2 “tty ? 


所 以 在 7 = 二 0 处 ,不 存在 有 限 微 商 。 双 当 y 一 0 时 ， 


Dy) 一 C0) _ log (1 十 vy) 
y 了 


部 到 (0) 一 x， 但 破 积 丽 数 对 ?的 微 商 在 y 一 0 外 等于零 ,所 以 积分 也 等 于 0， 定理 不 正 
而， 


4 


十 2 aretg 二 ~ 
} 


§ 15. 积分 号 下 求 积分 


定理 1 如 果 图 数 fx, y) 在 矩形 
Ex 和 CS 二 


(fre 0s)ey = (ee, war)a 
施 。 我 机 证 明 砚 普通 一 些 的 公式 ,如果 “= 所 了 所 4, 出 
(Ms i 


”上 式 的 左 方 和 右 方 邯 昨 过 数 了 的 两 个 图 数 ， 我 们 现在 计算 书 们 对 的 微 商 . 
起 方针 层 积分 具有 被 积 责 数 


七 速 粮 , 则 


rr) = | Ce wd. 
由 定理 13.4, 它 是 7 的 速 德 夯 数 , 所 以 左 态 对 土 限 的 油 商 就 等 于 
T(x) 一 | re， dx, 
(1) 起 洛 方 积分 就 十 
b 外 
(pC, Dar, psD = | fe way. 
谢 效 kz 7) 适 台 于 定理 14s1 的 条 件 ， 因由 定理 13.4 吉庆 ,ka 及 是 * 的 速 税 图 
数 ， 担 取 微 商 得 
Prlx, ») = f(x 7), 
把 加 yr) 生成 一 元 夯 数 , 蕊 大 速 稳 的 ,所 以 得 出 
-好 
dn 
所 眉 如 果 把 (1) 式 的 在 六 与 看 方 都 者 成 7 的 面 数 , 那 未 七 从 有 有 相等 的 微 商 ， 因 此 , 宅 
个 委 相 症 一 个 常数 ， 人 得当 二 < 时 ,在 , 帮 兴 都 等 于 0, 因而 (1) 式 对 所 有 的 站 报 成 立 . 
位 1 命 fxy 一 下 当 0 手 x 和 1 ,89 和 yy 和 5 过 8 芝 站 时 定理 的 条 件 泛 合 ， 


J ots ner = | poe War = | fl yar = ro), 


所以 
中 1 1 5 
| | de 一 | 2 xY dy, 
由 在 方 容易 得 出 
| dy Joni + 5 
so 十 多 1+a” 
而 种 方 等 于 


电 我 


因此 得 到 


| a Pe Np 
o logx 1+e 
全 2， 落 数 
_ Rx 
fix, y) Cr 


在 矩形 0 所 x 志 1,0 把 y 二 1 上 不 适合 定理 的 条 件 , 因为 x 二 0,y 二 0 是 一 间断 点 , 我 
人 有 


x=l t 


如 
x 一 一 - Uy 
人 雪 十 天 | 1 二 六 Cy ), 
1 1 1 
| | fadx =arctg y | 一 工 ; 
和 a 由 4 


性 另 一 方面 ， 


瞎 总 ,又 基 积分 
I{y) = 人 fx, yyadx 
在 = 所 ?所 过 上 上 一 琉 收 笋 , 则 
人 2 人 并 < yar 一 人 dx fr, ydy, 
寿 ，。 对 二 何 4 之 za, 由 定理 1 I 知 
(G12 = ar) fe yay. 
训 
F(A, y) 一 |r, ydr, 
则 当 4 一 2 时, FCA,y) 在 ec 之 y 所 4 一 至 收藏 十 TCyY)， 才 由 定理 13.5 可 知 ， 
Em 人 Rd ydy 一 | 人 I(xs y)dx, 
故 得 定理 ， 
定理 3. 落 x， y) 在 


上 淄 续 ,并 且 积分 
[is par fe Way 
分 别 在 y 完 c 与 * 空 4 的 任意 有 限 区 间 上 一 和 铬 收 铬 ; 若 


* 8 


人 dy \ iC pas 与 {az fice, lay 
让 至 少 有 一 个 存在 , 则 
人 dy 全 re: dy 与 人 dx 人 fx 29 


都 存在 ,并 且 相 等 ,也 艺 
| ax | Cx, 9)dy = 人 dy fs, yd. 
证 ， 不 妨 假定 
~ Fa he ne 
存在 ， 岂 于 


人 Fx, ydx 
在 7 的 侍 何 肖 究 区 江上 一 臻 收 误 , 故 由 定理 2 可 知 , 对 任何 Cc, 有 
人 dy Fi, ydx 一 人 ir | Ix, yady, 


义 因 
| | fx, y)ay | bl, y) ldy, 


命 FCeC) | 17s) zx) 一 11x 9) 12y， 出 候 各 则 有 [g(x)dx<oo, 


理 13.1 可 知 。 
人 dx 人 fix, yady 
对 于 实 < 一 政 欢 喜 . 于 是 由 定理 13.5 可 知 ， 
人 ty 全 rs， ax 一 lm 上 dx { fx, y)dy 一 人 dx 人 f(x, ydy, 

定理 十 先 , 

定理 4. 敬 八 x, y) 是 
中 的 莫 负 速 柜 画 数 : 涛 

re) = {fray 与 60D 一 全 fs) 大 
者 是 速 入 本 数 , 犀 末 在 下 面 两 个 二 重 积 淮 
全 人 Ka 与 全 二 全 Ace 

中 有 一 个 存在 时 , 另 一 个 岂 存 在 ,而 且 二 者 煌 等 ， 

在 闷 骨 以 前 先 斌 明 


上 就 记 定 


定理 5 (Dini)， 涛 wtx)Cn 1, 2 及 Fe 一 DD) nlx) 都 是 [a, 5&] 上 非 角 


天 于 了 


的 连续 画 数 , 则 了》 xs(x) 在 [a， 5] 上 一 教 收 铬 ， 
叶 二 ] 


人 


Prt) 一 afa] = fr) 一 天 (四 


点 二 加 中 1 


是 两 个 回 粮 画 数 之 莽 , 故 仍 为 束 粳 图 数 ， 由 于 #6tx) 守 0(# 一 1 2 ， 故 
ie 六 B2AX) 人 
国定 x, 由 于 贫 数 的 收 佑 性 , 故 
limgqg.tx) = 0. 

倘 级 数 非 一 致 收 蔬 ,上 则 对 某 一 8 > 0, 存在 x,, 使 

| Pal xn) 6, 
由 Bolzano-Weierstrass 定理 可 知 ,在 {zx} 中 可 以 找 出 一 个 子供 tx ;以 [85] 上 一 点 为 
为 极限 。 故 

Tim Pozo) 一 Pak ro). 


当中 实生 时 
Pm rae) 之 PriCxng) > 号 
因此 
lim pmlxon) 一 Pmlxo) 池 6 
故 
lim put xo) > 会。 
由 此 得 潮 子 盾 . 故 得 定理 ， 


定理 + 的 证明 ， 取 4 中 为 递增 上 昌 赵 向 子 oo 的 鞭 , 疗 


Flx, yan) 一 全 rc， yay, 
期 
T(e 一 (zy 十 DO) {F(xr, yo ~ Fr, yn)), 


出 定理 5 可 向, T(x) 在 x 六 z 中 的 任何 有 收 区 关上 -一 臻 收 艇 . 同 理 可 知 ， (在 y 守 。 
出 的 任何 有 人 限 区 间 上 一 致 收 仇 ， 故 由 党 理 3 得 定理 4。 
人 鲍 3 在 $3 中 已 多 算出 Dirichlst 积分 


co 
sin x Tt 

| dt = —-, 

0 上 了 


更 在 再 用 另 一 十 法 证 明之 ， 
考虑 
+=— 人 er Sax dr {a 0, 0), 
0 Es 

因为 

人 etreasax dr 一 一 一 

og a 十 Re 

当 4 守 0 时 一 莪 收 各 , 故 册 定 理 14.-2, 对 十 4 六 0， 


ss O00 = 


en 
J = arct 一 十 ec。 
当 s 一 0 时 ,j 了 一 0, 故 得 
如 . 
了 arctg 
srctg 下 


由 Abal 定型 《定理 13,3) 可 知 ; 当 友 蒂 0 时 ,7 了 一 和 致 收藏 ， 鼓 出 定理 13.5 得 到 


， ”sl 。 6 T 
limJ = | dr = imarctg- 一 “> 一， 
kot 0 * kot 碟 2 


例 4 求 
在 代 换 * 一 nf, 了 


各 边 都 乘 以 。-* dw 着 积分 之 , 妈 得 


a ce da 一 有 天 一 | ere | ee dr. 
0 ' 身 0 
由 于 


出 和 
| ET 
0 


3 


人 eM dy 一 41..1 
2 


十 站 
前 者 是 * 的 束 狂 图 数 , 而 后 者 是 # 的 速 千 男 数 , 故 由 定理 4 可 施 ， 


= | a et rm 一 1 | 出 一 二 
0 [| 2 Ja 二 十 天 和 


因此 一 
yy 一 人 ee 一 VY 
让 


2 


一 人 人 


oa 十 和 1 ge 十 说 
当空 甩 记 了 时 ,x 是 一 埃 收 但 的 , 丰 
dy 
dB 


因为 


nt- 


工 一 [| Bx zz (B> 0), 
2 J x 


所 和 以 
-av 二 x = sin Bx 
dB 2 6 x(a? 十 a) 


现在 双龙 在 积分 号 下 取 微 商 了 , 故 得 


a [We cos Bx 
一 吧 2 一 oary. 
dB va: ww 
因此 
y 一 Ce 十 Ce 
由 于 
™ dx TK 
|< 
Il» 二 ”2 


泵 必须 Ci 一 0, 否 有 旭 命 有 8 一品 ， 将 得 出 学 盾 . 又 当 BB 一 0 时 ,可 在 积分 号 下 取 极 限 , 于 是 
得 出 Ca 一 一， 故 得 


一 -ap 
ye 
2 ” 
dy 下 一 cf 
aB 2 


例 5.。 求 Fresnel 积分 | sin xz dx -与 | COS * dr, 
n n 


命 玉 = 二 + 剧 
| si x dz 一 工 | SNE 
2 .0 Ai 
由 于 
1 2 i 
一 一 -一 一 一 一 = 一 安 dr 
Ve Vr | 
改 _ 
| 0 ca etsin oa | oe du, 
oe WA 0 和 


由 定理 3 可知 ,上 面 的 积分 可 以 交换 , 故 


Sr et , 2 人 | 一 [此 十 aa) 2 人 A 
A dm 全 sy dz 一 一 一 一 一 一 
| Vx 0 0 fr do 1 + (ke 


出 Abel 定理 ;, 左 方 的 积分 关于 不 空 0 一 考 收 黎 , 故 可 在 积分 号 下 合 帮 一 0 而 取 极 限 。 又 
对 从 方 的 积分 ,也 能 在 积分 号 下 取 极 隐 , 于 是 得 到 


让 
rt Vr lt Vr 22 2 
所 : 坊 
3 dx Oo | 
让 2 人 2 


人 es dx 一 i [| 二. 
212 


§ 16、 上 下限 优 于 大 变数 的 积分 
定理 1， 仍 假 定 人 x, y) 在 


王 连 轩 :并且 假 定 | 
r=aty), +C—= Bly),， (ry 
是 二 条 连续 曲 入 ,并 及 # 二 ty 所 a BUY) 生 上 5 则 积分 


BtLy) 
I(y) = 人 Ar， Er 


是 在 Tec,z] 上 的 3 的 党 稿 图 数 . 
这 定理 看 来 复业 :但 已 无 实质 上 的 困难 。 我 们 取 一 个 竺 嗓 值 了 二 yo; 则 税 分 可 雇 分 为 
三 部 分 : 


Bo Btyy iy 
[17) 一 | f(z, ydx + | Fx, y) dx 一 | Cx, ydx, 
ciypy Bryoy a lya) 
第 一 个 积分 ,由 于 它 的 上 下 限 祁 是 常数 ,所 以 可 知 


. piyny Blyo! 
im | fx, ydx 一 | fx, ya) dr, 
1 elyoy 


Yn po 
有 出 


(oil, Das | < MIB 一 Bo 


BiyoY 


uly ， 
| fe War|< Mialy) 一 so 


iy 

此 处 MM 一 maxlf(r, 7)|; 由 zty) 与 B0y) 的 回炉 性 可 知 , 当 y 一 yw 时 ,这 两 积分 打 于 0， 
定理 2. 仍 有 定理 1 的 假定 , 昌 假 定 有 连 粮 仿 微 商 (x ,区 下 微 商 a by) 与 B'(y) 

都 存在 , 则 积分 Tly) 的 微 商 等 于 


By ， ， 
T'(y} 一 1 Er， yadrfi BlyflBty), yy] — a ty)flaty), yl, 
仿 旭 定理 1+ 的 直 明 方法 ,对 于 第 一 个 积分 有 


-1 日 (901 有 tm ， 
二 | x, dz) > | lx, yaydz, 
dy 一 人 atya) 


夯 一 方 匠 , 岂 中 值 定理 我 们 有 


Biy) 一 - 
! (fe Dar = EEE Ks, »), 
4 — Yo- Po ? 一 yu 


此 外 是 Bty) 与 有 (3o) 之 前 的 一 个 数值 ， 因此 当 y 一 加 时 ,这 积分 趋 于 
By Byo) 3 ynd, 


lyn) 


时 遇 当 申 


另 一 项 也 容易 得 出 . 
$17. 重 人 贰 


有 两 个 自然 数 做 足 码 的 数 鞭 
amn Cm Oo 1 2 O12..**) 
如 果 有 一 数 晤 拭 存 在 , 它 有 次 之 性 导 ， 就 称 它 为 重 鞭 的 极限 : 给 了 任意 上 > 0, 有 一 
个 正 牙 数 入 存在 ,使 当 吉 N,n 之 和 NN 时 
lams— A| <e, 


Himesw 一 过 
-0 
内 十 的 


来 代表 攻 ,或 者 称 为 重负 sw 收 歼 于 4， 与 积分 的 方法 杯 问 ,我 体 可 以 钙 明 
定 捏 1。 假定 1) 


imam, 二 民 
ed 
存在 , 2) 
: 五 ,一 lima,n 


也 存在 , 划 得 
lim P, = Himflimens sy = Ema,, n. 


和 如果) 


Qn 一 limanmn 


岂 丰 在 , 则 两 个 求 极限 的 手稿 可 以 变换 , 印 


lim (im se 一 HImflime 
阶地 站 的 PF -rng 


定理 2.。 如 果 对 固定 的 ,ao 是 zw 的 一 个 递 座 疯 ， 娘 对 固定 的 加 am 是 关 的 一 个 
递 符 技 , 则 


lim a = lim lim a = Em lm an 


或 存在 或 都 等 二 cc. 
者 是 1。 试 尽 最 多 地 翅 贯 的 性 质 推 广 天 重 及 ， 
$18. 二 重 突 数 


和 给 定 由 两 个 自然 数 足 三 决 定 的 无 次 数 集 
全 由 了 一 .2 3 
我 们 可 以 想象 它们 是 排 成 无 穹 算 琅 的 : 


A Has ls Te 


量 


Hy F229 dy "dins "ys 


=» O94 后 


台币 


把 这 些 数 量 加 在 一 起 就 是 二 重 航 数 , 间 题 在 于 如 柯 把 这 一 批 数 量 加 起 来 ， 
首先 进入 我 仙 考 周 的 是 一 行 一 行 地 加 起 来 ,然后 再 总 加 起 来 ,也 就 是 


[Ee 


3 | 30.,l. 


mm 二 1 "m=1 


另 一 而 法 是 一 到 一列 地 加 还 梁 ,然后 再 上 加 起 深 : 


> 


这 两 种 加 法 智 时 是 否 相等 ， 不 但 如 此 :还 可 以 有 和 象 
5 
这 祥 的 三 角 冰 和 法, 也 可 以 有 象 
Tw 一 机 BmTw 
这 样 的 加 求 和 法 ， 
求 和 方法 很 多 ,所 得 辕 果 是否 粗 同 ? 从 层面 例 4, 例 5 可 以 看 到 .艺人 机 求 必 相 同 ， 但 
在 最 简单 的 情形 , 印 4%,s 宇 0 的 情形 由, 我们 人 月 以 下 的 
定理 1。 对 于 正 项 二 重 航 数 , 各 种 六 册 法 的 千 类 都 一 样 。 也 朗 或 者 有 有 限 和 ,由 任 
何 友 法 所 得 出 的 辕 时 都 相同 ,或 者 拨 各 种 求 和 方法 都 竺 到 + oo 的 精 果 ， 
产 ， 我 们 将 人情 葡 湖 虑 各 种 可 能 性 ， 用 (my, wm) 表示 第 一 象限 中 的 整 点 (坐标 都 基 整 
数 的 点 )。 用 Aptp 1, 2，-…) 表示 一 允 具 有 以 下 性质 的 有 限 束 : Ay C Army 也 好 前 
一 瑾 都 兰 在 后 一 域 中 , 叉 第 一 象限 中 的 任 一 整 点 必 属 于 某 -- As*。 将 足 标 属于 Ar 的 诸 硕 
之 和 名 为 人,. 


从 级 数 中 任意 和 连 出 有 限 索 刘 , 并 作 写 们 的 和 : 


ns Hl 十 pps ns 十 四 + Wit He 


所 有 这 种 和 数 成 一 数 集 , 它 或 者 有 和 有限 的 上 确 界 6, 或 省 五 界 .在 前 一 种 情形 中 ,显然 


2 SEG 
Dp 


对 全 体 ? 都 成 立 ;但 另 一 方面 ; 必 有 一 有 限 和 > G 一 s, 但 当 p 很 天时，》 "含有 此 有 限 和 
的 等 一 项 :所 以 


人 > Ge 
他 


灵 因 > | 非 减 :所 以 


p 


3 


im >， = G&G, 


Fr 
=p 


这 世 加 是 设 , 挡 这 种 特 砾 方法 求 和 ,级 数 是 收 襄 的 ,大 且 写 的 各 就 等 于 GG。 在 这 种 情形 中 ， 
穆 重托 数 为 收 考 ,显然 , 写 与 ar 的 选择 无 关 ， 
在 后 一 种 情形 中 ,对 于 任 箱 的 正 数 品 , 必 有 有 限 和 
co 二 2 十 二 
所 这 存在 pus 使 当 p 之 po 时 


因此 
lim > - C0. | 


pm 


在 此 情形 中 , 称 备 级 数 为 发 散 , 并 且 它 也 与 As 的 违反 兆头。 

所 以 如 果 求 和 方法 仅 限 于 有 限 部 分 和 的 疾 , 闭 末 定 理 已 悉 证 明 。 但 是 我 何 的 定理 应 
当 包 含 容 首 无限 部 分 和 的 求 和 方法 ,所 以 还 扰 炎 燥 让 明 ， 

先 假 定 重 狠 数 收 艇 ， 用 刀 表 一 区 域 , 它 可 能 有 限 也 可 能 无 限 ， 当 (mm 属于 D 时 ， 
命 bm. 一 mn， 否则 命 bw, 一 0， 最 然 , 当 了 an 收 仇 时 ， 福 pos 也 收 租 。 读 


>», = >, | 一 DY bn 


5 D 
芽 入 歧 作 为 左右 的 定义 :出 显 热 有 


Do. 
n 


现在 命 Dytp 一 1， 2 ) 为 任 普 一 列 其 有 4 的 特征 性 质 的 域 ， 但 现在 DD; 容许 为 
无 限 域 ,出 有 有 
> < o. 
vp 


另 一 方面 ,与 前 本 相间 地 可 以 狂 明 :存在 加, 使 六 p>pr 时 ， 


因此 


最 后 车 重 级 数 发 艇 , 则 或 考 有 一 乡 使 >) 发 艇 , 对 此 情形 ,定理 已 得 ; 或 者 对 -一切 p， 


> 人 ,都 政和 伍 , 对 此 情形 ,又 与 前 面 同样 可 以 赴 明 ,对 于 充分 大 的 p， 
Dp 

2, =H, 

Dy 
锟 处 互 为 任意 葵 定 的 正 数 ， 所 以 


和 


2 一 oo， 
cp 
于 是 定理 得 部， 
最 有 用 的 特例 是 
定理 2.。 如 果 a4 完 0, 则 


cm oq [2 co 

四 | 
> 1 Sa : 二 如 
= "二 1 


#4 二 1 用 二] 


《17 


上 噬 式 的 意义 是 : 如 果 靠 瑟 (1) 的 -为 收 乱 ， 则 另 一 方 也 收 悉 , 插 且 二 者 相等 ， 我 们 将 另外 


和 给 写 二 个 证 明 ， 
证 明 一 。 不 妨 假 设 (1) 式 堪 方 收 租 .这 意味 着 
A =- So, (m2 及 Si 一 D4 
都 下 和 欢 ， 于 是 因为 ws。 二 /Am 所 以 
A 3 Cr 
1 


也 都 收 仇 ， 轩 为 


= 
jE 


De DD Ds 


二 | mi 二 1| 于 二 f= 1 


请 王 方 是 点 的 单调 拱 加 岩 , 因 此 (人 ) 式 石 方 收 艇 ,和 兰 昌 不 天 -下 了 


型 在 重复 上 和 而 的 起 朋 ,但 将 mw, #5 互 摘 , 我 们 双 得 到 (1) 式 左 方 不 大 于 右 方 。 联合 这 


两 千 孙 , 便 得 定 运 . 
证 明 二 ， 仍 旧 假 诅 (1》 式 左 力 收 能 办 为 
5S. i > >» fp fs 
n=1 m=1 m= 1 1 二 1 
秆 以 我 们 希 要 证 明 
lim > > i > > Er 可 
为 此 ,我 舍 又 只 铺 诈 明 


4 Le 
> >, Hn "0, (NWN > 00). 
二 1 好 二 多 十 1 

-3 


《27》 


写 wlN) = 全 om 则 因 0 扫 srtN) 二 Am; 而 让) do 收 驹 , 所 以 (2) 的 左 方 关于 六 
mm 二 1 


=Ntt 


一 致 收 般 .于 是 由 定理 4.2 得 到 


Em >, >, mn > (Im > ys 4) 一 0, 


N+ m=] n=N+} 


定理 仁 毕 


对 于 能 取 正 、 依 公 的 aw,,, (1) 式 有 时 成 立 ， 有 时 不 成 立 . 对 此 情形 ， 在 需要 证明 它 


* 7 = 


成 立时 ,我 们 往往 象 话 明 (二 ) 那样 ,把 间 是 和 化 成 (27 的 芷 明 , 然 后 再 用 各 种 特殊 方法 起 
有 名 成 江 . 

定理 3。 设 0 扫 ao 所 Bo 双 了 2 收获， 则 >)an， 也 四 斤 . 

证 ， 从 定理 1 的 驻 明 可 以 看 到 , 正 项 重 稻 数 在 写 的 有 限 部 分 和 数 的 集合 有 有 有 限 上 界 
时 族 艇 ， 今 > 5m64 收 散 ， 所 以 它 的 有 限 部 分 和 数 有 上 界 , 灵 因 0 所 ao 所 is 所 以 
,ww.s 的 有 限 部 分 利 数 也 有 上 上 界 ,因此 了》) wm， 收 租 . 

下 面 再 来 计 论 em, 能 取 正 、 负 值 或 复数 值 的 重 级 数 ， 

定义 、 ”如果 |ew*| 收 藤 , 旭 称 》) aw,# 为 一 息 对 收 笋 狼 数 . 

定理 4， ”对 于 一 个 彻 对 收 敏 的 重 航 数 ， 各 种 求 和 方法 所 得 的 精 果 也 都 相同 . 或 者 
届 ,经 蔡 收 化 的 重 级 数 必 定 收 敏 . 

证 。 我 们 只 讨论 4m, 为 实数 的 情形 ， 对 于 s,s 能 取 委 数值 的 情形 ， 雍 者 就 自 证 明 
之 . 

当 don 溢 0 时 ， 全 tn, i 内 Bs, ss — 人 0; 而 当 dma < 日 时 ， 命 cm, = 0D， Ba,s 一 
A 于 是 我 他 有 mn mn B,,, EE 及 

日 入 oa < 研 | a. nl» 0 Bs SE Nam, sf, 

由 假定 及 定理 3 可 见 ，>), um, ,，》) B。,，, 都 是 收 全 的 正 项 重 级 数 , 而 命 a 与 及 分别 为 七 
们 的 和 ， 于 是 采用 定理 1 中 的 记号 ,可 有 


> fm DD) cm 一 DD) Bora — 8. 
Dp Ap hp 


当 Ay 换 成 可 以 是 无 限 域 的 Ds 时 ,， .上述 关系 仿 旧 站 磺 ， 但 在 此 时 , 等 式 彼 取 作 左 方 的 定 
及. 最 然 , 重 般 煌 的 和 空 一 月 与 必 p 下 Dy 的 选取 无 藉 ， 


定理 5。 命 soy 一 > > asss 如 果 


且 > ,ape > ap 都 站 做 , 则 
a=1 p= 
> [B22 | 一 >, [3 | 中 请 
N=1 a=1 m1 w=] 
倒 工 . 当 & 记 1, 户 之 1 寺 ， 
1 
,2 
上 收藏, 
笠 2， 当 a 交 1 时， 
网 1 


粹 ,加 壹 1 【zz 十 二 


* A 


以 敲 
由 
pn 2 
及 例 1 部 得 . 
例 3 Epstein 丁 数 ])， 命 e Dacy 则 当 =>> 工 时 ， 
1 1 


Si 
ml Cam: + 265mn 十 cna)” 


疏 伍 . 
利用 
an 十 2bmn 十 
于 
有 极 个 们 的 性 厦 , 可 得 精采 ， 
例 4 命 
1 若 区 一 pn 十 1 {n> 1) 
Hm —1 车 mzx—1l Cn 2) 
0 攻 不 然 ， 
EN 
2 这 amn 压 ， a 
m= | n=1 t= m= 1 
他 5。 落 m,n 宇 1 站 
on 一 3 L 2 《 菩 加 二 )， Im 0( 荐 m )， 
力 1 一 加 
By 
~ Cn ( 2) 
mn 一 一 全 i 本 时 
nn 二 1] m=1 m=1 ##=1 各 
而 
(gu) + Cau+ ca 十 【el 十 ep 十 4 十- =- 
他 6. 
1 
= 一 一 1 
有 一 2 和 2 na* 之 1 一 1 m=2 mt 一 1) “ 
倒 7. 群 明 
2 本 二 = 1 EL 2 > 
了 2 十 一 用 站 寺 天 十 一 ， 赤土 广 儿 要 十 三 十 
2 7 2 
并 由 此 与 
1 一 上 + 上 一 “= arctg 并 一 到 
3 4 
推出 


和 0 = 


1 1 1 x 
一 十 二 十 二 十 …' 一 二 C4) 
1° 了 32 8 


证 . 因为 sms 有 正 有 贸 , 记 以 等 式 (3) 无 法 从 前 面 的 定理 推出 ,而 需 特殊 的 证 明 。 
(3) 式 左 方 居然 等 于 ( 命 + 一 m 十 用 ) 


> 二 Dr 位 1 (2 -三 + 
有 2 2 


oc 站 二 上 = 十 寺 1 
2 2 2 
2 
-一 二 + 圭一 ) 


又 对 每 一 nn 0， 


11n 1 
和 
二 二 | ”= 十 二 说 才 基 十 一 

2 了 2 2 


所 以 如 果 (3) 式 成 立 , 划 得 


申 示 不 难 推 (4) 式 . 
对 十 任何 N, 我 们 有 


= 一 = nw 
让 以 我 们 只 续 武 明 当 六 一 co 时 ,有 
] 号 co -NN—f 
2 
让 里 我 们 只 让 明 前 一 个 和 趋 于 0, 另 -一 个 和 起 平和 的 事实 可 同样 证 朋 之 ，, 


3 (— 1Y) < [| 
"tN 
之 之 
所 以 
IS 
Wi=—N-| nmN+]1 二 一 一 入 ~ ] 


1 
EN—d crn 1 1 十 工人 
ZN 一 玉 二 YN | 十 二 | “(mt 
也 2 2 


理 省 自前 


定 显 然 趋向 于 0 ， 肥 对 任 信 站 mr, 我 们 有 


Sk "(ty 
六 -六 -六 | 
SN 二 二 二 二 
之 2 2 
SD 《一 
= DCD -， 
+ 二 ” 
所 以 
D3 2 D3 《一 1)" 一 了 一 了 可 (— 1y" 
二 一 上 0 谋 二 上 训 十 1] 有 一 一 5 4 十 - 4 m= 二 a re (m 十 + np 十 | 十 1) 
立 位 4 


市 方 前 一 项 显然 赵 疝 村 0, 而 后 一 质 可 与 前 面 全 样 处 理 , 侧 姓 遇 攻 也 趋 寺 09, 二 是 (3) 式 成 
了 这 。 


$19. 圾 数 的 和 王 积 
设 
dot a gi **", Bo 十 庙 十 二 


为 二 个 级 数 , 命 co 一 人 asp 一 bs 十 ae 十， 寺 asbo, 称 级 数 
机 co 十 十 忆 寺 
为 这 新航 数 的 乘积 , 
若 级 数 2， zn， ) 名 都 稻 对 收 误 ,如 张 积 祖 ) c。， 也 很 对 收 笋 ， 寿 且 它 的 和 = 也 就 
是 该 二 级 数 之 和 4,5 的 乘积 a5. 
这 可 由 上 节 千 果 立 剂 推出 , 因为 重 航 数 >， anto 绝对 收 笋 , 先 依 行 加 起 , 再 依 列 加 起 
的 结果 等 于 oz。 面 | 


™ 
A 
> CH >》, Gmbny 


用 二 和 TH 十 村 宇 操 
这 下 是 -种 求 和 方法 ,所 以 屯 的 极限 也 是 a5， 实 际 讲 来 ,我 们 还 有 进一步 的 千 早 , 
定理 1 如果 思 和， 了 6， 了 了) 各 收 诅 于 as bo c, 则 < 一 
是. 我 们 已 知 , 当 {x| 之 1 时 ， 


站 对 收 化 ,所 以 


也 亲 对 收 化， 由 于 六 ) or， 了 之， 名， 之 ,ce 收 笋 ,所 以 用 Abel 定理 得 到 
名 二 站 [| 


限 一 个 


lm Yar 一 “ylirn DY) br = lim », 
也 区 + 


rl 本 一 蜂 十 二 由 六 一 必 


2 
下 一 二 
cat” == > Cpe 
应 芝 由 


» 4D. 


级 数 情 甘 的 定义 莽 不 叭 一 ,以 上 的 一 种 称 为 Cauchy 琵 法 ， 
还 有 一 种 称 为 Dirichlet 到 法 , 定 闵 如 水 : 


n= 人 by nl,2, 


= 


也 是 可 以 证 明和 如 果 之 ae， 了 1 65 午 超 对 收 于 <， 86， 则 
PE 
也 匈 对 收 敏 于 a6. 


Cauchy 瑟 法 的 定义 导 源 于 . 需 般 数 的 琴 法 , 而 Dirichlet 葬 直 的 定义 导 源 于 Dirichlet 级 
数 ; 


的 兵法 ; 


不 
PU) — (1) 
hk 二 1 l—x 
假定 
> du 
当 0 szs 扩 后 时 收获 :, 刚 Lambert 级 数 《1 也 收 铬 , 
因此 
T(x) = > a 一 三 尼 
k= #4=1 并 一 t= 


分 别 取 a4 一 1 及 a4 一 名 , 则 得 


> Le 二 Fr) sx", 


二 ] 】 2 n=l 


此 处 Z(tn) 这 示 4 的 四 子 个 数 , 而 on) 表示 # 的 各 个 夫子 之 和 |, 


例 2， 命 
中 (xy zs) 一 ei z A 
由 
Ee ed mm sl a 
馆 2 zz 上 在、2 总 
可 条 


P(x, ») 一 > 人 CD -一 > J Cx) 9， 


m0 Ko0 “2 mz! 
起 处 

Ss CD 人 

一 一 二 ， 若 之 0, 
0 下 1 人 古 十 2} 1 和 2 
Jr 一 人 

二 【 -一 1 (2 若 nn 之 0 

个， (和 十 四 久 2 ， ' 
易 见 


Jo 一 《一 Drya(o， 

国 数 J,(x) 称 为 Bessel 基数 

全 3， 命 

人 oor", 


m1 


f(z) = 今 ， unxr。 Ex 一 


是 两 个 在 1*| 过 革 商 经 对 收 租 的 级 孝 . 


Ho) 一 g(x) 一 一 
一 多 1 一世 
即 得 
> RX 直击 
ml— ax™ rl 


$ 20. 多 变数 的 敬 级 数 
侠 变 数 *, y 的 正 整 数 守 次 掩 烈 的 形 如 


cm 


>) amry* {x,y 为 复数 或 实数 ) 


Lk=0 


的 年 般 数 ,叫做 两 变数 x,y 的 此 服 数 。 我 们 现在 米 讨 葵 重 瞪 般 数 的 收 阁 范围， 


的 研究 有 很 多 地 方 趟 与 单 变数 的 相同 ,但 仍 有 
定理 1。 如 来 在 x 一 ?一 如 时 级 数 收藏 , 则 当 
El < < 1 
时 释 数 也 收 侣 . 
证 。 由 于 重 级 数 收 项 ,所 以 有 一 数 工 存在 ,使 
[anxiys | < 5, 
而 如 果 1x1 过 | 加 | |y| 三 [yol, 唱 


x 
Fam yl < Lamxe yt | — 


4 
* Yo " 


(1) 


收 化 范 围 


* 日 3 


部 得 


右 过 是 收 钱 的 ,所 以 得 到 定理 . 

内 这 上 几 也 许 有 人 会 推 届 两 变数 的 千 航 数 的 收 做 范围 可 能 是 1 < Ri, |y| 过 Ri， 这 
一 猜 浊 是 镍 误 的 . 

定义 如 果 嘱 是 两 个 复数 x,y 的 区 域 ,在 其 中 各 点 上 ,党 航 数 (1) 都 收 艇 ,而 在 其 
外 各 点 土 , 重 航 数 发 散 : 在 边界 点 上 可 能 发 散 也 可 能 收 项 。 这样 的 区 域 称 为 重 航 数 (1) 的 
收 项 范围 

他 1.， 他 数 


的 收效 范围 是 1z| 三 1, yt 二 1 


全 2， 
St 
之 中 有 
元 处 不 收 鼓 . 
个 3， 


SY te 十 x 二 台 十 -一 十 x 十 于 二 xy 十 xy 十 wy 
~ 十 
二 《十 x 十 二 十 下 [1 二 xy 十 (xy 十 -1] 
i 1 
1—x1— xy 
这 释 数 的 收 锅 范围 是 [x| 三 1， |xy| 二 1, 


§ 21， 利 用 级 数 解 降 画 数 


我 们 再 研究 隆 画 数 的 解 出 六 是 :假定 
F(x,y}—0 〔17 
的 在 方 在 (zo, yo) 点 的 一 领域 肉 能 依 x 一 加 与 ?一 各 的 者 坎 展 成 为 反 对 收 乱 角 数 , 井 假 
定 其 常数 项 一 0, 而 ?一 加 天 的 季 数 不 为 0. 这 两 条 件 相 当 于 F(xosyy0) 一 0 Fy(xo, yo) 过 0。 
寺 是 袖 方 程 (1) 所 确定 了 的 钢 数 ， 一 ytx) 也 能 在 x 一 和 的 革 一 邻 域内 展 成 为 * 一 知 主 
活 级 数 ， 
诈 ， 大 不 失去 莹 肖 性 ,我 们 可 以 假定 x 二 yw 一 0。 由 于 血 航 数 中 3 的 系数 关 0, 所 
以 方程 (1) 可 以 改写 成 为 
3 一 ea cnmnx tt cqry 十 co + cor’ + enriy tt cyry + co +t ee, (2) 
我 们 太 导 求 的 芋 找 出 
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yar a a (3) 
使 其 适合 于 (2)。 
首先 我 们 假定 (3) 的 经 对 族 笋 性 ,并 把 (3) 代 进 (2) 得 
a 
二 cite 二 十 十 co 十 cnriCar 二 -十 
十 ebxkair tt a Tt colazs tT wet (4) 
导 比 说 订 数 入 
HL Oy 
2 = cw enn 十 coat, 
03 一 cuaz 十 eva ew cena 于 cpa!t + coal, (5) 
(2) 臣 在 边 有 一 特点 ,其 中 含有 3 的 项 或 者 是 7 的 高 于 1 次 的 项 ,或 者 1 次 的 y, 此 时 其 对 
应 系数 都 含有 *#Q 庆 1), 因 此 在 方程 租 ($) 的 第 # 个 方程 中 , 左边 一 定 是 a,, 而 宕 边 划 是 
Ks 的 图 数 ， 和 由 此 保证 能 能 依 严 地 逐个 确定 系数 4,: 
HL in 
4d1 一 为 十 ec t+ cmcloy 
qo eu 2emcw) emt cncw tt cach) + ew + cncm 4 eych + emch,-**. {6) 
顺便 提 一 下 ,47 中 破除 搬 骂 时 , 字母 se 只 用 了 加 、 狗 的 计算 , 所 以 旭 翰 把 (3) 式 
右 映 看 成 cy & 多 阴 式 , 写 的 系数 者 是 正 的 ( 基 且 还 是 自然 数 )， 于 是 (6) 中 右 映 的 系数 也 
是 正 的 ,入 一 注解 后 来 有 用 . 
我 们 现在 的 问题 归 辕 为 去 亚 阴 : 系 昭 为 由 (6) 式 定义 的 a ra ea 的 顶级 数 (3)， 
在 x 二 0 的 某 一 邻 成 中 稳 对 收盘 ， 因 此 这 个 短 级 数 适合 于 (2) 式 . - 
究 (2) 式 的 同时 ,我 们 研究 
y= rmt 二 ror 十 Faxy 十 roy: trax’ 十 Faty + rery 十 ro 十 (2") 
其 中 所 有 有 的 系数 ri 都 是正 的 , 且 


[ei < 
i a fps 


我 们 对 应 的 定义 
Cl 一 Fs 
Er rmrio, 
Orn 二 27rozrin) ran 二 ririo 十 roriy) 十 
十 rao 十 fare 十 frio 十 rrigy *"* 【6 
及 医 级 数 
y= ar rt 十 (3) 
世 于 双 数 都 攻 焉 的 ,所 以 
la Sr = 1 2 3, 


如 保 能 够 找到 (2 ), 使 43 3 有 非 需 收 仇 富 径 ,定理 就 让 有 明了， 


"lusa 


由 假定 ,有 > 与 2 存在 ,使 涩 
lxi <r, yi<p 
时 。(2) 式 收 艇 ,所 以 有 于 便 
Icix'y | 委 村， 


部 得 
[ea 所 站. 
+" 
就 命 rr 一 MArip 居 (2 个 谣 是 
一 
r + 了 应 ” 
NM My 
ND" 
9 [i 
序 得 
也 卫 
3 y 十 . Mp 一。 北 2 0, 
p+ piM+r—* 


这 方程 的 丽 数 可 以 实际 解 出 ,但 我 们 和 仅 需 使 * 二 0,y 二 0 的 屠 一 个 和 根 , 朗 


一 一 已 | 一 几 AM(p iM)_ | 
2tp 十 MM) ps rz 


rp 


p+ 4M(p+ M) 
来 化 随 表 达 式 ,有 得 


”™ zm 一 <) -| 


由 此 可 以 深思 ,如 果 利 用 二 项 莉 数 的 缀 数 ,Y 可 人 情 x 的 井 交 展开, 上 凡 当 |*| 之 7 达 + 时 区 
对 收 敏 ， 也 就 是 襄 , (3 收 化 :因而 《3)》 契 对 收 伍 . 

以 上 的 方法 称 为 " 优 醒 数 法 ,在 答 分 方程 论 中 常用 及 之 ， 

这 和 结果 的 一 个 重 变 特例 是 赣 画 数 , 如 果 

yy— yo dx 
且 .ms 关 0,， 则 依 久 上 的 方法 可 及 得 出 一 医 胡 数 
# 一 项 一 加 (3y — yo) + bay po) 

这 也 是 一 个 在 某 确 定 范 围 办 收 误 的 桥 敏 数 , 详 得 算 法 已 见 第 七 章 . 而 现在 发 明了 所 求 出 
的 看 数 在 yo 附近 疏 敬 . 

这 些 结 果 者 是 所 户 “ 局 部 ”性 的 , 仅 知 道 在 藉 一 点 附近 ， 而 不 知 确 是 多 么 近 , 或 党 么 
远 . 

例 1 (Lagrange 贫 数 ).。 讨论 方程 

y a+ xP(y), (7) 

此 处 p(y) 在 y 二 4 点 附近 能 展开 为 收 敏 的 窒 级 数 ， 
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1 泪 


当 x* 一 0 人 寻 ,y 一 a。 我 们 可 以 用 寡 琢 数 解 出 了 来 ， 沉 一 般 地 , 我 们 研究 下 面 的 关 
题 。 
一 了 Cy) 在 7 一 上 附近 有 收 租 的 寡 巍 数 , 将 7 在 一 0 处 的 需 级 数 代 大, 则 ”在 
x* 一 0 0 现在 我 们 来 求 # 令 照 * 的 办 次 的 展开 式 ,， 
将 47) 式 分 别 对 * 及 a 求 微 商 ,得 


zp] = gy), 
Dz 


sor( 门 1 7 
[1 *P (1 1. 


由 些 得 到 
CY 2 
FR Py) 3 (8Y 
芍 对 于 三 f(y), 有 
Ge On Oy _ Ox B67 _ Bu 
Br by or Oo ?7 (9) 
于 是 对 于 任何 诈 微 两 数 F(y] ,由 (8), (9) 不 难 推 出 
天 月 站 民法 水 下 
Op B"-! ， Bx 
一 | ty) “<|， {11) 


当 # 一 1 时 ,此 序 (97y 式 ， 假定 对 字 不 超过 ?的 自然 数 ， 《11) 式 正 确 ，。 当 #w 十 1 时 ,由 
(9), (10) 可 和 


Oh 0 -| any) | 
侣 x”! 局 cn Bx 
-8 8 [oo 和 | - 包 [eeop 人 ] 
Oa! Ba ? C9) da” 和 9) Ba 上 


故 《11) 式 成 六 . 
现在 将 展 成 以 * 为 籍 的 Taylor 级 数 : 


~ i 2 E. 齐 
“一 四 二 x( 2 + (oe) + 十 
Ox 21\Arv nl ‘Ox 


Or 
Dx” 几 


由 (11) 柯 知 ， 


二 ~ [pCa)f ta)], 


改 得 
jy) = f(a) + rpla)f Ca) + 三- [pF (a) + …- 


x 


#1 da ol 


- 《gr (ea)) 十 (12) 


此 部 Lagrange 级 元 。 


+ D7 * 


到 其 六 一 ?， 邹 得 


x 四 x dt. 
一 十 x 二 一 [wp T+ 二 ee L 
7 9 2] da [pe) 了 IT (ea 1] 。 《13) 


全 2， 在 例 6.4.4 中 已 既 讨 识 和 这 确定 行星 在 定 山 道上 的 位 置 的 Kepler 方程 
二 


示 处 * 基 行 星 的 偏 近 人 角 点 ,& 是 平均 返航 点 ,而 9 是 行星 未 省 殉 心 蛮 、 几 (137 可 知 ， 


1 本 一 上 
之 一 眶 十 js 十 时 dina .4 .4 {sin™ ee) -FF sa, 
21 da nl da : 


,2place 攻守 证 角 了 当 F027 B 寺 ， 上 面 的 圾 数 收 底 ， 
誉 题 主 让 汪 
(1 
lr vlte + 21 4 ， 


二 名 十 4) 证 十 SS x 和 
十 4) 十 


提示 : 取 e 一 1 ,中 (一 二 并 7 


开题 ?2， 冰 证 


1 一 1 十 ai 二 PE 上 下 十 pe 十- 
vl — 2gx 二 a 
此 处 ,一 -二 为 "次 Legende 多 项 式 ( 见 $6.13). 
"x 经 五 
Yl 


提示 ; 永 GD) 一 2 


$ 22.， 妆 微分 方程 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 


完 理 1 (Cauchy)。 假定 氏 x,y) 在 区 城 
《D) | 一 名 | 委 z， jy— yb (4a>0,6>0) 
上 示 利 , 且 诺 足 Lipschtz 条 件 
(fx, v2) 一 其 zy | SE KI yl!, 
和 紫外 外 为 正常 数 , 则 微分 上 方程 


他 =, y) (CD 
dx - 

和 只 一 :的 解答 ¥ 二 PLx), 和 确定 于 区 阅 |x ™ wu| < 和 中 ,站 中 

== min|l a ! 也 = max j 
在 ( 4 3 过)， M .max ltlx, 3 3 
且 y= P(xo). 
证 。 方程 (1) 的 任何 解 y 一 y(x}) 此 滋 足 
vl) 一 加 十 全 Te, ye))a， C2) 
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反之 ,(2) 的 任何 束 编 解 都 满足 (17 及 初始 条 件 m 一 yw)， 因 此 我 们 就 来 讨论 积分 方程 
(2). 
把 y(5) 二 yn 代 太 (2) 式 右 方 ,得 


(2) 一 yet 人 f(€, yd. 


显然 , yuCx) 当 |x 一 zo 全 六 时 是 连 精 的 , 丹 okama) 一 和 由 了 于 
{yr) 一 yl 委 Da [Ee, yo a Mi 


也 没有 超越 之 外 , 仿 此 依次 伍 蜡 
pf) 二 人 HE, Ed， 


亲生 


.| G3) 
ya tr) yy 二 | H{é, ysl dae, 
于 是 我 们 得 到 画 数 惧 
yo: PC) yafx) 。 “yx), Ts (4) 
共 中 每 一 函数 yetz) 都 具有 上 下 性 盾 ， 
我 们 来 十 明 : 当 jx 一 ia 所 时 ,证 数 抽 (4 一 下 收获 。 为 此 , 先 姓 最 
byob) 一 wa 二 sz 一 aa (5) 


I yl < | 人 KE yde | < Mix — wl, 


用 归 秩 法 ,假定 5) 当 # 一 志 时 成 立 ; 剧 当 w 一 十 1 时 ， 


pent) 一 yA)l = 人 [HE, mA(CE)) — 1(€, ye))]as| 


A | | II(€, yx) 一 其 后 ， ye-Diae | 


工 MK* | x 
和 长 | | 1 yr 一 - walae| < 区 | 人 讼 一 at] 
= ME | ltt 
二 于 ” 
故 得 55) 式 ，， 
由 于 级 雪 
Sy ME 
1 二 1 
肢 佑 ,所 这 级 数 


YA) = yo ny 
在 |x 一 zw| 所 思 中 一 至 收 襄 , 即 落 数 慎 (4) 在 |z 一 | 所 中 一 致 收 侣 于 Yr), 
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叉 忠 也 
| tes, Y) 一 [I(¢, ro]as |< x| | 


政 当 理 一 站 《向 时 ， 


YCx) 二 lim yn Cr) = lim 民 十 ft, ye)as| -一 yo 十 fe, YA) dE, 
部 YCx) 适合 《2 及 初始 条 件 了 (om) 一 和 倘 有 另 一 速 炉 解 Z (x), 旧 
zx) 一 入 十 人 /(&, Z)d8, 
故 得 


mar lY) — ZO1 一 mos, | | Ce, Y) 一 Ke za 


EK max ,YO ~ ZS max iYew)} — Zix)|, 


I# 一 | 帮 [eb 
油 此 冲天 YL) 二 Z(x)， 定 理 谢 完 ， 
降 施 。 由 
MK Rt 
|¥rw) — ymCx) | PA Fx Yo 各 
可 场 估 放 第 吉 次 近 假 秆 ywt*) 与 准确 解 之 而 的 娲 差 ， 
向， 求 微 分 方程 


ty (lel, ly < 
b 


过 (9, 0) 的 近 伏 解 
显然 丽 数 避 十 疡 适合 Lipschtz 条 件 ,积分 一 卡 得 
yx) -| [P+ ld + (de, 
以 we = 0 代 天 , 基 得 


3 
g 二 一， 
yiCx) 3 
1 ,3 | 56 1 3s 1 7 
t= 二 rd 十 一 x 
Ya(*) 3 un 3 63 ? 
1 *f 1 2 ， 工人 
Y 一 2 十 | (e+ 二 全) ata 
(7) 一 a \9 180 63 ] 
一 鞋 妇 十 工 和 十 一 人 加 十 一 上 as， 
3 63 11:189 15:63 


可 以 稚 种 算 田 诸 (x) ,ys(x)，… 
$ 23. 积分 方程 解 的 存在 性 与 唯一 性 


定理 1。 仍 定 基 *) 是 [zy 5] 上 的 连 神 商 数 ， 兵 (ay 6 人) 在 2 所 < 所 上 a 所 585 上 
乏 种 ,天 当 2 充分 小 时 ,积分 方程 


“1l0* 


P(x) 一 Fe? + 1 Ks, EPE)dE 
在 [4,5] 上 有 唯一 的 束 粹 解 p(x). 
相 ， 尾 取 [fs, 5] 上 的 连续 夯 数 gu(s)， 划 由 
pilx) = f(r) + (Ks, €) po ENdE 
所 确定 的 阔 数 P(x) 环 是 14, 2] 上 的 速 结 矿 数 ” 令 次 类 推 , 作 且 


gal) — f(x) + 4 {xcs, gy pe dE, 


和 


pa) 一 X + 4) Kl, EpalE)ds, 


和 


于 是 我 们 得 到 [a, #51 上 的 回 德 而 数 斤 19 ， 合 


MM max | 下 人 xz， £)|， N= max | gx) 一 Ptx)!, 
日后 Tr 
定语 
副 得 
max, | Pal#) 一 Port S [AMCS — a) JN, 


(12 


(2) 


因 尖 5 二 1 时 , (2) 式 蕊 成 立 ， 出 归 簿 法 ,假定 5 二 证 时 (2) 藉 成立 ， 则 当 # 一 克 十 1 


时 ， 1 
IgG — pe Sa IK, HN pa) — pele) las 
EAME— eliMs oN = [AMS — a NN, , 
艳 得 (2) 式 ， 
有 刻 不 汇 分 小 便 0 二 At 一 四 二 1 则 出 于 级 数 
六 (ACE 一 GD) 和 
| 
收 裔 ,可知 级 数 
PY) + CP 一 中 Hz) FP Pa) 十 一] 
一 正 收 襄 , 妇 函数 甘 {q.C2)} 一 下 次 烧 于 连 粮 范 数 Ptx)， 因 此 
9(D) = im Pols) = im [10) +2 Ks pes) 


— f(x) + a) Kr, Fp) A, 
仙 还 有 另 一 连 炳 而 数 少 (x) 适合 积分 方程 , 姑 


pln) fe) + A Ke, EE)dE, 
故 得 


Tece， Ef PE) 一 HEY dS 
SAMIb maz | 有 Cr) OO— bx) 1, 
女 号 注 坊 由 


因此 必须 ptw) 二 由 (x)， 定 理 君 完 , 


max |POO CO— $x = i max 
Pp Pp 


中 于 


$ 24. 微分 方程 粗 的 人 解 的 存在 性 与 唯一 性 


定理 1。 给 定 一 粗 原始 值 zw y 四 ;yy 吕 ,又 假定 1) 男 数 所， yy0(1 守 
i 之) 在 并 区 域 
(D) lI# xa | 一 yl 
上 连结 .1 为 北面 数 在 (D) 中 契 对 值 的 最 大 竺 , 即 对 于 DD 中 的 点 有 [fl MO i; 
2) 在 区 域内 ,这 些 莉 数 笑 合 Lipschtz 条 件 , 即 

| 起 (一 有 | SK | +t ye ya |}, 

此 处 天 为 一 正常 数 , 则 微分 方程 组 
2 一 下 (zl sp) (li (1) 
有 唑 一 的 一 组 解 


ytr), ya(2), "ys "0 


它们 确定 于 区 间 |x 一 sol 所 让 中 , 此 处 二 一 min[ as -1 ,三 】 且 满 足 
yx0) = yO yr) = yn) = 
证。 1) 作 一 次 通 近 坝 数 
yr) = yn + 人 1 1， (2) 


诸 yx)(1 过 so 者 是 连 入 画 数 ,又 当 |x 一 如 | 委 天 时， 
[ys 一 3291 = 下 filé, yO ya Mr rl MA 
因此 一 实 盟 近 加 数 不 会 超出 区 域 D， 类 伺 地 ,逐步 定义 


E 
六) 一 二 
op 


和 


ye) 一 和 十 人 fxs Hy ya (SI) 
用 开锁 法 可 玉 证 明 , 当 |x 一 xo| 委 丰 时 ， 3 折 一 3 委 呈 有 一 12。 
2) 他 往 证 明 
yr) 一 gO) CE MR) EA igs). (3) 


m1 
当 严 一 1 时 
+t 
jy 他 一 yo | | fté, yo , ” ye ae MIx — xol (li 
Tn 


假定 (3) 式 当 mr 一 名 时 成 立 , 央 当 rm 二 充 十 1 时 ， 
SEE) 一 4 多 | 过 人 [ 方 (会 ， yi, "Ss ys) 一 天 (二 ， yi 人 3 yi Dae 


二 fx xo | 
MnkK)t CT {i112)， 


”2" 


获得 (3) 式 ， 丈 因 必 元 
bt | A 
之 | 4 他 (本 a 


收 仇 ,所 以 侨 数 
vi + PY) — yD tI 一 十 
(1 Si) 
在 1r 一 如 | 所 直上 一 数 收 做, 序 里 PC 一 过 收 笋 于 YL 所 语 夺 #4) 
由 于 


I {fe, yi yy — f(t, Yo de | 


到 
<xl|| {1 一 
*p 
所 以 
EE 
Vo tiny im yp + | HE rt, sa 
二 Tm Yo 


= y+ 人 fié, Yi1, 四 (1 1), 
将 两 端 对 + 六 微 商 ,得 


SE ps Pie) Pa) CG 1,2, sm)， 

县 
yr = ye 【人 
篇 方程 组 (1) 还 有 另 一 组 解 1， ” 2 上 

zi Fie, ZL "Dat [中 用 -= 和 玫 = 和 用 

命 1 
max [|YCx) 一 ZCx) | 二 "十 |Y .Cx) 一 Zlx}|] 二 日 ， 

则 得 


[ys 一 Z| 下 {fe, Yis “Yn) 一 ft 六， ly "2 ]at 


人 人 >，| Ye) 一 ZE) | AE pOK (li #), 


| 


KK 


将 这 1 个 不 等 式 相 加 , 则 得 
0 < nk 
此 不 可 能 ,除非 4 一 90, 即 Zr) 三 y(tx) (1 守信 9)。 故 得 定理 
考虑 一 般 的 = 阶 微分 方程 


和 =- 下 (xs yy 人 04) 
这 与 以 下 的 微分 方程 组 是 等 价 的 ， 
dy Sy, 
dr ?ly Ax Ys 本 x di] 
yy - . 
St F(x> JJ 2 Yl), 
dx 


11l1" 


ht 


所 以 由 定理 (1) 得 到 
定理 2 若 Fry 对 于 所 有 的 变数 正 壬 、 了 而 对 于 yy 
适合 Lipschtz 条 和 件 ， 则 微分 污 程 (4) 有 唯一 的 解 适合 原 站 条 件 ， 当 = 一 如 时 ，y 一 Jo 


Yo 


$ 25. 夺 粮 映 象 原理 


定理 1，。 假定 {Pp} 为 集合 秽 上 的 图 数 族 , 注 足 : 
1) 等 一 本 数 吕 都 在 珠 上 有 和 界 , 妆 
IP! Me， 
此 处 Me 是 与 中 有 关 的 常数 ; 
2) 了 PP 中 任何 一 个 一 艇 县 做 的 两 数 其 的 极限 , 亦 是 这 画 数 族 中 的 本 数 ; 
31 {ql} 上 有 一 运算 4, 49) 将 中 变 为 {qp} 中 其 一 画 数 ; 
47 存在 适合 0 委 涪 扫 1 的 常数 亚 , 使 {o} 中 任意 二 画 数 gi, Pz 独 满 足 条 件 
La 一 A(PI)| SE mBdl gp. — Pils 
则 方程 
P= A(P) 
在 1m+ 中 在 唯 一 的 解 . 
证. 在 {Pp} 中 任 取 一 个 画 数 Bo, 作出 
Pi = AlPo). 
由 3) 可 知 ,， Pir € 19}, 依次 类 推 , 作出 qo, Py," 由 和 知 , 和 i 一致 收 铝 , 由 2) 知 ， 
其 极限 序 汉 所 要 求 的 中 ， 
出 由 锐 遇 和 象 原 理 立 刊 阁 以 推出 与 唯一 性 有 关 的 和 缚 果 ， 
例如 ， 命 fx) 为 [2, 2] 上 的 连 炉 菌 数 , K(xz: 6 在 ocx 所 2 加 es 上 <s 训 上 可 结 ， 
命 珠 为 困 区 制 1a, 5], 481 为 Ls,5] 上 的 回炉 落 数 的 全 体 : 


ACP) = f(x) + | Ks, EE)aE, 
则 当 入 充分 小 时 ,由 压缩 映 象 原理 可 知 , 积 分 方程 


PD 一 Ke 十 1 全 天 Ce 人 PCE)< 

在 [<, as] 上 有 唯一 的 回 粹 解 , 

琐 沽 1。 斌 由 压 针 映 象 原理 推出 定理 7.1 上 与 定理 8.1. 

天 题 2。 假定 f(x) 在 一 oo 生 x < oo 上 定义 , 自 对 任何 实数 为 , xz, 若 满 足 

[f(x0 一 其 sa SE KE|x CO | 
此 处 冯 三 1 为 常数 , 则 方程 
< 一 (x) 

有 唯一 的 解 . 
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坦 惠 3。 衣 推 广 压缩 映 象 原理 ,使 之 能 包含 定理 10.1. 


§ 26. 利用 自 航 数 解 微分 方程 


$21 的 优 男 效法 可 以 用 来 证 明 袜 分 方程 解 的 存在 性 , 
定理 1 (Cauchy)， 假定 太 x, yy) 在 x = 6; 三 加 的 一 个 分 域内 可 以 民 汗 为 收 襄 的 
县 禾 数 , 乔 稚 分 睫 程 


人 (1) 


有 一 个 解 了 一 Tcz): 它 活 合 于 yw 一 y(w0) ;而且 在 xo 的 邻 域内 Y 可 以 展开 为 条 籽 数 (这 是 
对 过 (和 向) 的 唯一 解 ). 
具体 些 , 丰 x0 一 0， ¥n 一 0，, 洲 们 的 假定 是 


mw 


fs) = Dan Sr yp (2) 


在 此 假定 下 ,微分 方程 (1) 有 人 惟一 的 解 


了 cry (3) 


这 般 数 当 - 
xl < rl — er) 


时 收 笋 ,此 钼 时 是 一 个 与 攻 gy 9) 《|zx| 所 7 |yj 所 p) 有 关 的 常数 ，} 
斌 ， 以 (3) 代入 (1) 得 


bee 
>) lo = qm aywx + any TF ewx’ Ff anxy 十 qo TF 
I=1 


ae er bb 
2 
一 jm 十 fy 证 sa > ce] 十 a 十 a 袜 co 十 ol >， co 十 。 | 
t=1 二 一 1=1 
比较 柔 数 得 

CI 

Zea | 十 HDLCL# 

3c3 = oe2 十 gn 二 td1 十 Qci, 


ra 


这 是 一 种 算法 ;, 勾 过 "人 葬 ”, 可 以 逐个 地 算出 Cis Cay Fay "” “来 。 


由 十 
全， A rip™ 
| Bs 二 
收 艇 : 故 有 对 存在 ,使 
af 
laralrip" 之 对 ， 或 部 1anm| 安 ip 


因 此 得 出 莉 数 藉 x, y) 的 忧 周 数 


s TiS #* 


柚 分 太 程 
有 人 解 


由 于 当 * 一 0 时 ,y 一 0, 所 以 得 出 ce 一 0。 解 这 二 次 方程 得 


y = pl1 + /i + rg (1 —))}. 


及 因 zz 一 上 0 时 ,yy 二 0, 我们 得 一 根 
| 2Mr 对 
pf 1 p pl 4 r ) ) 


当 dr og (1 —)|<1, 出 识 是 当 


,可 


zl < rt 一 ea 
时 , (4) 可 以 展 成 * 的 需 级 数 ,而 这 需 级 数 是 方程 (1) 的 解 的 优 画 数 ， 


$ 27. 微分 方程 粗 


现在 考虑 


ys 


一 fr {i= 1, 2. 9) 
dx : 


《43 


(1) 


假定 在 点 (xo, 《oy Co) 的 一 个 邻 域内 ,记者 可 以 表 为 收 租 的 戎 稚 数 ,如 此 微分 方 


程 租 有 一 个 解 , 当 x 一 “时 ,有 
HH Co rs yn yo)o, 
且 在 x* 一 为 的 其 一 邻 域 中 , 尼 表 成 对 莫 狼 数 . 
不 妨 假 定 如 一 0 (rn 一 0 fr 一 0, 傅 


nm 


Ly Rn os 
fxs 7 Fe) > Hoe mt Priy ye 


bm 
在 1x| 所 +, [yi 所 2 中 收 殴 ， 
以 


可 
一 > cD rt 
t=1 


代入 (1), 比较 系数 ， 易 见 这 也 是 可 以 公用 加 环 就 能 逐步 定 几 叶 ， 


…) 的 计算 方法 ， 


a lls 


与 上 节 同 法 ,有 对 存在 ,使 


(apm,ama lr pm EM, 


因此 寺 有 居 醒 数 
hm es 人 可 可 
生态 各 a 4 MM 
A 
的 
的 解 。 因 当 x 一 0 时 ,1 一 … 一 一 0, 歼 旺 是 妈 二 5 一 一 yr; 所 以 得 到 
Ea a 了 下 
三 人 一 司 ) 
解 此 方程 得 


和 n 二 1 
yy 一 有 一 六 由 + 人 Mriog(t 一 二)， 


当 4z| 夺 rtl 一 or) 时 , 它 可 以 展开 为 可 级 数 ， 这 是 方程 (1) 的 解答 的 优 曾 数 ， 
记 .。 考虑 一 般 性 的 微分 方程 
sp (sy, ,ee 


Ty x 


dr” dx 
这 与 以 下 的 沪 程 粗 等 价 : 
d 一 -一 Ea = 里 四 时 ys = 
x 3419 A Vi 5 A so 
Se- < 一 Flx, ys Ys ;Yn1) 
ax 
所 以 得 以 下 的 , 


定理 。 如 时 下 在 :一 知 ;3 了 一 加 Oo 的 附近 可 以 展 
开 为 考级 数 , 央 该 微分 方程 和 一 个 解 : 当 一 各 时 ,有 yy 一 yoy 二 jj 
Cy 有 在 一 罗 的 全 一 邻 域内 可 以 表 为 需 各 数 . 


$28. 偏 微 分 上 方程 


定理 1 (Cauchy-KosanescKad)。 假定 PCy) 在 为 附近 有 收 短 的 需 级 数 , 且 gCy0) 一 
En 39 = fos 涟 数 
Oy ly=yp 
其 x， ys 2 9) 


在 Tos Yos So do 附近 到 收 宫 的 霖 航 数 , 央 方 程 


Be 1(s, .se) 


有 一 和解 z= 二 zx， y); 它 在 (x0, yo) 附近 可 以 殿 开 成 收 项 的 磊 级 数 ， 而 且 gxo, y}=P(y), : 


* ii7* 


证 . 1) 简 从 ， 作 代 换 天 一 * 一 因子 一 ”一 mW 页 我 们 可 以 假定 如一 一 0 又 命 
Z 二 z 一 (yy), 故 可 以 贿 定 和 0) 去 0 作 了 这 些 代 换 之 后 ，ZEK07) 一 zt0,y) 一 Ly) 
三 0， 我 们 还 可 以 根 定 所 9,8,6,0) 二 9， 否则 ,假若 0, 0,0,0) 一 4， 那 未 命 2 < 
一 ax 郎 可 。， 访 样 一 来 , 赔 题 就 化 为 解 下 闸 的 易 题 : 


这 一 (2, 和 9 Fs 0) ™ 2) Qk yt (2) + C1} 
+ Tf 
(人 y EJ rr， [yi < rs isi 
= ) 
By < 0, 
(0, y) 三 0., 
2) 埃 约 数 展开 ， 命 
吕 > cry 
代入 (1) 式 得 
> scp) el > Er (> ‘07) (T aD). 
=! jfrks sl t=1 
比较 * 的 生 方 的 系数 得 


| ， 
city) 一 >, aio» 


一 上 


em om Ls 
cA) 一 人) ay 十 DY om + D) awnci Cy 
站 i=0 eT 


由 于 在 妖 的 系数 为 (3 十 1)eonty)， 而 右 如 x 的 柔 数 则 为 gj 生 -ey): 
ety)，-…*， erty) 的 正 系数 的 老 项 式 ， 故 仅 用 加 乘 运算 就 可 以 深 步 正定 雍 cly)， 由 于 


ely) 一 >，mnnw ， 用 归 策 法 可 知 般 数 ely) 的 系数 也 是 wn 的 正 系数 多 项 式 ， 
1im1 . 


3) 优 夯 数 ， 由 于 航 数 


mm 


>) ln 


于 二 
的 收 黎 性 ,得 短 有 对 存在 :使 
|! | < 二 一 
ik rititkp 
因此 
| GM 


ily thtair ttp! 
丝 钼 a 古 一 小 于 1 的 正 数 .于 基 我 们 得 到 fx,y, x 9) 的 优 图 数 
十 1 YIM zztz 一 出 


站 


* 13Re 


《请 注意 引进 < 的 作用 7)， 因 此 关 题 就 在 于 求 臣 
dr M 


Ox y+ 2 
号 
r p C2) 


Se 
2(0, y) 于 D>) any”, Gm > 
m= 


有 一 和 解 ,使 它 在 《0, 0) 附近 可 以 展 为 +, 了 的 大 厄 数 ， 也 就 是 如 果 苯 了 一 个 非 外 笃 数 的 医 
航 数 amy”， 而 (2) 在 50,0) 附近 有 有 一 个 x,y 的 天 和 报 数 的 解 ， 那 末 这 个 解 就 是 (1) 的 解 
的 优 图 数 。 因 而 谢 明 了 (1) 的 解 的 存在 性 . 

我 们 且 椒 去 解 偏 微分 方程 (2), 耐 先 考 虑 以 下 的 党 微分 方程 的 问题 。 礁 后 从 下 面 的 更 


题 中 葵 出 (2) 式 中 的 >， zmy”。 并 且 和 输出 (2) 式 的 一 特 解 ， 
求 出 具有 正 采 数 的 震级 数 


大 人 一 人 em 如 
一 1] 
(在 :二 0 附 江 上 收 襄 ), 通 合 村 


“3 0» 
f(0) =0 
将 (3) 式 收 配 成 为 
二 人 
解 得 | 
pd i CS +f + 
’ 2 PF (a 3 mA 一 ) 
-多 -vi 本 © 
这 几 


由 于 当 le 二 1 时 
1 冬 1-3 FE 1-3:5 sa 


i Vi—w itt sa 十 
2 2.4 2.4.6 2.4:6.8 


"1T9。 


因 兆 当 «充分 小 时 ,可 使 


及 (47 臣 在 边 可 以 展开 为 
十 
的 正 系 数 戎 角 数 。， 由 $26 的 处 理 方法 可 知 ,(3) 式 有 一 个 者 级 数 


f(#) = 3 amt™, pm 区 0 


的 解 ， 
再 加 到 原来 的 间 癫 ， 取 


号 人 1 十 ?小 
则 方程 (3) 谈 为 厂 程 62 而且 
xz(0:7) 一 其?) = Dany™, 


朗 得 所 诅 , 
至 于 洪 麟 地 理解 到 级 数 的 各 种 应 用 ,必须 有 复 变 汞 数 前 的 知识 ， 这 里 所 评 的 ,仅仅 是 
个 开头 而 已 ， 


20 。* 


第 十 四 章 ” 曲 继 的 微分 性 盾 


$1. 舌 量 的 微 商 
我 们 现在 推广 微分 法 到 依 囊 于 某 一 大 变数 的 变 矢 量 afr), 也 就 是 


a = ACT) 一 《at， qr, #44) 
的 对 *, y, = 轩 的 三 个 支 量 a1, aa, as 邵 是 开 的 丽 数 的 情况 。， 我 们 确定 茶 一 点 口 作为 所 有 
的 这 些 矢 量 的 超 点 , 当 套 变数 7 政变 时 , 变 矢 量 atf) 的 另 一 dadr) 
吉 在 窒 间 画 一 条 曲线 (C). MT 
假定 当 套 数 取 值 + 与 + 十 Ar 时， 变 矢 量 对 应 的 位 调 是 
OM 与 DM, 车 段 MM 对 应 十 舌 量 其 
afr 十 Ar) — atr), 


关 楷 式 
alT + Ar) — a(r) 
AT 
所 得 出 的 矢量 是 东 行 于 MM 的 关 量 ， 当 Ar -> 6 上 时， 如 果 极 图 冯 
. 限 存在 , 印 得 矢量 a(z) 的 微 商 
datT) _ Bim 本 (CT 十 AT)— alt) 
at T+ At ” 


显然 ,这 微 商 是 一 个 矢量 , 宅 的 方向 是 沿 曲 线 (C) 在 点 好 的 切 颖 方向 ， 
再 求 缴 商 竺 一 航 币 商 -4 a(r)， 余 类推 


如 果 4 
atT) == [ott), a rT), a rT)], 
可 得 
-2 atr) = {alr), ai(r), ar)】 
Ar 
下 
-atr) 一 [aim(r)， eFCr), egoCr)], 
TT 
即 医 量 的 微 商 是 支 最 微 商 所 成 的 矢量 . 


立 部 得 出 一 个 画 数 葬 一 个 和 量 的 微 商 公式 
-2 — SFT) dalr) . 
i [f(r Iat ry] Dr atr) + HT) ge 


尺 由 于 
有 GT) ， ber) 一 mr)b (Cr) 十 a Tb T) 十 aat T) BtT), 


* lat* 


可 得 
二 {aCr) br) = erTOhr) + Ar br) 4 a br) 
tt ar)(r) FT aT bT) 十 (TCF) 


_ tatr) . , db(r) 
一 一 brr) - atr) se 


竹 是 内 容 匆 商 公 式 . 
出 此 立即 得 出 : 裔 a(r) 为 单位 矢量 , 郎 a(r) - alrT) 一 1, 出 


atz) az _ 一 0 
dr 


所 以 单位 矢量 和 寂 的 微 贾 恒 但 . 
及 由 
alry} Xx br) = (by — dby, Hb Ab, ats 一 db ), 
订 知 
二 [atr) X btr)] 一 【的 页 一 aha, ab 一 qb3, ob 一 tbi) 
3 
+ Caaby — add sab 一 dibs eb arbi) 


Mar) x blir + a(r) x Ab 
dr aT 
这 是 矢量 积 的 微调 公式 ， 
刀 果 把 大 数 了 看 为 时 击 瞩 虽 以 原点 为 起 点 的 矢量 
rm) Oo LP, Pe), XC)] 
的 另 一 器 所 成 的 副 迹 : xz 一 Pi 一 局 一 允 划 可 以 看 作 一 个 质点 的 运动 起 线 ,已 
对 上 的 微 商 


~ ar 
dt 
就 是 这 点 的 运动 的 速 庶 笑 量 ,而 
dr Ar 
[= 5 一 =” 一 一 一 
人 Ae 


就 是 这 一 医 点 加 速度 攻 量 . 
在 二 访 4C) 上 到 一 点 作为 由 发 点 ,用 从 这 点 沿 邮 线 4C 长度 水 翰 几 这 此 和 线 土 的 点 ， 
部 以 > 为 郊 亦 上 数 ， 前 蕊 雅明 ,由 上 一 直到 一 所 所 对 应 的 点 Mad 之 半 的 最 长 等 于 


J Ct Gy + ay = VPAD + VD Tas, 
亚 的 微分 表达 式 


de = Vadry +t Ta 一 dr dr 
如 果 弧 长 * 为 参 变 数 , 旧 微 商 2 ， 2 各 等 于 曲线 切 能 的 方向 余弦 ,就 是 等 于 
这 切 纺 的 正方 向 与 坐标 轴 奖 角 的 余 纱 ， 下 多 急 此 , 涉 度 舌 " 的 长 度 是 


(人 


+» 224 


面 束 度 的 方向 祭 寺 是 


起 
cos(ye) = 人 二 下 ， 
ds 如 
ay 
nn 
cosCey) == ay = - 生 ， 
As 型 
a 
A 
cos (08) = LE = 
Rs 各 


信 例 ,由 此 切 醋 方程 可 以 写成 汶 
RY = 芭 一 二 
dx dy ds 


OT 


Pp'() pA XA 
流 儿 (X,Y, Z) 是 切 续 上 点 的 坐标 


$ 2. 平 而 上 的 运动 


命 r 表示 平面 上 一 点 对 的 位 置 的 和 提 ,我 们 可 以 把 * 崇 成 为 
rR, R={costd, sing). 
这 就 是 极 坐 标示 未 法, RR 是 一 单位 舌 量 ,我 们 可 以 立 刊 看 到 


2 一 人 《一 sn 自 ,cos 和) 《 定 六 为 也)》， 


这 基 和 民 王 直 的 矢量 . 
被 分 Y? 一 >R， 册 得 


好 -和 RE mrR 2 UR+ DaP 
dz dr dr ‘dr ad dz ds 人 


这 公式 把 一 点 的 速度 分 解 成 为 两 部 分 , 前 者 w 一 oR 表示 如 度 沿 向 笃 的 分 最 ,而 上 乓 者 


v=rs Pp 
全 


考 未 次 王 家 于 向 径 的 方向 的 分 量 ， 称 为 角速度 ， 在 


夺 启 上 运动 时 ， 名 他 = 0, 可 知 


一 了 一 -上 下， 图 34 


即 


ds _ dd 
Pr ds 
加 速度 矢 基 等 于 
RE pp 下 丰 
dr de id: dD dr di dt dr dt 0 a 
~ [er ,dy 工人 :2 
[如 "AE)|R+ r ra 和 四 ， 
辽 儿 用 了 
2 (00 一 sa 的 一 一 R ， 
20 


| 如 时 我 们 的 送 动 是 由 于 一 个 向 作 为 所 引起 的 ,最 FF 一 1 民 ， 由 公式 下 一 wa ( 力 等 于 
质 旺 并 加 速度 ), 则 与 以 上 的 公式 相 上 比较 就 可 以 淖 出 


出 就 是 


邹 如 半径 过 的 时 间 相 等 , 册 癌 径 所 扫 过 的 面 机 世相 等 。 
这 号 是 著 训 的 Kepler 行星 运行 第 一 规律 . 


3. 下面 井 秘 的 则 闲 
把 :作为 内 变数 , 章 


ar = ( 衬 dy = 
ds ds "ds 


就 襄 为 一 个 单位 切 矢 量 。 这 个 单位 切 矢 量 的 微 商 


得 让 二 单位 切 矢 量 , 它 称 为 曲率 矢量 ， 则 雍 矢 量 的 长 度 
1 一 上 
Iai p 
的 倒数 p 称 为 曲率 半径 . 
命 


t= (cosa, sincg), 
其 中 a 就 是 切 笑 总 t 与 * 轴 上 所 成 的 角 庆 ， 因 此 


_ 。 da 
B= in re, eos oy) ——, 
Ls 


角度 对 弧 长 * 的 微 商 一 2 称 为 平面 曲线 一 rts) 的 用 府 ， 休 


故 昌 率先 对 佳 的 倒数 就 是 曲 桂 全 径 
声 乱 


全 傈 /( 备 二 a (a dt ) 生 
人 拘 ) 二 各 人) 
-的 -从 人 
-人 的 -这 训 全 /的 
由 ?一 (PU), pn) 及 
( 当 ) = 9 +, 


di 


dr _po PE 
Ar CT Fy (— ,Pp ), 
因而 得 出 | 
Rd pp” ~ 
ds (PTT 
1 _ | "p” 一 pp 
p ll (p+ 
如 果 用 错 男 数 天 示 法 , 即 z 二 x,y 一 f(z), 此 处 + 是 大 变数 , 则 得 


1 , ty"| 
2 IR! er 


叉 如 果 用 极 坐 标示 示 法 : 朗 工 一 rcosb y 一 ”>sinbr 一 拒 的 ,8 是 斑 数 .得 


Pp 一 和 cosO — rsing, Pp” :一 全 cos0 — 2 80 sin6 一 rcosg, 


Ei dg 


3 一般 徽 分 几何 教科 书 中 , 定 内 曲 挛 和 关 是 于 的 长 度 为 贞 迹 ,因此 昨 匀 慎 大 于 等 或 等于 等 我 位 这样 的 定义 , 即 可 
正 可 因 , 当 确定 了 纹 长 的 计算 起 点 和 曲 可 的 志向 后 ,这 个 正 真 符 喘 就 反映 了 其 条 上 姬 或 下 册 的 几 例 办 性 . 
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中 一 安 sin 站 十 rcosd, 由" 一 Mr nO F247 cosd — rsind, 
a a dd 
印 得 
dl 
ds (rr 
1 rr 
[a Cri 


关于 曲率 处 的 下 负 号 可 以 作 如 下 的 说 明 : 在 y” 二 0 时， 曲率 外 > 0, 交 时 曲线 向 上 四 ; 在 
J 牵 U 时 ; 曲 软 让 世 0, 这 时 曲 秦 向 上 吓 ， 
例 ， 国民 十 光 汪 ?的 参数 表示 式 是 x 一 Rcos0,y 一 Rsinb, 所 以 


四 二 


工 
p 


所以 曲率 站 径 就 是 图 的 牛人 答 驴 , 曲 举 出 是 常数 二. 


$ 4， 项 稳 的 本 性 方程 


用 翁 标 系 纹 来 表示 曲 铝 的 性 盾 , 倒 底 只 有 人 为 的 性 质 , 这 个 人 用 这 个 坐标 系 ,那个 人 
用 那个 坐标 条, 得 出 烷 的 宕 示 法 可 以 是 很 不 同 的 。 其 康 因 在 于 坐标 系 未 并 不 是 曲 各 的 蓄 
本 性 盾 ,而 我 们 仅仅 惜 用 坐标 漆 粒 来 表达 曲线 的 性 质 而 已 。 

曲 纺 的 基本 因素 应 当 是 弧 长 5( 不 管 坐标 肝 莹 如何, 只 要 在 其 上 取 一 迎 点 , 定 一 确定 
的 方向 , 吏 -- 单 位 长 度 。 则 上 邮 糖 的 浙 长 便 完 全 确定 ) 及 星 率 太一 人 


对 每 一 条 曲线 ,部 可 以 在 这 两 个 因素 之 间 建 立 起 依从 尖 有 和 
= g(s), (1) 
演 个 注 程 称 为 曲 锐 的 本 性 注 程 , 
定理 . 具有 同一 本 性 方程 的 政 曲 米 , 只 能 在 平面 上 的 位 证 有 所 不 辐 , 换 言 之 ,如 果 有 有 


两 条 上 砧 笑 都 送 合 (1) 式 , 则 可 码 过 平移 
Cr I) 十 记 ,，y 十 让) 
与 许 瑟 
(xr, y)—> (xcosD ysing, — rsing + yecosD), 
把 一 条 撒 和 到 另 一 条 ， 

证 、 人 先 经 过 平移 ,把 两 条 曲线 计算 缴 长 的 起 点 重合 外 来 ,再 搁 这 点 旋 坊 一 下 .使 它们 
在 这 点 的 切线 重合 起 来 。 这 两 条 晶 镶 的 动 点 坐标 各 为 (a, 3，(xzay 2); 切 钱 与 * 轴 的 
挛 角 各 为 qm, m; 是 率 各 为 如, 如. 

由 (1) 可 知 , 对 所 有 的 和 部 有 


和 一 ja 
出 就 是 

A __ Mo 

ds ds 
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因此 全 一 el 十 | c 是 一 常数 , 人 性 当 一 0 时 ,已 短 让 = 人 2 碾 居 上 一 和 
人 dr 


一 二 tos cosm 一 一) 
ds Us 
三 。 ， 过 
地 所 一 si 四 一 sin 内 上 2 
ar dr 


所 以 加、 六 相 症 一 个 常数 ,nn, 训 相 落 一 个 常数 .但 当 s 一 0 时 ,1 一;; 为 一 入; 因 导 
3 一 3 
所 以 二 则 各 重合 起 来 
这 个 记 夺 也 说 明了 了 根据 本 性 方程 还 原 为 坐标 表示 法 的 方法 ; 先 从 


4 一 els)》 【对 任 在 的 溃 统 国 数 ge] 
] 


一 af) 一 人 glu)adn 十 四， 
此 处 m 是 常数 ,再 从 等 式 
dr = cosmds, 一 Mn 
得 出 


= 一 上 osm ds 十 xos > 一 上 sin a ds 一 yo, 
此 处 20y yo 世 是 常数 ， 
不 难看 出 , 曲 苹 的 平行 移动 会 影响 tw 加, 而 旋转 会 影响 a 
诗意 1，。 曲线 疾 度 的 起 得 点 的 选择 , 方 癌 的 狗 择 ,可 能 引起 本 性 方程 的 变化 ， 
2. 两 条 处 于 轴 对 称 位 年 的 曲线 : 叱 们 的 本 性 方程 仅 在 右 端 莽 一 符号 ,部 
gls) 


Rk — pt), 
实际 上 ， 对 称 地 选择 两 条 有 曲 祈 长 的 起 算 点 与 方向 时 ， 宙 的 曲 罕 符 吕 相反 ， 如 图 
35， 上 友之 :分别 具有 上 项 式 的 曲线 , 哥 仅 下 行 移动 使 亡 个 外 于 对 称 的 位 营 . 
例 1. 求 圣 应 于 本 性 太 符 R*: 一 2as 的 曲 镶 . 
因为 我 们 只 要 求 出 一 条 曲 各 即 可 ， 所 以 在 选择 积分 常 
数 的 时 候 , 可 以 依照 对 我 们 最 便利 的 太 法 选择, 


由 
da __l 
ds V2as 
得 
se 21 = ad da, 
因由 


dr = Cosa ar = grecos uo dry 


dy — nads aaainada, 酮 关 


* 327 9 


Y 一 fenose 十 wsine》y y= alsing — acosa), 


创 ?2. 求 对 说 于 本 性 方程 是 = ms 的 曲线 . 


南 
de + 
fr mse 
得 
了 = Ce 
ds — me™ da, 
dr choo me "de, 
dy se: mo dq. 
因此 
Ea (Cm eosm + sing)e™”, 
1+ wm 
y 一 二 (msine oo cosoje™, 
现在 将 直角 举 标 化 为 极 华 标 : 
r 一 人 十 六 一 em 
AI 十 和 
1 
命 tgw 一 一, 荐 
nr 
¥ sinar 一 cos 衣 f 一 催 妈 = g(a — wy) 
芝 me ROSS 让 十 sinea 1+tgaww ” 
豆 自 二 & 一 也 所 以 得 到 曲 业 的 极 从 标 表达 式 
Ff 二 ne Ce 
WA 十 ma 
这 就 是 对 数 螺 线 . 
蚀 3， 就 求 晤 血 线 y ~ 。 ch 二 的 本 性 方程 
由 
1 十 ED 一 ch 二 一 工 ， 
人 如 闪 
主 
Hx a a EY 
得 
ya 
Re (D2 
y EM 
权 
勇 一 万 面 ， 
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教 得 本 性 方程 


R=&+t+ ~. 
[| 


例 4. 庄 求 旺 形 线 x 一 a cos 1 y 一 4 sin 前 本 性 方程 
取 第 一 象 妥 的 那 支 的 中 点 (对 应 :~ 三) 为 张 长 的 起 算 点 , 则 


434 ， 2 3 
Li 
2 4 
故 
2s ， 
= 一 一 一 3e5Simnrcos 
A 
因此 本 性 沪 程 为 


1 
Ri 4 3 23 ors = (4+) 
之 2 4 4 4 


§ 5. 划 率 图 与 渐 山 黎 


在 曲 纺 上 取 套 数 为 1, + 十 At, 十 2A&t 的 三 个 点 , 对 这 三 点 作 一 大 ，。 当 ar 一 0 时 ， 


这 较 的 航 限 位 转 称 为 则 榨 网 ,也 称 密切 阅 , 
命 奸 玖 方程 是 
(x— a + (Cy— BY = R’, 
即 得 
{pt 一 人 二 一 
1 人 十 一 5 十 [和 二 全 何 一 瑟 王 一 玉 3 
[ptt 2A0) — a + Tht + 22a0) — 8] = RE 
由 (2) 减 人 1) 再 除 以 At, 天 个 At 一 0, 可知 
tp) — #1p D+ TD ~ BJ]E) = 0, 
由 (1) 加 (3) 城 去 两 倍 的 《2) ,再 除 跨 AP 苦命 Art 一 0, 可 知 
] PD ~ aPC) TF EE — BD) 十 AD + A) = 0 
解 出 (4) 与 45)]， 可 知 
vp t+ ) 
re 
PP +) 
pO— 2 po op 


PC 一 a= 


所 以 我 个 的 阁 的 帮 疙 是 
4p 一 + 
Py vp 
四 
看 一 四 十 Pp 一 和 
而 焙 的 尘 径 平方 等 千 


‘1) 
(2) 
(3) 


(C4) 


(5} 


(#3 
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x (Lt + (Pt) } (9 +) 
po Oop PE — YP" (Po 
这 就 是 曲 钱 在 + 这 一 点 曲率 千 答 的 平方 ， 我 们 取 


RP to | | 
{pw 一 wp"| da 时 
在 曲 获 由 图 数 y 二 f(x) 索 示 的 情况 下 ， 
3 ra 3 
s=x— lity y 6 一 十 上 十 了 Rt 
7 y 1 
” Y (DD 
Ca, &) 
,Re 


图 36 图 37 
出 图 37 知 
多 一 个 一 Reos(< 十 <), 
之 
x 
-sRsa(a + <), 
了 sin{a 2 
故 圆 旋 出 可 以 类 为 


fs 二 x— Rsina, 
Boy Reosa, 
曲率 图 显然 有 以 下 的 一 些 性 厦 ( 才 考 图 36,37): 
1) 与 下 和 线 在 上 点 相 切 ; 
2》 宅 的 四 向 与 曲 灵 在 这 一 点 的 加 向 相同 ; 
3) 它 的 侍 径 与 曲 粳 在 这 一 点 的 曲率 千 径 相同 . 
定义 ， ka 5) 称 为 曲 窑 中 心 ， 曲 歼 中 旋 的 教 迹 称 为 原 曲 禾 的 煌 屈 线 , 而 原 晶 线 称 为 
这 半 岂 线 的 浙 仲 线 . 
姑 1， 求 抛物 线 7 一 2px 的 狐 届 粳 . 


由 jy 一 得 yy 二 开 一 0, 部 yy 一 一 站 
因此 曲 众 中 心 的 谷 标 {££,， nw) 为 
"2 如 2 
E =x 一) 于 十 (yz = 3 二 pp 二 3 +p，, 
3 yea Fp 2 

3 十 了 站 

n= y+y La] 一 一 一 《十 的 一 一 羡 

入 Yxl 
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从 以 下 两 个 方程 中 消去 ,得 浙 届 益 方 积 
8 a 
本 2 (全 一 加 


俩 2. 求 梢 图 * 一 zcosz,y 一 sin 的 疾 居 钱 ， 
出 于 
r= asinf, xz 一 一 acosz， 
yr = bcost, yi Oo — haint, 
代入 (6) 就 得 申 深 中 心 (6€, 7?) 的 列 标 为 
E -= eeost 一 Beost(a siw ss +t bcos £) a 本 
qs 三 


研一 本 3 
-Sn 上 


二 二 
由 此 消去 1, 就 得 到 椭 轩 的 浙 忆 税 

(Cad 十 【537 Ys -一 Ca _ 3 : 

全 3， 求 对 归 虹 各 + 一 na” 的 历届 线 . 


因为 
rr 出 
Oo me" 一 mr 
a 
故 
tw == 工 ， 
9 
(2 十 zzz2y2y33 ， 
民 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 1 十 六 2 一 
rr "Vv ” sin my 
命 NCri, 页 ) 为 曲 认 中 心 , 则 ON 上 LOM， 故 图 
训 ， 
Pr 和 一 了 十 以 
玖 得 活 丑 税 
ni 一 ma 2) qe”m9 人 (这 里 a 一 mae 7 ), 


$6. 一般 的 一 阶 微 分 方程 


一 般 的 一 阶 微分 方程 的 形式 是 
Flx, yy ) 一 0， 
如 果 易 十 解 出 y ,虽然 不 止 一 个 解 : 
一 Pr yy yy 一 Px) PF, y), 
则 我 们 可 以 河 步 解 出 (2) 来 ,这些 解 当然 都 是 原矿 程 的 角 
个 求 方程 


x yy 4 
的 艇 . ， 


(1) 


2) 
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分 解 因子 得 


dx dr 
+ 4 区 
积分 之 ,得 
nH 十 Vr = 地? 


这 具名 是 常数 。 有 理化 得 


部 得 

过 一 34 一 0 

后 
或 

x = 2kCY — 28), 
因此 原 古 程 的 解 是 两 组 挑 物 线 

?一 了 r+e 

与 


2 ly ~ oe). 


如 果 (1) 式 并 不 容易 (或 在 初等 画 数 范围 内 不 可 能 ) 解 出 y 来 ,我们 可 以 用 以 下 的 几 


何方 法: 
命 -4 一 ?把 解 方 径 (1) 的 阅 题 看 成 为 在 曲面 


站 (xy ys Pp) 一 


十 求 活 合 于 条 件 
dy = pdx 
的 曲 米 的 用 题 , 
如 果 (3) 有 需 变 数 囊 未 法 
# = Puy yy y= py, 0 po ww, +), 
由 下 (4) 可知 
如 [ 2 yr = Hv ae 中 ww 
Br ta 4 “lu, 0) [SP du + SP aol. 
因此 , 解 微分 方程 (1) 的 前 题 一 变 措 为 解 
Bp 由 
dp ?nr 57 
dx wo 马帮 
dv Ov 


= 了 32 


(C3) 


C4) 


{5) 


6) 


《7 ) 


的 半 题 了 ， 如 时 能 解 出 47)， 
v= glu, e), 
刚 
Y 一 中 (fw gu 6)), y= hn, gtw, OY, 
这 就 是 方程 (1) 的 解 . 
但 一 般 讲 来 , 求 这 数 表 达 式 司 ) 与 解 方程 (7) 都 着 不 容易 ,甚至 不 可 能 用 初等 男 数 民 


出 来 . 


外 1， 求 
一 人 (8) 
的 解 . 
把 (8) 看 成 为 (x, y, 8) 所 定义 的 曲面 ,把 y, p 看 成 为 参数, 则 得 
2 
4y 十 名 (9) 


邵 得 ， ， 
刀 一 4 一 如 一 4 
dp = gy, 
? 2yp’ 4yp ” 
除去 因子 ， ， 
ty 《70 
2yp 
得 出 
dp dy 
由 27” 


就 是 方程 (8) 的 解 ， 引进 新 常数 a 一 四 ,每 出 更 整齐 的 形式 : 
y= atx oe), (11) 
注意 我 们 消去 了 因子 (10), 这 个 因子 的 分 子 
太一 492 一 
给 出 另 一 解 来 ， 代 进 (8) 式 , 可 以 获得 
27y = 4x, 
它 也 是 (8) 式 的 解 ， 双 由 〔〈10) 的 分 母 ,y 一 9 也 是 一 个 解 
带 一 个 参 变 烙 的 一 阶 微分 方程 的 解 称 为 通 解 ,以 上 的 讨 葵 坷 明了 , 通 解 之 外 还 有 两 个 
特 解 ; 


nl33e 


这 是 怎样 得 来 的 ? 
例 2 Clairaut -万 程 


一 2 二 成 祁 ) (12) 
消息 曲面 
y= xp+ 1p). (13) 
取 * 与 为 套数 ,利用 dy = 二 pdx, 求 (13) 的 微分 , 苛 得 
pp 二 p 十 x 名 + 了 (p) 入 
ar x 
朗 得 
[zx +f (D1 和 2 一 - 
由 2 


着 下 


一 0 得 p 一 <, 代入 (13) 得 (12) 的 解答 
y 一 ct 十 蕊 c)。 
乌 由 荔 一 因子 zz 十 fCp) 一 0 得 
r= fp), y=—— pl (Pp) + fy). 
把 PP 下 为 突变 数 , 这 也 是 (12) 的 解 , 
总 之 , 耽 儿 有 这 样 的 现象 : 输 了 一 个 微分 方程 C1), 我 们 在 尼 的 通 解 
Fr, ye) 一 0 (14} 
之 外 ( 闻 带 有 有 一 个 套 变 燥 的 解 之 逢 )， 还 可 能 有 解 ， 其 他 解 的 划 现 是 由 于 曲 科 族 的 一 种 几 
何 性 质 : 存 在 一 条 监 线 工 : 其 上 任 一 点 都 各 (14) 中 的 某 一 线 相 切 。 这 样 的 曲 接 的 切线 家 
然 与 由 的 某 一 切 禾 由 同 , 郎 y 相同 。 因此 地 适合 手 (1) 式 ， 这 种 性 质 的 井 缕 称 为 曲线 
族 (14) 的 包 略 芍 ， | 


57. 包 着 和 


命 - 
dx, yc) 一 和 (1) 
是 一 个 曲 绞 族 , 在 (x,y) 平面 上 其 区 域内 每 一 点 至 少 有 阳线 族 的 一 条 曲线 通过 . 
塌 在 想 找 到 曲线 于 :使 碟 的 每 一 点 者 与 (17 族 的 某 一 曲线 相 切 ,而 且 划 线 工 的 每 一 段 
都 与 族 (1) 的 无 穷 案 条 此 番 相 切 【《 不 同 的 = 对 应 于 不 同 的 曲线 ) , 这 样 的 工 称 为 族 (1) 的 
包 入 或 包 略 线 . 
如 果 包 和 铬 存在 ,如 包 络 上 每 一 点 (x,y) 必 与 族人 1) 中 之 一 条 曲线 
Dx, y, eo) 一 站 
相 切 ,这 co 是 由 点 《x，y) 所 决定 的 , 命 之 为 m 一 clx, y), 朗 包 和 阁 上 的 点 一 定 适 全 于 
Px, y, ox 7)) CO—= 0. 
在 包 络 上 ,3? 区 是 上 的 商 数 不 妨 把 cl(xz, yy) 看 成 为 * 的 辆 数 ctx) ,也 就 是 
Blix, ry, cfz = 0, (2) 


二 B34 


对 zx 微分 (2) 式 得 


S08 BO9 dy | 09 de 


= 0, 
Ox Dy dx De dx 


这 式 所 得 出 的 -和 “是 包 纵 钱 上 的 切线 方向 . 


其 另 一 访 朵 扫 曲 禾 族 1) 中 类 过 (x, y) 的 曲 稳 工 一 定 适 合 于 


Oe +09 0. 
Oy dx 


此 处 所 得 出 的 42 让 曲线 上 的 切 强 六 向， 由 假定 可 知 , 两 个 切线 广 癌 是 一 私 的 ,所 以 


8 dc 
De dx 


这 就 是 在 一 点 包 络 (2) 与 通过 这 点 的 上 :有 公共 切线 的 必要 年 件 . 


= 


如 时 人- 一 0, 印 e 为 常数 ,所 得 出 的 则 纺 (2) 就 是 (1) 中 的 轴线. 如 果 过 0. 如 
Tt 
在 包 铬 绑 上 党 有 

人 一 0 (3) 


曲 杂 族人 名 zx, yy ce 三 0 上 的 点 , 即 果 适合 


08(x, vy, 6) 0 P(x,y,0) 0 
Bx ” By 


册 称 为 奇 点 ， 曲 线 族 国 *, ?7，c) 一 0 过 奇 点 的 曲线 ,在 奇 点 注 有 多 定 的 切线 . 

上 面 证 明了 :和 包 和 络 线 y 一 y(tr) 适合 《2) 和 (3), 其 中 ec 一 clx) 不 是 常数 。 反之 , 振 
不 是 (2) 和 (3) 的 解 y 一 ylx) 者 是 包 箱 . 

容易 证 尖 , 适 全 方程 C2) 和 《3) 的 曲线 ?7 一 y(x】 ,如 有 果 不 包 会 曲 贸 族 代 x,y, 5) 一 上 
的 奇 点 , 央 必 为 包 阁 线 . 

全 1， 求 

了 一 etx — cy 

的 包 络 ， 

对 < 求 微 商 ,得 


(x— oe 2 ce) = 0, 
部 香 c 二 x, 一 一 x+。 代 太原 式 得 
4 
一 一 -一 入 

和 # 0, J 27 和 

这 就 是 上 上 节 的 竺 解 . 
他 2。， 求 
y= crt He) 

的 包 络 ， 


证 了 二 富 下 


对 < 微 商 , 得 
*+f{e)=0, 
郎 得 上 节 例 2 的 特 解 . 
铜 3，、 仰角 为 a 的 弹道 时 条 是 


2 
对 bi 
2vt cos er 


¥ =*tg 人 ar 
这 几 g 是 引 为 常数 , vo 是 初速 ， 对 z 来 诅 , 这 成 一 族 昌 嫉 , 求 这 族 的 包 略 . 
对 «微分 得 


Ft 


LS x = 
co ot 
得 x 一 0 及 
4Bgpi = 2 -一 2g7x2, 
这 就 长 包 略 线 . 


这 乌 络 粮 就 是 所 请 的 安全 折 物 入， 出 就 是 炮弹 打 不 型 这 抛物 线 以 外 去 . 


fy + ec) = x} 


图 39 加 40 
铅 4。 后 立 方 抛物 线 族 
(y+ < 一 了， 
对 < 微分 每 
2(y+ c)= 0, 
注 去 5 得 x = 0. y 朝 不 是 包 答 线 , 而 是 奇 点 yy 一 一 5, zx 一 0 的 四 迹 , 


$8, 追 踪 间 类 


我 们 现在 考虑 一 个 导弹 昌 追踪 一 个 目标 的 间 题 ， 为 了 简单 起 见 ,我们 假定 这 样 的 一 
个 追踪 是 在 一 平面 两 进行 的 。 这 平面 假定 就 是 *, 7 平西。 肯 的 物 可 能 径 常 改变 它 的 一 
度 和 厂 陪 ， 而 我 们 的 导弹 也 积 溃 改变 速度 和 太 向 。 恨 定 目的 物 释 常 以 角度 中 来 避 开 和 导弹 
的 三 间 , 而 导弹 焰 常 以 角 魔 日 来 迎击 生 标 . 

命 mr 与 wr 表示 目标 的 位 置 舌 量 与 速度 矢 县 ， 作 fy 与 wu 表示 导弹 的 位 周 矢 莉 与 速 
度 舌 量 , 命 上 让 示 略 中 所 示 的 和 角度. 
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时 然 有 
"= rr 一 Eu。 


这 代表 导弹 与 人 的 物 的 相对 位 转 关 量 、 由 


机 7 I 
得 
Ler r) =F A -rr Wr Oo Vr 
2 dt 
入 就 是 
ar 
ro 一 roreos 中 — rewecosd, 
ar 
Wh 图 4 
全 = oreos 中 一 vucose C1) 
四 


《这 此 用 了 ab 一 |aliblcosftahby7 
微分 P -Yr 一 ”azcos 四 部 得 


1 


dwr 可 der 
Fr: 十 (vv 一 本 + Fr 十 了 
， 了 了 Me 了 wT ， (rcosp) r ceas 中 ， 四 


命 t 起 有 生 标 曲线 的 单位 切 矢 量 , 部 wr 一 vxt, 及 


三 可 了 地 5r7 t+ vr tt, 
dr dt dz 


所 以 
vr = der + vr en 
At 3 
( 因 尘 一 型) 方程 (2) 变 成 
Ht 


dr 
。 
一 ror sinp + vr Oo vuvrcos tf — m= vr- (rcos mY. 
中 


这 就 是 追踪 者 与 彼 追 踪 者 之 阐 的 速 麻 与 方向 的 关 洒 式 . 


(2) 


(3) 


贷 1。 狗 逐 竟 胆 是 ， 当 :一 0 时 觅 在 原点 , 沿 著 7 轴 以 常 速 座 vr 向 正方 向 路 去 ， 狗 
在 * 轴 上 (Ca, 0h 处 开始 逐 巡 的 速度 也 是 常数 如 sw，。 追逐 的 情况 是 狗 总 是 面 对 普 多 了 - 志 


去 ,部 有 一 0; 现在 我 们 由 (1) 及 (3) 得 
Tr 


vrcosPD ™— ys 


A 
丸和 由 于 锅 沿 7 轴 跑 ,所 以 出 =- =， 序 由 (3) 得 


pi VHTCOSP 二 or Cr cos 人 到) 
£ 
久居 


2 碍 
os) 士 ou 一 gy 一 gb 
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积分 之 ,得 


yrreosB t+ vur 一 【地 一 晤 十 如 
当 * 一 0 时 ,> 一 和 9 一 了 所 以 co 一 wusa， 印 


{wreos + vu)r — (vi — vh) + vua, 
在 狗 人 记 上 况 子 的 时 候 ,+ 一 9, 所 以 知道 所 需 此 的 时 有 间 等 于 


Hy 


2 2°* 
vm vr 


甸 2.， 证 目 的 物 在 守 径 为 “的 加 周 上 以 等 速 亚 运动 , 导 璋 从 再 心 出 发 妃 距 ， 当 < 一 0 
时 ,县 的 物 在 (rr, 0)， 了 导弹 在 圆心 。， 若 导 漳 的 速度 岂 是 也 ， 
有 具 图 心 、 导 痊 、 有 的 物 笛 在 一 条 十 线 上 ， 求 功 当 有 昌 的 物 行 
到 (0, +) 时 , 导 璋 好 迫 上 候 . 

起 时间 上 时 ， 目 的 物 在 fr， 成 四]， 导 弹 在 [ritz)。 
akt]， 有 由 


二 


和 


站 


42 0 FF 


< = 一， 一 全 十 6 
好 [3 
因 : 二 0 里 二 0, 所 以 c 一 上 0， 
0—0— Ls (4) 
LA 
识 由 
打下- 
(各) ” CE ”1 (z ? 
rt = Vas, 
-9 
a sin™l -al =- Vs 十 Cl 
Ez] 
由 + 上 一 04 时 一 0, 得 = 一 0, 因 此 
asin t= Vt, 
, 
妆 导 弹 追 到 且 的 物 时 ,rr 一 六 一 4, 故 
TT 
“= 一 5 
Vs 7 (5) 
由 《4), 5) 襄 知 
0 亚 
27 
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朗 当 目的 移行 至 (0. 4) 时 答 导 弹 追 上 . 


§ 9 空间 出 线 的 基本 元 素 


空间 曲 钱 CC) 出 是 可 以 用 原点 0 到 变 点 了 的 变 舌 量 f(s) 来 表示 宪 的 。 命 5 表示 了 弧 
长 ,局 


Er rar ,dv ,de 
to tt (+(e) + 人 ! 
是 一 单位 欠 草 ， 这 称 为 曲线 在 点 的 切线 矢量 ， 由 于 是 单位 矢 盖 ,所 以 -人 -与 + 要 起 ， 
全 告诉 我 们 当 颖 长 变化 时 ,方向 t 的 变化 情况， 我 们 定义 
:一 和 此 .此 fay fa (day 
一 (人 2) + + 
这 万 称 为 申 黎 (0) 在 ?点 的 曲率 ,不 是 随 着 点 而 变 的 . 
由 


所 定义 的 单位 矢 最 器 称 为 曲 简 《C) 在 点 的 二 法 入 的 单位 矢量 ，p 一 二 称 为 曲率 牛 径 ， 
在 任 一 点 p, 与 是 互相 淮 达 的 , 

命 

b=txn, 

b 重审 于 上 + 与 nm 这样 的 b 称 为 次 法 线 方 向 的 单位 矢量 (由 于 t 与 n 是 太志 的 单位 矢量 ,所 
以 b 是 单位 矢量 ). 

这 三 个 与 华 标 辅 有 相同 的 定 转 向 的 单位 矢量 t, n,b 组 成 一 个 在 曲 米 (C) 上 ? 点 的 
活动 坐标 架 , 而 室 间 曲 粮 (C) 在 2? 点 的 其 他 任何 舌 其 都 可 以 在 这 坐标 银 上 分 解 

我 们 席 在 确定 他 与 2 的 分 种 情况， 

由 b -t 一 0 可 得 

db 


人 +b 和 一 0 
好 8 ds 


又 因为 b. 人 -~ 机-n 一 0, 所 以 知道 


2b. 


也 就 是 47 是 要 站 于 的 矢 最 ， 又 因为 b 是 单位 矢量 ,所 以 他 也 算 直 于 b， 2 钱 然 
每 掉 于 二 与 b, 它 的 方向 就 一 定 与 9 相同 ， 因 此 
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二 称 为 这 曲 乒 的 柳 率 ,7 称 为 瓶 率 咎 答 ( 或 第 二 曲率 侍 答 ). 

注意 。 上 基 可 正 可 负 的 ,这 与 二 总 是非 负 的 性 质 不 同 。 当然 这 上 矢量 的 存在 用 
基干 七 们 的 微 商 存在 性 的 . 

振 名 谍 5 由 n= 二 xt 可 知 


得 -px 得 + 四 xtbxi+ 工 mxt 一 一 收 一 工 b 
ss as Tf 工 


这 样 我 们 得 出 了 著名 的 Frenet-Serret 公式 : 


tt 1 An ( 
er TE bb 关 mT 
好 


t 十 二 b)， ab lil 
ds 2 T 


ds tT 
加 到 原来 出 发 的 坐标 ,假定 单位 舌 量 t,n,b 对 *.y, sz 轴 的 发 向 余 束 如 下 坦 ; 


1 
n 


A 


ds pp’ ds pp de Pp’ 
dy em dB _B_B dn _7_Y 
dr [i Tt” ds 2 Tt” ds pp tc 
及 
day _ 1 dB _ 1 dys 1 
二 一 "全 一 一 a i —_ 网 
A 地 i I Ba Zs 可 ri 
[=p 2 1 - 本 过 ~ 天 
试车 多 山 率 万 类 等 于 0 的 情况 , 即 得 
de dB_ 0 
全 了 ds ds " 
这 长 胃 了 ao, 请 , y 是 常数 .由 
这 ， ee 
< _ 一 » 2 一 =¥ 


可 知 、(C) 是 一 条 直线 , 邹 则 次 等 于 0 的 曲线 号 再 栈 ， 
肯 东 起 挠 率 恒 等 于 0 的 情况 , 即 


在 


郎 一 《oa 有 yz) 是 一 常数 矢量 ， 由 于 P 与 锥 讶 , 玖 


dx dy ee 
oT 十 误 十 一 一 一 局 
ds gs ?gs 


积分 之 ,应 得 
ot 二 By 二 Ye 一 了 3. 
这 改 时 挠 棕 等 于 0 的 曲线 《C) 是 一 条 平面 昌黎， 
由 矢量 t 与 卫 康 销 定 的 平 条 称 为 曲 缠 的 窗 名 下面, b 是 这 平面 的 法 线 方 向 ， 


§ 10， 麻 坐标 赤 示 法 


命 
(x, y, 2), 
剧 
- (下 笑 , 玫 ) ap( 于 加 玫 ) -6 本 ， 
ds ds ds : dr de dr ds 
此 处 
ED 
p A ds dr 
及 挠 率 


-四 (tx 生 ) .n=|tx 二 ( 要] .pp 竹 


2, 这 
ds d ds ds 


注意 (一 p”) 的 采 数 是 由 三 朱 量 
三 


ae 


ds de ds 
所 成 的 平行 六 面体 的 体积 、， 部 
Fr" yy a Tt yr 如 
( 罕 x 占 ). 衬 -| wy | -wy 。 
dn ds dr bid Hr Har | re Far [Dd 
和 y 3 9 多 名 


以 上 的 雪 述 法 是 用 浙 长 s 来 表 还 的 ,我 们 更 在 加 到 一 般 的 郑 变 数 *, 纯 
z= PN y= DD, # = HF), 


可 知 


#1414 


人 1 


de Cpt dt 


所 以 
EE Tp 十 pp 十 i i A Pp 十 Wi 十 pa 
de Cp 十 四 十 XE ds (Pp” 十 v2 十 区 全 二 
内 而 
dx 2 ( r dr ) __ En (至 ) . da 
一 ti 一 | 一 i 一 一 】 古 i 
de ds PD P00 Rs Pp 
i pp” a pg’ » re 十 py” pr" 十 区 
人 十 二 (Pp? 于 十 2 “ 
da: diz 
互 导 主 [ 2 一 ,因而 得 吊 
同 理 得 到 Ie” 因而 得 出 z 
(9 
ds ds! de (Pp 十 二 
» Cp” 十 hg” 十 XX) , {pp 二 Ci 十 XX 
(gq 于 十 KY) (op? 十 bp 十 XY 
_ {Pp 十 直下 十 十 是 十 XY — {pp” 十 直 二 十 XY 
《外 了 十 2 十 XY " 
皇 由 悟 等 式 
《和 十 配 十 牛人 十 贡 十 村) 一 《em 十 病 | 十 ee 
一 (Che 一 coy 十 Cea 一 aci) 十 (ub 一 站 本 
如 + 入 瑟 - 
— laxbl’ 
ba b- | a Xb| 
可 知 
1 _ 4+BICO 
po Cp” 十 pb J Xs 
而 


密切 水 上 而 的 会 式 呆 由 它 带 雇 于 量 得 之 ， 由 bb 一 t x n, 郭 


Ee 4 dz dr dy ds 
b = 扩 ( 空 ， 7 笃 ] x (党 ,各 ， 7), 
ds ds ds de dr dr 


如 一 A A bx, B Xp PK", CG 一 Ph" _ vp", 


所 以 b 的 三 个 支 怠 与 


= dr dy dy dx 
dr ds ds dr 


成 比例 , 雇 以 寒 切 平面 的 方程 是 
人 一} 十 BlY —y) + CZ—2)=0, 
我 们 已 区 知道 
2 
ds ds 


sli42. 


pr 


dx Pp” PP + TX 


了 p+ t+ 中 《g2 十 8 于 2 


等 等 ,所 以 
人 一 {yg + AD Xp” ty + XC— 
— Xp tt — pp + + } 


de dt 
de Ed prer ds 
x -一 一 一 竺 一- 
(p+ % 9) (Cp 二 二) 
同样 得 出 
dt 
B -一 (Xp” TX") . ar 一 ， 
(92 十 7+) 
At 
-pr Ca ds 
二 _ 
(PP Oop rer 
因此 得 田 


全 :了 CC XA Xb TN pNP ~ pp ), 
印 密 切 村 面 方 程 是 
NXP YY—$ 2Z—X 
Pp x 
Pp i Kt" 
” 现在 容易 证 明 ; 在 曲线 上 了 三 点 1) 十 At, zt 十 24 过 这 三 点 作 一 平面 ;, 当 Ar 一 0 
时 , 朗 得 伐 切 面 . 


y1. 昌 旋 和 线 
发 有 - ` 柱 面 ,其 陈 加 平 行 于 = 四, zy 平面 截取 柱 桓 所 得 的 弗 纺 是 
(0) x*= po), y= ps), = 


此 处 “是 《7 的 弧 长 ， 它 的 起 点 是 4。 在 ( 门 上 取 革 《CT 
点 入 , 作 线 个 NM 不 行 于 < 籼 ， 考 
NM 一 Ns, 

此 处 下 为 常数 ,Ga 为 (1) 弧 的 长 度 , 点 性 的 揣 迹 ( 工 ) 就 
被 称 为 煤 旋 重 . 

以 下 我 们 将 寺 草 螺旋 模 的 基干 性 质 : 

1) 螺旋 线 的 切线 与 某 一 确定 的 注 向 成 定 角 ， 时 

证 ，《L) 的 参数 表示 是 

= pe), y= pa), ss ~ kg, 

以 4 作为 ( 工 ) 的 起算 点 , * 为 ( 世 ) 的 弧 长 ， 由 于 (1 上 切线 的 方向 余 蓄 荐 [o'(e), (a)]， 
所 以 


d=dr + dy tt dr = [Po) +t ho) + ld = (1 + Rd 
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— VL + ida, r= 1+ kg. 
我 们 来 考察 CL) 上 切线 与 x 训 所 成 的 角 麻 的 余弦 Y: 
Rs 让 


明 所 和 谷 证 . 
2) 趴 旋 线 上 任 一 点 的 主 法 缠 与 母 乔 垂 宜 。 
证 . 由 Frenet-Serret 定理 可 知 


序 着 一 0， 收 了 明 所 签证 。 

3) 沿 巢 施 绩 .上 检 中 径 与 绒 率 中 径 之 比 为 常数 .特别 当 杜 画 是 图 往 时 , 曲 榨 与 
如 是 各 数 ， 

证 。 螺旋 线 的 活动 标 架 与 四 所 成 的 角度 的 余弦 了; yi 和， 因 妇 士 闪 十 详 一 1 
及 YY, 1 为 常数 , 故 ya 环 为 常数 , 放 由 Frenet~Serret 公式 可知 


Po 
Pp 7 


因此 一 是 个 党 基 . 
又 以 + 表示 (已 的 曲率 和 侍 径 ,有 
= = pA + Po), 
由 ds = WT 十 中 dz 有 
二 
pe) WAo) 1 
(1 TR (TRY (1+ 


部 
p= (lt yr, 

车 (四 是 图 周 , 央 :为 常数 ， 因 此 P 与 7 都 为 沉 数 

联接 曲 画 上 两 点 ,使 距 闹 最 短 的 曲面 上 的 曲 米 称 为 曲 曾 上 的 短程 线 ， 平面 上 的 短程 
线 豆 是 瘟 绪 ， 

4) 填 击 上 的 短程 和 线 就 是 螺旋 线 . 

主 . 德 着 通过 4 的 母线 ,把 性 面 在 *z 平面 上 上 铺 拒 ,如 4N 与 NM 之 比 为 一 去 , 故 螺 旋 
秦 就 是 xz 平面 上 的 查 线 :而 将 柱 面 铺 平 时 , 杜 牙 上 些 线 的 中 商 是 不 变 的 . 族 辐 所 从 枉 


§ 12. 空 关 曲线 的 唯一 性 定理 
定理 1。 具有 相同 弧 长 "曲率 忒 *) > 0 及 搁 齐 ats) 的 曲 乱 ， 可 以 经 过 及 和 动 (坐标 轴 
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的 平移 及 转动 ) 使 一条 搬 到 另 一 条 。 

证 。 设 c 与。 是 具有 相同 弧 长 、 曲率 及 化 率 的 二 曲 黎 , 融 这 二 前 村 骤 长 的 起 算 点 各 
为 on。 先行 一 个 运动 ,使 变 到 oo、 c 上 的 点 o 的 活动 标 架 变 为 * 上 的 点 ?的 活动 标 
架 ， 若 经 过 运 勤 后 ,e 变 为 5, 而 < 与 了 在 弘 长 * 对 应 的 点 的 揪 劲 标 架 各 矢量 的 方向 余 世 
各 为 


iy EE ~ y 多 
Pe B 和 t 元 B ¥ 
n ml Bly Li E 局 Y1 
b Ka | Bry b U2 Bb Y1 
庙 Frenet-Serret 公式 得 
dR 
ds p’ as Pp rT” ds r 
五 _ 负 硕 _ 五 五 地 外 
Hs p’ ds 应 r” ds T 
此 处 
1 1 
PT 
Ha) gs) 
所 以 
(ait oan + om) — 0.' 
ss 
于 是 


om 十 抽 十 do 一 0 《ce 为 常数 
当 # 二 时 ,a a,Q = mh， 一 二 一 1 遇 为 由 于 有 古 ， 可 以 看 作 是 
党 x* 轴 的 单位 舌 量 在 活动 标 架 上 的 投影 )， 氏 此 


ea 十 gel 十 a = 1, 


故 
(Ce 一 27 十 《一 而 于 十 (om 一 四 关 一 0， 
所 以 _ 
Ea, Ou dz 
同样 得 到 


B=B, B=h, B= PB, 
YY Ti Yi 7 
叉 两 曲 挤 在 对 应 点 有 同一 弧 长 *， 故 
dx dy dy ds _ dF 


A 一 
一 3 
as ds ds dr ds ds 


一 计 寺 i Cc 一 十 G3， 
此 处 cl v2 与 后 都 是 常数 ， 当 一 0 时 ,xz 一 zy 一 YY 一 3 因此 a 一 0 一 0 于 0， 
故 得 定理 . 
关于 实 间 曲 兢 的 存在 性 而 盔 ， 印 任意 栓 了 两 个 束 米 两 数 其 9) 六 0 及 gls), 于 是 否 存 
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在 一 条 空间 暴 线 以 * 为 弧 长 , fs) 为 由 丈 , g(7) 为 模 歼 9 
我 们 可 以 从 定理 13, 24, 1 中 推出 
定理 2. 本 办 浊 卉 而 玫 Hs}>0 站 gls)， 席 polp 一 如) 为 空间 任 章 点, ao. 镶 . Yo 只 


和 


区 rt 
xD) 一 tno, 有 Ba 一 Bo Ys 一 Yo 


证 。 解 浪 程 
和 — f(s)8, 
和 一 je 和 一 geyy， 
本 一 + ete)B, 
其 初始 条 件 为 


al sn) = tg, Bls) 一 户 ， YCsu) = Yh 
由 513.24 得 到 一 粗 唯 一 的 解 , 


命 
a*+—Bxy. Byx0a, yaxp, 
出 
-一 xy+8x 好 一 f(s)B*, 
ge ds 
和 一 全 Xa+y 人 x Ea" — el)”, 
My” da xBtax 4B 4 p(s)B*, 
好 5 A 好 了 
县 可 以 证 盟 


人 一 Bisyl = PB, vy*(nm) = Yo, 
故 电解 的 瞧 一 性 定理 知 ， 
a, Pr—-B, YYy~7, 
朗 <: 有 ,YY， 钥 成 彼此 先 齐 的 右 旋 单 位 人 矢量。 
从 


ds 


—a 
解 出 

T 一 mo 十 了 st)ar, 
这 就是 我 们 所 要 求 的 向 本 束 灾 上 ,如 果 这 条 曲 钱 的 曲率 为 下 ), 挠 球 为 Es), 其 基本 向 
明 为 (sr), BCs), FCs), 则 
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而 如 入 2 
到 = -22 er 
HB rie fCr)B. 
但 _ 
fs} > 0, f(s) > 90, 
故 _ 
f(r) — Hs), B=B. 
于 是 
y— XpP—axB=y 
而 
EB ~ gp, 
故 
EL) = gs), 
师 毕 


事实 上 ,定理 2 的 了 叭 一 性 就 是 定理 1, 但 定 殖 1 的 起 明 更 直 持 些 。 


13， 世 奉 圆 与 曲率 域 
发 曲线 的 套 数 才 示 是 


sXe) y= ys), 2 = sls), 
此 处 3 为 层 长 。 过 曲线 上 三 点 Pr G(s 二 Ar] RCs 十 2&5) 作 球 9, 当 Ar -0 时 ,此 球 
的 极限 位 置 潇 足以 下 三 关系 式 ( 若 置 $5): 


[x a ty P+la cP oR, (1) 
[ze — alots) 十 ff) — plBC) + [zts) ~— ely(ts) = 0, (2) 
[xf 一 上 jafs) 十 [一 六 Br 十 [sf 一 < 一 一 局 (3) 


均 由 (2) 可 知 , 蒜 心 在 痊 直 丁 切 移 的 玉 曾 上， 由 (3) 可 知 , 蒜 旋 至 曲线 上 点 的 入 段 在 主 蒜 
名 上 的 投影 长 度 为 曲 这 牛 径 , 
畦 下 当 球 旋 在 密切 凹面 上 时 ,上 央 中 心 化 标 应 为 
a = x(s) + pols), B= ys) + phls), c= zs) + prils). 
此 点 称 为 曲率 中 心 ,这 一 球 的 球面 与 密切 平面 的 交 线 是 一 阅 , 称 为 曲 俊 辕 或 密切 图 .此 性 
的 生 径 为 p, 曲率 中 心 的 担 迹 称 之 为 曲线 的 淅 局 辣 . 
现在 决定 一 个 球 , 通过 曲线 点 PCs) 及 其 三 邻近 点 Qs 十 1)， Rts 十 2&3), Ts 十 
3Ar), 当 As 一 0 时 ;这 妹 的 极限 位 姜 除 先 足 41): (2), 《3) 外 ,还 满足 
. [sts) — alowts) 十 [ys) — EBs) + [Lats) ~ elyats) 一 TD (4) 
由 (27,《3), 《和 DD 可 雇 决 定 球 遍 (es 6, cc) 现在 引 太 局 部 坐标 LA4, 了 3, C), 妇 满 足 注 程 
租 的 二 数 : 
¢ = x(s) + Aals) + Bals} + Car), (5) 


1 过 三 点 可 作 无 禾 多 个 球 ,而 令 为 其 中 之 途 一 个 ， 
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b= ys + AB(s) 十 BBC + CHC), (6) 
oc zs) 4 AyYCY) + Byls) + CYAs). 《7) 
将 (5), 6377 三 式 分 别 汪 以 als), Br), yt 然后 相 加 得 
4 一 fs 一 zx()jatr)y 十 人 一人]8() + [Ee — sO 一 0 


同 惠 得 
B=p, C= — oT, 
故 香 球 心 的 坐标 为 
ag = Xt) + pals) 一 下 Do er]， 
= yr) + pRBls) — rp Bs), 
© gs) 4 pys) ~ tp Yas), 
条 的 守 征 为 
dpY 
p+ (: ”. ) 
这 一 球 种 为 曲率 球 或 密切 计 . 


$ 14， 赐 面 族 与 空间 节 线 族 的 包 烙 


把 57 所 斌 的 推广 到 空间 
1)》 先 研 究 玫 一 个 套 变 重 的 曲面 族 


Ss x, Ys 2) 一 0, (C1) 
上 曲面 族 中 一 曲面 钊 (x, yz, 0) 一 0 上 ,如 果 有 一 点 (x6, yo xz0)， 大 县 
(32, 2%. 30) 
Ox” By” Ox 


是 需 矢 量 , 姑 点 (wm; yos ma) 称 为 曲面 族 外 (lx, y,s, a) 一 0 的 奇 点 ， 在 奇 点 上 雯 曲 看 没有 
应 定 的 邯 平 面 . 
对 ”微分 得 


2 -0 (2) 
局 sz 


从 [1) 与 (2) 消去 < 得 一 曲面 8. 假设 曲面 5 不 包含 曲面 族 (T) 的 奇 点 。 对 一 个 固定 的 
数值 m, 曲面 族 中 有 一 曲 略 S。,, 与 5 奖 于 一 条 曲线 h， 我 们 现在 贬 明 , 沿 著 ,5 与 Sm 有 有 
公共 厂 面 . 

在 3 上 = 是 常量 mm: 质 以 


a0 a6 6 
0 
Br By Bz 


在 昌 硬 8 上 as 是 变量 :我们 应 当 写 成 


09 9, + 9 3, + 0g + 69 0., 
Ox Qy Ox Ga 


由 (2), 近 丙 个 关系 全 同 , 因 帆 Su 与 8 上 公共 点 的 无 穷 小 改变 [dx, dy, ds] 与 估量 
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一 一 


(se 0 人 
dx By Ox 
节 直 ,所 以 5 上 与 5 党 怀 想 切 . 

因此 ,由 (1) 与 (2) 消去 所 得 出 的 方程 , 只 要 奇 点 不 适合 这 个 方程 , 那 未 宪 就 是 包 
络 ,这 凡 相 切 性 是 沼 某 一 归 线 相 切 的 ， 

贷 ， 球 心 在 = 轴 上 , 生 径 为 常数 * 的 球面 族 

. ar 
对 a 求 微 商 ,得 

一 30z 一 4) 一 由 
消去 2, 得 杜 击 
Tr 

而 相 切 的 终 是 一 个 风 周 . 

2) 考 碟 有 了 两 个 参 谈 量 的 曲面 族 


F(x, y, 2, 到 下 0 《3》 
和 如 他 
好 FR 
Ba ” 88 (4) 


中 消去 4,5, 得 出 曲面 5。 不 难 证 明 , 家 与 曲面 族 (3) 相 切 , 现在 是 点 相册 ,而 不 是 线 相 
司 . 实际 上 ,对 固定 的 一 ao, 二 本 ,一 方 硬 我 们 得 到 (3) 中 的 一 确定 曲面 $0 而 另 一 
方面 ,把 a 一 gq 及 一 梧 代 入 (3 儿 4 和 ,一 般 得 出 5 上 的 一 点 Mo, 而 点 加 就 是 5 与 5 的 
公共 点 . 

他， 丈 尼 在 *, 7 平面 上 、 牛 径 为 常数 * 的 球面 

《一 和 十 1 一 下 十 于 二 天 
对 a, 5 求 妨 微 现 得 
— 22x a)=—=0, 一 2 一 站 一 由 

消去 与 疡 得 s 一 王 :就 是 恒 , 平 而 > 一 土 + 是 包 稿 ， 包 镍 和 每 一 个 球 都 于 一 点 相 切 ， 

附 丰 .与 曲线 的 情况 相同 ,从 (3)， 4) 消 兴 所 得 出 来 的 曲面 可 能 不 是 包 略 , 而 基 奇 
异 点 的 直选， 

3) 考虑 一 个 大 变数 的 容 间 曲线 覆 

Flx, ys gy 0 F(x, yy 4)—0 05) 

能 香 有 和 包 络 ? 即 能 否 技 出 曲 存 了 在 它 所 有 点 此 (5) 中 的 和 名曲 黎 柜 切 ? 

我 本 可 以 招 (5) 作为 了 的 定义 方程 及 其 中 上 非常 数 侧 是 变量 ， 沿 (5) 得 


OF, zz 十 OF, dy + Se dz = 0, 
Bx Oy Ox 
OF, dx 十 9F; jy 十 OP: ds = D0. 
Ox Oy Oz 


而 沿 卫 , 则 


" 149» 


OF Bx 十 OF Fy 十 SF, fz 十 OR $a = 0, 
Hr Dy DO [| 
避 FF， dF, AF, DF, 
DF gr ot D2 By + SE gs + SF ga = 
Dr ” Dy >” Os Ba “0 
如 巢 相 切 , 旭 
i 
dx dy ds 
因而 得 田 
OF gs 0, 8Fasr 一 0 
Sa Oe 
当 a 非常 晶 , 即 Ba 天 0, 我 们 有 
全 FL OF, 
一 0， 一 二 一 0 6 
Oa Ba (6) 


一 般 就 来, 四 个 方程 不 能 确立 一 条 曲 科 ,由 就 是 襄 , 空 脂 的 曲名 族 没有 和 包 络 ， 
但 如 果 四 个 中 的 一 个 可 由 其 他 三 个 推出 来 ， 则 我 们 可 以 确立 一 条 空间 曲 缠 , 即 把 x， 
y, z 桌 为 套 恋 量 a 的 夯 数 ， 这 样 ,我 们 就 具有 包 和 络 了 ， 当 然 , 这 条 空间 曲线 也 可 能 是 曲 秋 


族 45) 的 奇异 点 的 扫 迹 ， 
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第 十 五 章 重 积 分 


4 1. 重 积分 的 定义 
假定 藉 *， y) 是 一 个 在 矩形 


(R) sxb, cy 
上 定义 了 的 效 数 ， 对 区 间 Ta, 8] 中 的 任 一 点 x, 假 定 积分 
p(x) 一 人 re dy a Ses 
存在 ,并且 假定 积分 
| Fear 


(fic, 1ar)as 


也 存在 :如 此 我 全 可 以 算 提 


(1) 


C2) 


(3) 


这 数值 彼 称 为 人 (x, y) 在 撼 形 (R) 上 的 湛 次 积分 , 先 对 7 求 积 分 , 再 对 * 求 积分 而 得 出 的 


选 次 积分 ， 


如 果 共 zx， 7) 在 RR 上 上 是 潭 种 的 ， 则 (1) 的 存在 性 是 次 有 疗 题 的 , 而 所 定义 的 (x) 由 
是 在 [4a, 8] 上 的 和 连 炳 图 数 ,因此 (2) 也 是 存在 的 。 所 以 任何 一 个 连续 玉 数 的 达 次 积分 是 
存在 的 ， 伍 是 我 们 这 儿 井 诊 有 表明 ,这 个 数值 是 否 也 就 是 先 对 zx 求 积 分 ,再 对 y 求 积分 所 


得 出 的 数值 , 即 


EF) 5 frene)s 
是 否 相 等 的 问题. 


由 单 变 数 的 情况 可 人知, 我 人 出所 用 的 连 医 性 是 可 以 城 痢 的， 

我 们 现在 回顾 一 下 积分 《3) 的 意义 ,利用 分 点 
i 
yl 

把 矩形 KR 分 成 为 mn 个 小 短 形 


(Ri) Wj 
积分 (2) 等 于 

可 一 1 

2 Fx)Ar; 

是 


的 极限 , 此 处 Am 一 xi 一 由 及 并 是 区 间 二 所 > 扫 2n 中 的 任 一 二。 


而 所 诱 极 限 是 指 
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当 maz Axi 一 0 的 情况 而 早 . 但 是 为 了 简便 起 部, 我 们 用 以 下 的 符号 ; 


nll 
| (ze 一 lim (5 FDAr:). 
Fa) = | Ka ay 


2 fs WIA Ay = yn — yr 
的 极限 ， 河 7 是 < 委 4 到 = Yi 中 的 任 一 点 ， 总之， 渤 区 各 和 分 


人 由 fx, way )dx — 一 jim( lim » > 区 fxs WA An 


证 上 “和 一 的 


这 样 很 明显 地 指出 ,两 个 选 欧 积分 是 否 相等 的 开题 价 是 两 个 极限 迹 换 的 叶 题 ， 重 积 
分 的 从 念 便 与 重 极限 的 概念 相仿 ,可 以 述 之 如 下 : 
假定 太 x, 疙 是 居中 的 有 界 画 数 ， 考 虑 和 


一 1 mm-l1 


> 之 f(z, wR; 站 {4) 


此 处 R, 是 第 形 (Ra) 的 面积 ,fx WwW) 是 Ri 中 的 任 一 点 ， 如果“ 网眼 ” 尝 限 变 小 ， 即 
maxi Axi| 下 0, max|Ay;| 一 0, 并且 对 Rj 中 的 任 一 xi, 六 ) 《4) 的 极限 是 存在 的 ,而 且 
是 唯一 的 ,居所 x, y) 在 CR》 上 称 为 可 求 积 的 , 莘 以 

人 Fx, y)dR 


RY 
去 示 这 极限 的 数值 ， 这 数值 袖 称 为 f(x, y) 过 (R) 的 积分 
与 单 变 数 相仿 ,我 们 定义 


S = BMiR;y, Mi— Bil fr, y) 


rER 


了 一 SmiRi, mi 一 Bd f(x, y), 
Lx, ERs 


与 单 变数 相仿 ,我 们 能 旋 明 :对 任 一 有 界 画 数 , 8 与 * 的 极限 是 一 定 唯 一 存在 的 ,因而 有 
定理 1 jx, y) 在 CR) 上 的 重 积 分 存在 的 必要 且 充 分 条 件 是 
EM — pi) Ri (5) 
的 极限 等 于 0, 极限 的 意义 是 指 网 眼 无 限 分 血 而 于. 
显然 有 以 下 的 一 批 可 积 桨 数 . 
1) 在 (RR) 上 回炉 的 歼 数 一 定 是 可 积 的 , 
2) 如 果 共 x, y) 在 RR 上 有 有 限 个 间断 点 ， 或 者 f(x, y) 的 并 断 点 出 现在 有 限 多 条 简 
单 曲 米 上 , 则 天 x; y) 也 是 可 积 的 ， 什 么 时 做 简单 曲 楼 ? 这 此 和 线 有 一 个 大 变数 表示 基 
rp, y=$H, edb, (6) 
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此 处 申 人 与 风 (D 是 上 的 有 巡 炉 微 商 的 画 数 , 且 仅 有 有 限 个 极 太 极 小 。 

我 们 讨论 仪 有 一 条 简单 曲 焰 上 有 半 断 点 的 情况 ,一 般 的 情况 也 不 难 推 得 ， 

我 们 可 以 把 曲线 (2) 分 成 为 有 限 份 , 其 中 每 一 份 所 对 应 的 中 (0) 与 则 (5 痢 是 单 席 的 
《由 于 $ (5 与 出 (的 公有 有 限 个 极 大 极 小 )。 我 们 不 妨 震 定 
外 人 与 加 (都 是 不 下 降 的 苹 数 ， 和 在 网 烙 CLR) 中 湖上 处 这 条 
曲线 所 窄 过 的 博 况 ， 如 果 曲 嫉 从 一 个 格子 中 和 穿 出 , 仅 有 两 个 
可 能 性 ,一 是 向 上 和 穿 出 ,一 基 向 右 穿 而 ,如 在 图 (出 石上 角 穿 出 
的 屠 沈 也 不 难处 理 )。 这 些 帘 曲 嫉 所 穿 过 的 和 扼 形 的 总 面积 一 
定 不 大 于 图 44 
Ai 一 cy 十 和 加 (一 2 
《好 就 是 把 这 些 " 苞 “向 左 平移 , 移 到 * 一 a, 如 果 已 有 砖 " 在 , 则 向 上 平移 , 绪 果 不 超过 最 
站 一 和 尔 及 最 上 一 条 的 面积 ), 此 处 

Axn = maxt Ari), Ay = max(Ay;), 
由 于 x, y) 是 有 界 的 , 即 有 对 ,使 | 共 x, y)| 所 M， 作 和 
了 一 之 其 cf yO RY, 
此 处 (Rj) 过 那些 彼 上 曲线 所 穿 过 的 方 格 ,显然 有 
IT| 所 MAxd Oo e+ Ay a] 
当 格 子 天 限 变 罗 后 , 本 一 0， 出 此 得 证 , 

这 证 朋 不 但 对 一 条 午 单 曲 钱 对 ， 岂 可 以 证 明 对 有 限 条 简单 曲线 三 对 ， 同 时 、 也 证 上 明 
了 :如 果 在 有 限 条 简单 曲线 上 改变 蕊 zx，y) 的 数值 ,并 不 影响 原 素 积分 的 数值 . 

与 重 级 跟 及 和 挝 次 求 极限 相 候 的 筷 苇 , 可 以 证 明 : 如 果 其 *， ?7 在 《Ri 上 可 求 积 ,而 且 


(1) 与 (2) 存在 ,出 
(x, aR 一个 个 Ke 7227)ax. 
RY 


使 (9) 是 (x, y) 不 面 上 的 一 个 有 界 域 ，F(x, y) 是 在 《5) 上 定义 了 的 有 界 男 数 ， 我 
们 不 妨 假 定 (5; 就 包 在 一 个 矩形 (RR) 之 中 ,在 (R) 上 我 们 定义 
F(z，y)， 当 (x, y) 是 于 (o)， 
9， 当 (x,y) 不 届 于 (5). 
如 果 拨 zy yy) 在 (R) 上 是 可 积 荡 数 , 则 我 们 称 F(x, y) 在 5) 是 可 积 丽 数 ,而 且 定 又 
时 Fee ws = (fr az 


[| LR 
如 取 (g) 的 边界 是 一 条 并 曲线 <, 任 一 平行 了 于? 轴 的 值 续 至 多 变 这 曲 幸 于 两 点 ,这 昌 
盘 在 * 一 上 与 zx 一 占 之 间 ， 并 且 > 一 < 及 “一 6 都 与 ce 有 耻 共 点 ， 上 一 部 分 的 项 夸 方程 
是 ?一 is 下 一 部 分 的 曲线 方程 是 y 一 ps) 
由 前 筷 亦 机 的 乱 果 


大 xy 一 | 


生计 * 


y = Pr) 


1 f(x, yaR 一 { (x, aya 


|. ( Ftlx, ay )d 
可 知 ,如 果 对 任 一 *， 
Oe 1。 Flr, ydy(a SE 5) 
存在 ,而且 
图 45 rows 


1 F{x, y)ds = |. (jo Flv, ydy }dx, 


§ 2、 可 求 商 积 的 域 


存在 , 则 


命 《9) 代表 平面 上 的 一 个 将 限 域 。 不 妨 候 定 记 是 在 一 个 矩形 (R) 之 由 , 定 久 夯 娄 
1, 如 果 Cx, y) 油 于 (5)， 

0, 如 果 《x 0 不 属于 《5). 

如 果 欠 x*,y) 在 LR) 上 上 是 一 个 可 积 丽 数 , 则 (go) 称 为 可 求 面 积 的 域 , 而 积分 


) fix, ydR 


Ry 


f(x y) = | 


就 定义 为 域 (9) 的 面积 ， 

依照 重 积分 的 定 父 ,5 就 等 于 与 (5) 有 公关 点 的 长 方形 (Ri 的 总 面积 , 而 s 就 等 于 
完 至 幅 于 (9) 内 的 长 方形 CR;j) 的 总 面积 ,而 3 一 :一 0 的 意义 僵 是 与 (9) 边界 相 灾 的 长 
万 形 (Ri) 的 总 面积 更 于 需 , 而 这 也 就 基 (sq) 可 求 面积 的 必要 有 上 且 充分 的 条 件 . 

$5 所 趣 的 极 眼 我 们 也 称 为 (92 的 自 画 积 ,而 :所 荡 的 极限 称 为 (9) 的 内 面积 ,因此 ， 
姑 雷 积 与 内 轴 积 相等 也 是 一 域 (sa) 可 求 曾 积 的 必要 且 充 分 的 箱 件 . 

如 果 (97 的 边界 是 可 度 长 的 ,而 生长 度 是 有 限 的 邮 线 ;天 (9) 是 可 求 而 积 的 ， 因此 ， 
正方 形 (任意 位 置 的 正方 形 ) 贺 ,得 加 等 都 是 可 求 面 积 的 图 形 。 但是 必须 指出 ,我 俩 并 小 
有 证明, 现在 所 定义 的 面积 适 不 因 坐 标 系 的 选择 而 变化 , 部 如 : 一 个 才 放 了 的 单位 正 访 形 
的 面积 是 百 也 等 于 工 ,我 们 和 关注 有 证 朋 . 

但 是 我 们 知道 ,两 个 说 有 公共 部 份 的 区 域 如 果 都 可 求 看 积 , 划 这 两 个 面积 的 和 也 就 等 
于 这 两 个 区 成 拼 成 的 域 的 面积 。 如 果 一 个 区 域 在 另 一 个 区 域 之 肉 , 则 前 者 面积 不 大 于 局 
者 的 面积 . 

为 了 村 证明 我 们 所 定 区 的 面积 是 和 坐标 系 的 得 择 无 关 ， 我 们 先 寻 有 明 一 个 最 简单 的 特 
例 ， 

定理 1 边 乎 行 于 坐标 二 的 正方 形 生 原 点 旋转 和 平移 后 , 睫 的 面积 保持 不 变 。 

证 . 正方 形 显 然 有 平移 不 变 的 性 质 . 


证 是 


其 次 我 们 以 原点 为 中 心 , 作 一 单位 辕 , 依 x，y 一 二 ， 二, … 作 平行 于 <，y 二 的 网 格 。 

命 代表 完 对 在 如 内 的 方块 数 ,代表 与 估 有 公共 点 的 发 块 数 , 唱 
4gI 三 央 面 积 三 gE， 
此 处 9 代表 平行 于 <, y 轴 边 长 等 于 1/5 的 正方 形 的 面积 ,并 且 已 知 
圆 面积 一 imq' 工 一 lirmm9 "五 
依 中 心 旋 转 , 旋 转 后 的 这 样 方 形 的 面积 命 之 为 9, 则 我 们 也有 
9 "了 二 个 曾 积 之 gq :BB， 
于 硬 积 一 bmg 下 
命 g/g 一 5, 旧 立 记得 出 5 二 1, 序 正方 形 的 面积 不 因 旋转 面 变 . 

更 在 我 们 可 以 进 骨 , 言 积 与 坐标 轴 乱 关 这 一 性 导 , 即 证明 , 先 固定 两 条 互相 科 直 的 粳 ， 
平行 平 这 丙 监 罗 作 网 格 , 这 样 得 出 的 面积 是 不 因 选 择 原来 的 二 棱 而 变 的 。 实际 上 ,我 们 将 
起 明 更 一 般 的 定理 ， 

定理 2。 把 平面 分 为 可 求 秽 积 的 区 域 (Ao) ,其 中 每 一 个 区 域 的 直径 ” 都 不 起 过 其 一 
数 d， 着 且 平 面 上 任 一 个 有 界 区 域 只 与 有 限 个 这 样 的 区 域 有 公共 点 ;放样 定义 了 较 -- 般 的 
网 格 ， 我 们 现在 考 民 一 个 区 域 (P)， 都 在 CP) 的 内 部 的 《Av) 区 域 的 面积 之 利 ， 瑟 之 为 
和 到 ,那些 与 (P) 有 公共 点 的 Ar 区 域 的 面积 之 和 ,如 之 为 区 ,如 此 则 当 4 一 0 时 ,9” 趋向 
内 面积 ,而 史 趋 于 外 面积 . 

这 说 明了 ， 任 意 的 网 ,只 要 4 -> 0， 者 可 以 用 来 量 面积 ,而 且 算 出 来 的 千 果 是 一 样 

证 ， 如 时 (Ar) 就 是 平行 于 两 轴 距 离 等 于 vd 的 正方 形 的 网 所 对 应 的 入 与 .Zr 用 及 
了 表 它 人 前 已 起 盟 过 五 起 于 外 积分 车， 而 了 总 于 内 积分 a. 

由 = 的 定义 ,对 任 一 8 > 0, 可 以 有 一 种 正方 形 的 网 ,使 1 之 4 一 6, 命 1 代 表 ( 门 的 
边界 与 CP》 边界 的 距离 (部 各 取 一 点 的 最 短 的 距离 ,由 于 (Av) 是 了 的 内 点 集 , 而 且 (Av) 


是 于 的 。 所 以 入 > 0)， 如 果 取 4 < 一, 则 与 (1) 有 反共 点 的 (Av) 一 定位 于 (P 的 诊 


部 ,同时 【站 也 在 (FF) 之 中 ,所 以 ( 当 4d 王 0 时 ) 5 > 一 已 

再 证 8 所 2， 取 任 一 个 (FF), 命 人 代表 (7 ) 的 边界 与 (P) 的 边界 的 距离 ， 作 出 
具有 # 一 二 为 边 长 的 正方 形 网 格 ,任何 这 样 的 与 ( 纯 ) 有 公共 点 的 正方 形 是 由 (P) 的 
内 点 所 钥 成 的 ,就 是 

FEITEa. 

由 不 等 式 4 一 8 二 9 守 a 及 其 中 8 的 任意 性 ,HJ 知 芝 一 a 

同 法 可 诈 , 当 2 一 0 时 , 丰 一 A. 

定理 3. 面积 不 因 旋 转 而 变化 ， 

这 定理 是 定理 1 与 定理 2 的 推荐 ， 


一 


1) 误 界 区 域 的 直径 是 指 域内 任 两 点 的 距离 的 确 上 各 。 


® 11334 


# 3， 重 积分 换 竺 标 
重 积 分 
Hx, yadx dy 


a 


可 以 起 为 网 格 的 面积 AxAy 终 上 在 这 网 格 中 一 点 (x, y) 的 图 数值 玉 x*,y) 的 总 和 的 极限 ， 
而 dx dy 称 为 在 笛 卡 儿 符 标 下 的 面积 元 素 . 
在 豚 坐 标 中 ,网 格 的 面积 (图 45) 等 于 
= {Cp + Ap)zag ~ pzAD] 一 pApAB 
( 旷 去 高 阶 项 ) ,所 以 pap 8 也 可 以 称 为 极 华 标 下 的 面积 元 素 , 因 而 得 出 
人 f(x, ydx dy =— (i Ftp, Opedp 20. 


oy [| 


这 几 Fl(p,0) 一 fpeos0 ,psind), 
特别 , 当 f(x, 了 一 工 的 情况 ,我 们 有 


Birs 1 Ta 
(fo papa0 一 工 (一 ea 


取 ps 一 p 及 pi 一 0, 朗 得 我 们 前 所 已 知 的 摇 坐 标 求 面积 的 公式 . 


更 一 般 些 ,依照 
时 (zy a px (1) 
引进 新 变量 “ 与” 素 代 替 * 与 y, 着 且 假 定 由 方程 41) 可 以 解 出 
x pny 0) yr (2) 


而 且 成 一 一 对 应 的 关系 . 


EE 1 
我 俏 现 在 来 确定 用 由 和 线 坐 标 (w, v) 时 的 面积 无 dz 


我 们 考虑 两 对 邻近 的 坐标 蜡 钱 
Pss yu Phxy yt Ar, 
Px yo Wx yor + Av, 
我 从 计算 这 些 线 之 中 的 面积 ,也 就 是 概 求 出 MiMzMsMi 的 面积 (图 47)。 
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不 计 高 级 无 穷 小 ， 四 点 M,, M;, M;, M+ 坐标 各 等 于 : 
和 PC, zy 一 ft, zy 
= Pin 十 An, r) = PW v) 十 PP an 


fear) 
A) + A, 


| = pint An, vy + Av) Piln, rv) + Se A 十 SP A 


二 山寺 Ausv 二 AA) 一 出 (nV) 十 一 一 abc 2 An 十 atte 4 上 er 
攻 
= glu od Ar) = pn,v) 十 QP 2 oy 
一 Pt 0 Ar) = Wilrs 0) 二 一 opt 30 
各 这 直人 让 站 村 推出 
站 一 一直 一 2 光一 可 二 衣 一 


部 得 Ma 是 一 个 平行 四 边 形 ， 这 平行 四 边 形 的 面积 等 于 三 角形 MMyM; 的 面积 的 两 
悦 ; 固 此 可 知 
da 一 [Ixy — y3) — ra 3) 十 (saya 一 539 
= [tO zx) Oo 1) — Cn yx — a)|, 
代 太 坐标 天 达 式 可 知 ,曲线 坐标 的 面积 元 素 


Opus pr) vr) AC v) _ Ogitw, v) 号 Ja o) du do = [Dl du dy 
Bs Or du 


Ca 
Hx, pds 一 Ft{u, | 了 [ae dv, 


=} 
此 处 Flu, 0) 是 Cg, DJ 的 稳 数 ,由 I(x, y) 径 变 换 而 得 由 的 ， 
在 变 和 多 (1) 中, 我们 由 可 以 把 wy > 复 底 为 重 直 举 标 , 这 样 便 把 Cx, 7 平面 王 的 区 域 
《5) 变 汶 (ay v) 平面 上 的 区 域 (0), 而 积分 公式 政变 成 为 
人 fir, y)ds 一 人 F{mu, #) [Dlan de 


[让 Coe’ y 


出 此 也 前 以 着 寺 , 当 区 域 (og) 变 为 区 域 (9 ) 时 , 1D| 是 (oo) 中 的 无 穷 小 面 秘 与 4 


一 


"57. 


中 对 应 的 无 穷 小 贡 积 的 化 .。 
倒 1。 以 极 众 标 为 例 . 
如 里 把 kr， 有 海 成 为 直角 坐标 , 则 困 
z 一 站 cos 上 有， y= rsing 
得 出 一 个 由 《xz， ?平面 到 kr 站 菠 面 的 变换 ,但 一 长 条 
0<rco， 0 27 
就 变 为 《xy ?) 的 康 点 除外 的 全 在 面 ,而 且 其 腾 有 一 一 对 应 的 美和 柔 (图 48 及 49)， 但 对 窟 
于 原点 < 二 0, 7 一 0, 在 (er) 平 面 上 是 一 条 线段 > 一 0:0 扫 六 < 各， 这 变换 的 画 数 
行列 下 等 于 
Btrcosd} dlrsing) 


By Br cos8 sind 
<- 一 一 一 tr, 
BtrcosD) Bt{r sin0) rsind recosd 
8 BE 


即 得 前 所 证明 的 极 坐 标 画 积 元 素 rar db 
在 (x, y) 平 匣 上 的 单位 图 0 二 可 十 y 奖 坊 1, 你 极 坐 标 变换 后 变 为 
0<r 和 1， 0 < 2n, 
在 Cr, 的 平面 上 是 一 长 方形 . 
包 ?2， 再 引进 一 变换 


二 十 # 一 ay y=vw, [rr 一 的 一 o] 


基 此 期 
Hy rr 一 > 。 
站 十 
西数 行 烈 式 等 于 
(x,y) | 1 一 m —u i 
Otx, 0) 5 La 
现在 考虑 到 域 
TO, yD0, 十 <S1 
经 变 瓜 后 的 铺 欧 , 即 得 


2 一半 二 < 0 ur 0 
化 简 得 
LpD0 1l>v»>0, 


记 ! (x, y) 平面 上 的 三 角形 > 一 0.y>0,x+y 人 < 1, 炙 “ 变 
换 后 得 到 (w, s) 平面 土 的 正方 形 , 而 且 是 一 一 对 应 的 。 因 


{i fr, yar dy = 人 人 ec， vn dn ie 


| 
Ea 
+yl 


例 3 求 界 于 后 径 为 = 的 球 与 通过 球 心 的 生 径 为 a/2 
的 正 图 柱 之 间 的 体积 (如 图 50)， 以 球 中 心 作为 原点 , 球 的 
图 50 方程 是 


* 了“ 


四 
Ei 


柱 轴 交 * 井 , 朗 掏 过 > 一 全, 杜 的 廊 程 是 


色 
Ve 一 一 
VET 


所 求 的 体积 显然 是 第 一 个 封 限 中 的 体积 的 四 售 ，, 
积分 的 区 域 昨 加 柱 的 生 个 底 , 它 的 界 米 由 华 朋 周 


+ = gcos0, o<6<7 


及 + 划 . 上 的 粮 度 所 粗 成 , 
由 z 二 YY 一 了? 可知 ,所 求 的 体积 等 于 
人 a 人 Ve rr dr = 4f|- 了 (一 "| "a0 
玉 


| 


0 
至 

| (2 — sin 0)d0 = 4 a| 0+ cos0 一 2 | 
[| EE: 3 


54. 重 积分 的 基本 性 质 


1) 背 数 因子 可 由 积分 号 下 提出 末 , 印 
人 af[ 卫 Jd6 一 < 作 KP)aa 


toe) (oy 


2) 丙 数 的 代数 和 的 积分 等 于 各 项 积分 的 代数 和 ， 印 
人 [Ke + sp)1as = hrc)ao + | gpyae, 


这 两 性 厦 台 并 后 得 出 :对 任 二 实数 z 与 2 党 有 护 伍 尖 泊 
DE 


414901 [| Le] 
3) 把 区 域 (5s) 分 为 有 限 多 个 部 分 区 域 , 且 它 们 洲 有 公共 内 点 ， 基 过 整个 区 域 的 积分 
等 于 过 各 区 域 的 积 人 的 和 ， 
例如 ,把 tg) 分 为 (61) 与 (92), 且 (c 与 (co) 沪 有 公共 内 点 , 则 
fra = i 所 了 7az 十 | fCP yada 
F) ta} La) 


《可 加 性 )。 
5 了 


4) 如 果 在 (or 上 ,六 P} 志 站 PP), 则 
(fre)ao < (ales, 


Lay [而 让] 


特别 是 
‘freyas|< 作 KP?laa 


Lo Ls 


5) 如 果 pCP) 在 (zy 上 不 变 叶 ,上 则 有 下 面 的 中 值 公式 ,分 在 (2) 中 有 甘 一 点 P。 合 
人 Ke?pkP)az = KP 什 eCP)ec 


部 La) 


UCP) 是 建筑 轿 数 ). 
特别 , 当 PLP) 一 工时 有 
(Pa 一 KPoe， 


岂 
此 外 是 区 域 (0) 的 面积 . 

多 重 积分 的 环 积 分 (或 称 反常 积分 ) ,我们 不 再 立 和 讨论 ( 仅 于 $5 8 中 举 列 改 明 )， 我 们 
仅 请 大 察 注意 二 点 , 1. 如 果 因 为 画 数 全 而 皮 常 , 则 先 作 小 域 包 有 那些 反常 点 , 然后 再 看 当 
域 变 小 时 的 极限 ; 2. 如 果 冯 常 是 由 于 域 的 光 穷 。 则 先 作 不 反常 的 城 ， 然 后 命 不 反常 的 域 
起 于 该 域 

例如 :在 求 

从 fx, yydx dy 
时 ,可 以 从 和 
sm | Ke Der 

出 发 ,但 现在 的 可 能 性 比 一 个 变数 的 情况 多 得 多 了 ,因为 我 们 还 可 以 考 处 


Ny FM 
it | ,| 了 fx ydrxdy 及 lm 上 Hx, ydx dy 
: "M1:=WMl N= 


Xi 


| Dr dy 并 
2 23d43 
1 tl 二 让 十 y)* 


此 处 (za) 是 整个 平面 , 先 考 虚 积分 


wy: (十 地 十 关 ) 


换 极 坐标 得 


RI rr ad 究 I ) 
IR) = ~ 一 一 
‘ ) | | (1 十 Ca 1 一 ( 《1 十 R')*! 1 


若 a<i 则 当 尺 一 oo 时 ,右边 无 限 上 升 ,所 以 原 积 分 发 散 : 堵 o>1, 则 lmICR) 一 


a—1 


"160+ 


所 以 证 明 这 积分 的 收 禾 性 ， 


他 2， 由 于 

， (人 caz) 朋 edrdy 一 全 epapdd = — re ， 一 fr 
及 以 

人 ee dx 一 WwW 
全 3。 考虑 重 积分 
ydrady 
生生] 本 

我 们 先 求 


1 dx 1 _ mm 
Dr ts Vey. 
当 8 一 0 时 ,得 原 积分 的 数值 为 1. 

$5. 三 重 积 分 


抽 牺 的 三 重 ( 及 多 年 ) 积 分 的 定义 与 性 夺 不 难 由 与 前 掉 仿 的 方法 获得 . 
以 上 所 讲 的 二 重 积分 ,固然 可 以 理解 为 体积 ,但 岂可 以 理解 为 分 布 在 军 面 区 域 (so) 上 
的 慎 量 ， 如 果 区 域 Az 上 的 总 质量 等 于 Am, 刚 当 Aa 趋 于 一 点 也 时 ， 


lim 2 一 PCP) 


外 可 成 序 


存在 ， 那 未 ,我 们 称 pLCP) 是 PP 点 的 密度 , {5) 上 全部 质 最 可 以 写 下 为 泊 近 吉 
mm ~ > pLPIAG, 


[E: 才 | 


当 网 眼 无 穷 精 密 时 , 即 得 这 物质 的 总 质量 等 于 


ff acm 


【了 


我 们 可 碎 用 相 亿 的 三 法 来 研究 空间 的 质量 胆 题 ， 
命 p(x+, y, #) 是 该 物 厦 分 而 的 密度 ,出 在 域 (s) 上 的 总 质量 等 于 


1 Px, y3 dv, 


to] 


它 是 
Dy Px, ys sv 


tey 


的 极限 , 当 网 眼 无 窒 厅 替 时 的 极限 ;这 便 旺 三 重 积 分 。 访 样 积 分 的 计算 可 以 分 为 三 次 一 惫 
权 分 算出 (关于 可 求 积分 及 可 以 出 类 次 积分 求 出 的 条 件 , 一 如 以 前 所 说 过 的 )。 


在 实际 计算 
人 Hs, ys Edy 


* tiw 


时 ,我 们 用 以 证 的 斐 果 : 首先 把 区 域 Cv) 的 界面 (5) 投影 在 xy 车 面 上 ， 得 区 域 4ae) ,再 
表 它 。 作 单 积分 (把 x, y 看 为 常数 
Elz, 9) = | fr, yc)ds 

政 单 积分 对 (aw) 中 的 点 定 父 ,然后 香 求 二 量 积 分 

ff es, ae 

Cry 
下 就 是 三 重 积 分 的 数值 . 

也 于 的 积分 还 可 以 化 为 潜 浆 单 积分 , 节 得 
上 性 地 
全 大 <，y，3]do 一 人 dx | dy 人 flxs ys ds, 


和] 


这 出 可 以 写 戌 汶 
xe, y, sdrdyde 


ip) 
的 形式 ,而 dx dy dz 也 称 为 理 角 坐标 的 单位 元 党 ,也 就 是 以 dx, dy, dz 为 过 长 的 无 宅 小 长 
方 休 的 体积 . 
广 意 .以 上 的 讨 答 是 指 平 行 于 *# 轴 的 直线 与 (vw) 的 次 点 不 多 于 2 的 情况 ， 但 是 对 一 
艇 的 情况 的 研究 ,并 无 特 新 困难 ,只 续 分 割 鼎 迫 , 逐 一 求 积 分 ,再 求 总和 即 简 . 
用 丽 样 的 廊 法 ,我 们 可 以 得 出 换 变 数 的 公式 


fre, y» xIdr dy dr 一 从 Fln, pv， ww) | 人 


du dv drv, 


二 


此 处 Fuso，w) 是 才 灾 潢 由 rz) 变 出 来 的 ,而 -22 是 该 变换 的 男 孝 行列 
式 . 


在 的 变 数 的 时 候 , 我 科 必 须 注 意 ， SE 在 积分 区 域内 大 不 变 号 的 。 
畦 别 有 
1) 社 坐 标 
t= pecosd, yo rah, so=# 
的 变换 的 谢 数 行 烈 式 等 子 
下 fx y, 2) 一 ， 
drr, 8, 7) 
从 而 有 
fh, y, 2s)de 一 I Flr, 0, z)rdr a0 dx, 
[二 二 


[EE] 
这 儿 FF (+,8, 2) 是 +, 旭 ,zz 的 癌 数 , 它 是 由 Lz, y, z) 猎 坐标 变换 市 得 到 的 ， 
2) 球 坐 标 
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y— psindsinm, = peost 


t= psindecosp, 
sin Qcos Pp , sind sin 中， cos# 
Or, yz) peosbecosm, pcosbsinm, 一 DasinBljl = psing, 
dtp, 0, Pp) , , _ 
— psndsinp, Psin 人 cos 中 ， 0 
[了 


te} 
了 这儿 Ftp,8,9) 是 pb, 9 的 图 数 , 它 是 由 fx，y, #) 色 坐标 亚 澳 而 得 到 的 . 
求 充满 有 不 均匀 物质 的 球 段 的 质量 ,其 密度 正比 于 到 这 球 段 的 底 的 距离 (如 时 


人 税 1， 
以 妹 必 作为 原点 ,用 < 已 球 的 咎 径 :, 训 球 成 的 
高 ,ro 恕 球 段 的 底 牛 行 . 
在 柱 坐 标 系 中 球面 的 方程 是 
本 二 一 
密 麻 的 收 变 率 由 下 面 公 式 来 表达 : 
Hr, Pz) 一 加 二 c3, 
鞭 中 上 5 与 6 基 已 知 的 省 数 ， 
应 用 1) 的 公式 得 到 图 
1 一 ffs + cg)r dr dp ds =— 人 ae 人 rr 人 十 ca)dy 
to 


51), 


51 


i 
| rr 


ee] 


让 了 
一 zz | + 
v 2 


代入 z 的 值 再 求 积分 ,就 得 到 
1 be 十 cn, 
4 


其 中 ”是 这 球 段 的 容积 ， 
全 2， 求 一 个 密度 不 均匀 的 球 的 后 量 , 旋 在 同心 球 侣 上 富 度 相同 ， 在 这 情形 下 ,会 茹 

条 件 , 可 以 算 作 窗 度 只 伍 频 于 P 而 由 廿 数 六 pp) 来 表达 ,这 就 给 内 

mC 一 fpyPp sind dp dd dp = 人 za 人 sin a0 人 fp)p:ap 


Cy 


一 4F | f(p)P dp. 
车 泌 度 是 常数 硬 等 于 1 ,就 得 淹 球 的 容积 的 表达 式 
rf pa = 4 
VY 一 47 人 edn 3 
便 3 识 有 界 于 坐标 斑 面 与 平 曾 z 十 y 十 = 一 “之 关 的 四 面体 (7， 它 由 下 列 的 不 


二 工 和 于。 


租 式 来 确定 : 


0 yO #0 二 Ty 二 sg 
引用 新 的 变量 
* 十 ?十 一生 qty 二 4) 一; dz 一 149 
我 们 把 (gq, 9 全) 解释 作为 宦 角 举 标 ， 由 上 着 的 公式 推 知 : 
aty 十 2)， 了 


x 十 ?十 2 ， yy 二 


Ty+ts; B= 


起 


* 一 ite 一 gz). y 一 A a 一 他 . go= TE 


好 a 三 


与 53 中 完全 一 样 ， 四 面体 (VY) 恋 换 汶 立 方 体 ( 人 :9 二 掉 近 40 二 抽 挟 GD 的 <G。 
这 里 不 难 算 出 D = 二 dig, 于 是 变换 公式 就 是 


1 . 
俐 xx， yy zar dy dy = i F(a qi, qs) 人 F192 dd dq dqi, 
Cr) FY 


这 几 F (gd dg) 是 由 (x,y,#) 多 上 述 的 华 标 亚 换 而 得 到 的 ; 或 者 ,如 时 确定 出 积分 限 
的 逆 ， 


[a ff f(x, ys g) dx 一 二 Fidg 人 qd gq 人 F lg, 2s 2 
§$6， 算 
Mi, Mi, ”3 MM 
的 感 点 人 们 的 质量 各 等 于 hly Ha "”"s ma 条 中 每 持 点 到 平面 (入) ,或 径 《站 或 点 (Pp) 
的 距离 的 站 欢 太 桥 与 该 点 的 质量 的 琴 积 之 和 


由 
> 点 

ri HI; 
f=1 


称 为 这 个 质点 柔 对 (入), 对 (站 或 对 点 CP) 的 有 级 甜 .， 
等 级 算 就 是 这 个 桑 入 的 世 盾 量 


中 
1 一 = > mie, 
1 二 1 


一 和 级 年 就 是 这 个 有 对 难 《4): 对 (站 n 或 对 LP) 的 表 力 矩 , 而 


称 为 这 个 系 的 重心 ， 二 航 矩 由 称 为 惯性 失 ， 例 如 ， 
六 pr， DF Dm 2 t+ og 
分 别 霄 示 对 yz 平面 , * 萌 及 原点 的 惯性 矩 ,而 


“14* 


2 Yi 
起 示 对 * 理 的 离心 拓 。 
如 果 游 处 的 不 是 有 限 多 个 点 条 , 而 是 连接 分 布 的 居 点 , 那 未 俯 照 慎 点 是 按 和 将 线 ,平面 
避 闪 了 间 的 分 布 , 分 别 将 二 前 的 和 换 为 单 重 ,二 重 或 三 重 条 分。 而 以 点 屠 的 窑 度 包 M) 猴 以 
单位 长 度 , 单 人 面积 或 单 他 体积 来 代替 因子 za 
例如 ,三 维 空间 区 于 (v) 关于 原点 的 惯 了 星 算 为 
全 {Cd 


ri 


全 1。 求 均 匀 球 诡 维 的 重 襄 ,如 图 52 所 示 , 重 心 落 在 轴 下 ,这 时 只 希 求 


Lig 


一 A 


加 
这 里 我 们 有 


2 于 全 
Fr 二 | ap| sing201 dp = 二 ra(l — cosayy 
0 0 : 


2 三 a 
{1 2 dV 二 | dP | sin8 a0| pcos Or dn 
人 0 ' Dp 
一 31 singcosb29 | ae 一 二 ol 一 cos20), 
9 0 

3 工 一 soszc 

这 一 = 
16 tt cosm 


Ee 


二 好 
atl 十 cosa) 二 一 (24 一 点 
8 3 ’ 


其 中 4 是 球 牛 径 . 


图 红 53 
例 2， 车 重 沁 与 坐标 原点 重合 , 则 所 有 的 静 旋 乱 等 于 零 , 这 可 以 由 下 列 关系 式 吉 接 挫 


! 


me, 


zf dV 一 Hrs I yi dr 了 j sf dF 一 mep. 
《了 try 
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甸 3， 求 均匀 正 贺 柱 体 (如 图 53) 对 了 于 立柱 的 轴 以 及 蕊 的 正中 断面 的 坦 低 的 拭 性 矩 。 
密度 算 作 是 常量 且 等 于 为, 我 们 有 
J 一 a riadr dp dz ~ 2 全 dp 人 dr (2 = rat = me 


j 2 
| 
‘ 


{2 + rsin: pr dr dp dz = 

i 

5 

= 2 “| 中 《22 十 rsinz 和 Jr dr 
0 


24 和 a 
一 2 |， ap arf r dr oT 2 人 sin’ gag| | ridr 
血 D 9 [| 
2 A Ed 
一 过 mp 十 fa 一 (2 + 二 
3 hh 


其 中 24 是 柱 体 的 高 , 4 是 它 的 底 牢 从 , 秋 是 蕊 的 质量 。 
例 4。 求 艾 匀 槛 球体 


的 惯性 短 . 


J 二 到 者 widxdyds -= ho 全 zrab 6 一 三 ) dx 


Fy 


3 3 
1 
一 2rabt (2—£ 一 让 二 上 
"\3 5 5 7 


此 处 mw 为 椭 球 体 的 质量 ， 息 换 字 母 ,不 难 求 出 : 


1 1 
ds 一 加 ql; J 一 rm 2, 
J 一 dey 十 J sz — mm {pb 十 cc 
太一) 大 二 (二 的， 
5 5 
Do== J + dys + Js 一 四 (2 十 避 十 ce7) 


和 放 5.， 求 刚体 镶 (8) 加 转动 时 的 动能 . 
我 们 知道 : 当 物 体 以 角速度 清 绕 (6) 转动 时 , 物体 每 一 点 速度 『 一 wrs (rs 为 这 点 到 
赫 动 轴 的 距离 ), 把 物体 分 成 车 量 单元 Am， 以 AT 衣 对 应 于 该 单元 的 动能 ,于 是 就 有 
T= ZAT, 
由 于 Az 的 微小 性 ,可 以 看 成 它 的 全 部 质量 和 集中 于 宪 的 任何 一 点 村, 这 时 单元 Am 的 
动能 AT 就 等 于 
AT = py VA 一 冯 wr HM ATY, 


因此 
(Friar 一 Js, 


tw 
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其 中 
n= roar 


Fy 


是 物体 对 于 转动 (8) 的 展 星 短 ， 
$47. 曲面 的 面积 


我 们 假定 曲面 3 的 方程 是 
z= fr, y), 
且 命 \ 
pH 
dr” By ” 


蚜 硬 (5S) 在 xy 攻 面 上 的 射影 是 区 域 Co)， 我 们 把 区 域 进行 分 割 , 命 Aa 是 其 上 的 一 
小 块 , 并 且 假 定 民 是 5 上 的 一 小 块 A3 的 投影 。 我 们 研究 Ac 与 A5 的 其 和 .在 Ac 中 有 取 
一 上 《x,y) ,在 S$S 上 有 有 一 点 《x ys fx 人) 在 这 点 的 
切 逐 面 是 


Kt 2 
流 切 下 看 与 *, y 平面 的 夹 角 命 之 为 +, 出 
1 


ODS 下 一 


TV1+p+g ° 
命 A5' 是 切 平 面 上 的 一 块 , 写 的 投影 是 A5, 所 以 
， 1 “ 
Az 一 Ay -= 一 
Vli+p+e 


如 时 我 们 定义 5 的 面积 为 这 样 的 A9 的 和 的 极限 , 居 


S= lmDAS = lm DP V+p + FAS. 
tal 


s=— (Ivi 十 r+ad = |vVi 二 drdy. 


i to 
尹 ! 分 号 下 过 达 趟 称 为 曲面 5 的 面积 元 素 ,以 
dso= yl+ pty doy 
表 翌 . 
在 这 些 公 式 里 ,我 们 假定 # 与 4 是 *,y 的 连 敌 画 数 . 
谊 公式 的 缺点 在 于 : 定 尺 是 与 zy 平面 有 美的 , 换 宦 之 , 如 果 另 选 一 组 坐标 , 这 数值 变 
否 ? 
及 如 果 通 过 65 的 一 点 平行 于 z 寺 的 直线 ,次 曲面 于 一 点 以 上 ,可以 把 曲面 切 开 来 算 ， 
例 i， 计算 竺 径 为 s, 中 旋 在 原点 的 球面 ,在 第 一 者 陨 中 ,被 加 持 


-全 + - 国 
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攻取 的 部 分 的 面积 (图 55)， 由 球面 方程 


十 十 村 一 


有 
sary 
pC 于 = 二 一 一生， 一 一 一 一 了 
Wa 中 A y 和 
TT EF 主 3 2 & 
V1 二 所 十 二 | ， Ty 让 ， 
2 他 EE 部 
在 站 中 
5 人 二 esp 人” 7 dr 
MY) 季 0 9 一 
3 Ir=4cor 3 3 
| (Ye —7)| ap 一 “md 二 we 全 一 由 
0 = p 
策 55 56 
倒 2.， 求 柱 面 
xz 十 y= 
发 柱 面 
二 
截 下 的 一 部 分 的 面积 (如 图 56). 
本 是 以 ? 与 * 必 为 自 变数 比较 方便 ， 图 上 冰 岂 的 面积 等 于 所 海 虚 的 爹 部 站 
质 雇 就 有 
5 一 8 VITPTF. dyd, 
ay 
其 中 
? x Dx : 
“十 吧 是 a 
v1 十 六 十 元 _ Vs 一 - , 
于 是 x Va—y 
AE 
9 全 加 一 地 a /一 
人 sa | zc | dy .一 sa | arc sin ME 一 二 ds 
9 和 a 0 & 
A 5 aa 了 
= ga arc sin 十 | ge 
a 0 a fg 


* les* 


吕 一 吃 


= Na YO 一 Ras 
我 们 现在 研究 由 过 变数 表 出 的 曲面 的 面积 公式 .假定 
x = PH, 1), y = on, pr), = Ktr, ry), 
如 此 则 
pO Ou dro ,Or Ou azan 
Bmx Ox Ow Or Om Gy Ov Dy 
换 变 数 后 


V+i+r+i qdxrdy = 1+ (9 +++ 


On Ox Br Ox Ow Oy wv Oy 
} Otx, y) | 
RO dd 
B00 | 的 
由 也 
Br am 1 Oy Oy 
fn, 0) (ss 2 上 Ou Bu [2 Or dtlx, yy) 
Bl) aa ar Ov ox oI/ ao 
Bd ar “Be sz 1/ 
可 短 
Br _ Bu | Otr, ») By _ _ Br | B(x, y) 
Bo Bx | Bx, o)!? dn Br [ Bt{u, vo)!” 
Bx _ eu [Or DD)| Br Br | dx, 
Ov By | dln, v) ” Ba By I Ba vy 
因此 
| 二 人 Ox 到 ) (2 34， 幼 上 
Ou Ox Br Bx Bx Gy Or Dy (ao 
一 (Et 
+ 
Ox Ov Bx Ou 
2 
= | 六 ) 过) 二 | 用) + { 半 ) +( 世 
( Oa aE ) Da 人 局 (3 GE 
(站 
On Be Br Br” Da Or 
命 


人) 人) 
Dr Qu Ou 
F = 二 Or Ox Oy Oy 十 Oz Oz 
Or Hr On Bs Bs Or 


+ 
Ov Ov dv 


人 EG— 五 dc 


£ 


出 旦 面积 的 公式 变 为 


市 159 8 


所 可 注意 者 ,EG 一 F? 是 微分 二 次 刑 


dei 二 dy 十 dr 一 (全 dr 十 Ox 20) 十 (六 dn 十 Sy ao) 
On dr Bx Ow 


十 (a 十 Eo) — Edn+ 2F dudr tt G av 
Os Br 
的 首 59z8, 


§ 8. 物 抽 对 一 点 的 引力 


假定 繁 点 为 <(z, vy, #), 它 的 厦 最 等 于 1 ， 物 厦 为 v, 我 们 现在 考虑 这 一 物 属 " 对 
点 的 引力 。 
把 物 慎 * 分 为 小 块 , 命 Am 为 其 中 一 抉 的 不 量 ,在 这 一 抉 中 在 取 一 点 M(&, 7 5) ， 命 
r 代表 °c 与 M 的 距离 , 即 
rr— Vr— ety +(e 
假定 这 一 抉 的 质量 集中 MM 点 , 则 这 一 抉 与 点 < 的 引力 大 小 等 于 
A 


rr 


《我 们 假定 引力 常数 等 于 1 ), 这 为 成 一 矢量 , 它 在 x, y, # 三 翰 上 的 投影 等 子 


Am x AmD yy AmE 和 Ts 
3 3 和 


rz re 了 ri 多 


所 以 全 部 引力 的 三 朝 投 影 的 近 亿 式 是 


XK~EE* Am, Y~5 ?> am, ZE EET A 
3 3 3 


谷 A4E ,了 ) 表 物 盾 在 MM 点 的 密度 ,所 以 Am 一 mas, 当 分 法 无 限 精密 时 ,得 极限 
oe 


和 


积分 中 KE， 93。5) 过 物质 所 占有 的 地 位 而 X, Y，Z 是 x,y、z 的 醒 茹 ， 

这 三 个 积分 是 重 刺 积 分 的 例子 ,当然 ,如 果 《x,y,z) 在 v 外 , 它们 并 不 是 瑕 积分 , 但 
尖 (x,y, 2) 在 + 中, 彼 积 本 数 有 时 变 为 00, 因 而 是 琴 积 分 了 .。 当然 从 鞠 理 性 质 我 们 知道 
这 瑕 积分 是 存在 的 ， 实 盾 上 ， 我 们 也 可 用 数学 下 格 证 明 如 次 ; 假定 po 是 丽 数 Cx, y, z) 
在 v 上 的 上 界 , 如 此 


我 们 考 惠 


(ff = 2 
rr tr 人 0 rt 


Ce) 长 和 
Lr— Et 一 


用 以 (x, ys x) 为 中 心 的 球 尝 标 ; 


al70* 


=—zx+ psindrop, Hy+ posingsing, 


则 得 


本 了 并 日 : 中 ) 
(i 上 =| 20| | sin§ dp. 
了 0 8 E 


toy 
{—524 Ft 


嫌 一 了 十 pcosd, 


这 用 + 一 了 (8, Pp) 基 物 质 * 的 表面 的 球 举 标 沪 程 。 当 e 一 0 时 极限 亚 然 存在 ， 也 就 是 


旋 达 下 ,了 ,7Z 的 下 积分 部 是 存在 的 . 
由 于 


Or _ x 于 Or yn Or 三 一 生 
Or +r OY r Ox 了 


$0) -9 


2 (1) 一 了 9 (1) — £=—2 
Dy “rr 1 Gr \r z3 


所 以 甘于 和 YZ 的 积分 可 以 改写 成 为 


引进 物 古 在 “ 点 的 势 量 的 积分 


如 果 认 藤 积 分 号 下 求 微分 可 以 立 色 得 
一 :> 2 一 20 i EE 0 
Oz Oy 如 = 


《23 


《37 


《4) 


可 以 征明, 当 PE, #6) 连 精 时 , 在 整个 空间 积分 X,Y，Z 是 (x,y, zs) 的 到 狠 面 数 ,六 


是 连 炉 离 数 而 且 有 一 级 俑 徽 商 , 共 可 由 (47 家 出 来 , 
刀 果 人 允许 我 洞 再 一 欢 积 分 号 下 求 微 商 , 则 得 


Ov _ ff， 人 人 
El 


BU 2 /1 
dy bab 


[和 


名 -人 
Oa | Ox “rr 的 


四 
te} 


这 些 公式 仅 当 点 ctx,y, ?) 在 吸引 物 厦 之 外 时 正确 ,就 是 在 (2) 之 站 时 正确 ， 


{vw) 内 , 则 由 于 
LY. 2x I 
Ox “fr 1’ pr 


《57 


如 果 *“ 在 


* 了 了 ] 二 


3 的 积分 表达 式 不 下 收 敏 , 序 势 量 U0 的 二 般 微 商 不 能 在 积分 号 下 求 微 商 两 次 得 之 


由 于 
SIYV, FlY, Of1YV, 3lEmx) try + 3 
Si( !) 十 !) 2 +) pp pa 0 
所 以 当 c 在 (vv) 之 外 ,U 适合 于 
Bi 十 du 十 OD -0 (6) 


BE ay Bs 
这 方程 称 为 Laplace 方程 ， 所以 ,占有 容积 的 物质 的 势 量 , 在 出 现 于 这 物 层 之 外 的 点 clx， 
?，z) 祷 足 Laplace 方程 . 
我 们 再 研 窜 点 e(x,y, 2) 在 v 内 的 情况 . 
肥 一 密度 均 与 (是 常 数 ) 及 人生 径 为 a。 球 放 在 谨 点 的 球 ， 私 oc 为 x 轴 ， 肥 球 华 标 
Cp. 加, 中) 得 


一 人 人 si 
o “名 2 pa) | Lap 9a0, ©) 
此 处 显然 有 
fi 2 co 
先 求 对 上 的 积 和 他 


| sing ad8 
在 这 积分 中 把 2 与 名 各 为 常数 ,把 变量 + 代 畦 日, 其 得 
sin8 a Br 
fr DR 
分 两 种 情况 来 定 则 积 允 的 区 域 ， 消  p, 旭 当 昌 出 0 变 到 时 ,rr 由 = 一 p 变 到 = 十 pi; 
若 z 三 p, 期 r 出 Pp 一 2 变 到 pp 十 z， 所 以 


rdr = ps sinb a0, 


s+p 本 
| 2 所 一 2 (2 > 有 
人 sing a TP Ps 
9 r nt Er 2 
全 pr Pp). 


代入 (7) 中 ,而 分 两 种 情形 来 诗 葡 ， 
首先 是 在 球 外 或 球 表面 二, 这 是 a 过 s, 于 是 所 有 的 区 几 (0, a) 上 ?的 秆 所 x, 所 
以 有 


Up) ap| Ee {8) 
| 8 0 总 3 于 ” 
其 中 心 是 球 的 至 部 古 量 . 


再 讨论 “在 球 内 的 情况 :把 这 区 圈 (0, 4) 分 为 两 份 : (0, #) 盯 (tz, 9), 于 是 得 
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当 * 一 4 时 , 郎 *< 在 球 表 面 上 时 , 商 公 式 所 给 的 数值 相等 ,所 以 忆 是 连结 西数 . 
再 来 计算 引力 ,这 引力 是 向 轴 方 自 的 ,所 以 仅 需 计算 


z - 0. 
Ox 
当 6 在 球 外 , 则 
2Z 一 一 二 ， 
而 < 在 球 内 时 , 则 
pA 一 本 rpz， 


当 z 一 4 时, (10) 与 (11) 是 一 和 致 的 ,所 以 引 为 ZZ 有 连 纺 性 ， 


C9) 


(10) 


(11) 


公式 (8), 《10), (11) 裔 明 :均匀 球 对 外 一 点 的 势 量 与 引力 可 以 由 人 中 球 的 全 部 质量 


于 球 心得 来 ,对 于 球 内 一 点 的 引 为 与 筱 引 点 到 球 心 的 距 喜 成 比例 . 


以 上 是 为 了 计算 季 单 起 见 , 而 取 了 特殊 的 坐标 赴 , 郎 * 辕 就 是 oc 的 方向 ,在 以 上 的 公 
趟 中 , z 是 点 < 与 球 心 的 距离 ， 在 以 。 为 原点 的 任 一 坐标 条 中 ;以 W 巡 十 风 士 天 代表 >， 


如 此 


0 = 一 一 -二 一 一 (< 在 球 外 )， 
Vr ty 二 + 


5 一 3 人 2 一 二 人 e+ 2| (< 在 球 内 》， 


前 者 适合 Laplae 污 程 是 显 侧 易 见 的 ,而 后 者 适合 二 
OU ,OU , OU 
Gx? Gh bz 
将 来 我 们 将 和 看 到 ,对 任何 密度 的 容积 ,如 打 。 在 《v) 内 , 划 适 合 此 友 程 ， 


二 一 4xp (ec 在 球 内 ), 


再 者 ,假定 吸引 的 物 在 一 曲面 $ 上 ,具有 密度 gCM), 悚 上面 一 样 , 用 etx, y, x) 胡 恰 


吸引 的 质量 为 1 的 质点 , + 表 cM 的 距 讽 ,我 们 有 势 基 


及 引力 的 投影 : 
7 -- 这 ~ 总 (2) ds, 
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这 样 的 势 量 称 为 单 层 势 量 。 因 这 例 中 “ 取 在 曲面 3 之 外 ,所 以 所 有 的 积分 都 是 正常 的 


补 充 


$9. 求 面积 


我 们 可 以 借助 于 求 积 仪 以 求 面积 ， 如 果 不 上 用 求 积 仪 ， 我 们 介 种 久 下 两 个 简 抽 易 行 的 
方法 ， 


上 在 行 线 法 


作 一 批 等 距离 的 平行 粮 ， 假 定 距 离 是 4， 效 一 批 平行 线 袜 图形 所 截取 的 长 度 是 记 ， 
一 一 ,:…*， 这 些 甘 度 的 总 和 乘 以 4 就 可 以 用 来 作为 这 图 形 的 面 
积 .在 近 里 一 条 的 面积 是 用 二 Ch 十 4 来 计算 的 ， 这 实际 
上 就 是 梯形 公式 的 应 用 . 
- 当然 还 可 以 用 二 (十 4 十 三 来 代表 两 条 的 重税 . 
这 对 应 于 Simpson 公式 . 
如 果 预 先 具备 一 张 印 有 等 距离 4 的 平行 线 的 涟 明 纸 ， 那 
图 和 就 喝 万 便 了 ,将 透明 纸 营 在 图 组 上 ,使 透明 纸 的 某 两 条 线 切 于 
欲求 面积 的 图 形 的 边界 ， 例如 图 57 中 切 末 点 与 瑟 点 ,我们 就 可 以 在 透明 耗 的 上 面 ,用 
尺 或 曲 烤 仪 等 来 最 这 一 批 平行 统 图 形 截取 的 缆 段 的 长 度 了 . 
为 了 减少 躁 差 , 把 平行 罚 法 按 几 种 不 同 的 方向 ,算出 精 果 ,再 把 这 些 芋 寻求 竺 均值 ,这 
样 就 能 得 到 较为 可 靠 的 千 果 ， 
当面 积 不 大 ,而 边界 又 相当 介 末 时 ;用 这 一 方法 是 不 驶 好 的 . 
这 一 二 法 可 以 用 来 求 图 形 的 重心 ， 作 平行 于 oy 轴 的 一 批 等 距离 z 的 站 各 ,这 些 直 简 
将 图 形 项 成 x 条 (图 58)。 用 上 面 的 方法 求 出 每 一 条 的 面积 , 怜 宅 们 的 面积 依次 为 5 9， 
…, sr。， 设 :所 在 的 条 带 的 中 绪 于 oy 是 的 距离 为 x;, 别 图 形 的 重心 至 oy 轴 的 距 交 等 于 


WN 


NN 
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>, EN 
二 1=1.. . 三 

>， 
同和 靶 可 以 求 贡 图 形 的 重心 至 ox 塌 的 中 次 yo 


Xo 


2. 方 格 法 


打 以 边 长 为 # 的 方 格 , 格 子 点 落 在 图 形 内 的 个 数 蒋 以 碟 , 就 可 以 用 来 作为 面积 的 近 位 
值 { 图 597)。 我 们 当然 也 可 以 在 图 形 上 扶 等 距离 探 上 一 批 棋子 。 然 后 计算 一 下 棋子 数 , 使 
可 以 得 出 面积 

如 果 预 洁具 备 一 张 印 有 边 长 为 了 的 正方 形 角 点 的 避 明 抵 ,就 更 加 应 便 了 ,将 透明 抵 车 
在 图 形 上 ,然后 数 一 下 还 在 图 中 的 点 数 朗 可, 

为 了 沽 少 杂凑 ,可 以 按 不 同 的 方向 ,计算 几 次 ,然后 取 其 算术 平均 , 

这 个 方法 虽然 简单 ,但 其 精确 度 往 福 是 化 过 高 的 , 所 以 用 得 也 颇 广 活 , 用 这 个 方法 算 
出 的 面积 的 误差 ,与 图 形 的 周 界 有 关 , 在 平面 上 引入 鹿角 坐标 ,我 们 有 砍 之 定理 . 

定理 1 (CM. V. Jarnik).。 命 1 表示 一 可 求 长 的 简单 的 并 申 神 的 长 度 , 而 以 4 表示 晶 
厂 所 围 成 的 区 域 的 面积 ,上 为 曲线 内 部 所 售 的 整 点 的 个 数 , 则 当 全 上 时 

14 一 六 | 二 了 


所 谓 整 点 是 指 坐标 为 整 此 的 点 。 

在 旋 明 之 前 , 先 姓 下 面 两 个 引 理 . 

引 理 1， 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 : 任 作 一 速 徽 曲 线 C,C 的 商 个 辛 点 在 下 方 棚 的 山 界 
上 , 若 上 与 正方 形 的 两 对 角 弹 相 实 , 则 曲 粮 C 的 长 度 了 将 不 小 
于 | 

让 车 C 的 两 个 端点 在 正方 形 的 一 对 对 边 上 ， 则 显然 
?这 1。 车 忆 的 端点 在 正方 形 的 二 邻 边 上 ,如 图 60, 易 昂 


1 人 二 (和 NA 
宇 ag 十 她 十 好 二 哈 二 1 A NN 
于 于 人 C 的 两 个 端点 在 同一 个 边 上 的 情形 ， 可 以 用 同 法 证 “* pb 8 


之 ， 引 理 亦 完 ， 
引 理 2。 在 边 长 为 1 的 正方 形 中 , 任 作 一 不 通过 正方 形 中 心 的 速 重 曲 乒 c,c 的 两 问 


如 
Ps: 户 - 本 9 村 
a 
re pp 4Borp A a p pa yp A p 9 8 
画 561 . 
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图 60 


点 在 正方 形 的 周 昼 上 ， 曲 纯 已 将 正方 形 分 为 栈 部 分 , 命 入 为 其 中 不 包 舍 正 方形 中 心 的 一 
部 分 , 则 和 的 面积 必 小 于 的 长 度 . 

证 。 今 分 别 考虑 以 下 各 种 情形 { 如 图 6) 

命 p,q 表示 曲线 5 的 器 点, P 为 正方 形 的 中 心 , 4 ! 考 表 和 的 面积 及 曲线 如 的 长 度 ， 
则 在 前 两 种 情形 中 , 从 CC 上 任何 一 点 到 志和 楼 aB 的 距离 恤 不 能 大 于 1, 故 入 完全 淆 在 一 个 
边 长 为 1 上 与 1 的 算 形 中 ,因此 4 三 1 在 后 三 种 情形 中 , 由 引 1 可 知 了 闵 1 历 以 有 4 二 
1 安 ! 故 得 引 理 . 

定 狸 1 的 趟 明 。 以 工 霄 示 则 线 所 围 成 的 区 域 。 在 平面 上 作 网 ,以 站 稻 


* 一 十 六 ， y 一 十 二 (mn 一 0, 土 1， 士 2，…*) 


为 经 糠 ,由 网眼 是 边 医 为 在 的 正方 形 ; 又 者 正方 形 的 中 心 就 是 整 点。 以 Qi, DOx 
表示 所 有 这 些小 正方 形 之 含有 了 的 一 部 分 周 界 者 ， 而 以 0 表示 有 长 曲线 之 在 0; 中 的 部 
分 ， 以 8, 表示 0, 与 工 的 共通 部 分 ,而 定义 
wy 车 8; 中 有 整 点 ， 
0， 著 3 中 无 整 点 . 
又 以 4; 表示 8; 的 面积 , 4; 表示 C 的 长 度 , 于 旦 潜能 证 明 
14 一 六 
便 得 定理 . 
首先 我 科 若 虑 整个 了 都 在 革 一 台中 的 情形 ,因为 了 关 1, 故 易 内 定理 成 立 ， 因此 我 们 
可 以 不 失 普 池 性 地 假定 了 并 不 整个 地 处 在 某 一 台中 , 此 时 C 为 若干 负 晶 继 之 和 ,而 这 些 
晤 线段 色 将 0; 分 为 若干 个 部 分 Dh 
若 整 点 不 在 性 何 站 外 中, 环 朗 当 整 虑 在 Ci 上 时 . 有 Nj; 一 0,0 达 4; 之 1, 此 时 Cj; 过 
正六 形 的 中 心 ， 出 引 理 1 有 1 空 1。 得 定 妹 . 
车 整 点 在 其 一 DP 中 ,以 A 表示 DM 的 面积 ,车 DP 不 在 IT 中 ,此 时 Ni 一 0, 4A; 所 
1 一 49: 车 DD 在 IT 中 ,如 NN 一 4, 而 1 一 4 所 1 一 A 从, 而 面积 (1 一 4) 所 对 应 的 
区 城 不 含 正方 形 的 中 心 , 故 由 引 3 郎 得 
1— AP i, 
于 是 得 到 定理 


$10. 求 容积 


我 们 常常 会 苑 到 计算 容积 的 闫 题 , 例 如 求 水 库容 积 , 佑 算 矿 茂 储 量 等 等 ,以 下 介 秋 一 
些 常 用 的 方法 . 


1. 简易 方法 
这 一 路 我 们 介 丰 一 些 不 借助 于 等 商 线 图 来 估计 容积 的 大 法 ， 例 如 计算 某 一 水 岩 的 窜 


+ 176" 


积 。 我 们 一 共 测 得 水 库 N 个 点 的 深度 名 , 所 ，……，4hr， 又 测 出 水 库 的 水 平面 的 面积 8， 
则 它 的 容积 亚 可 以 用 互生 以 平均 高 度 来 起算 , 邹 
六 


V=8 


C1) 


有 时 会 式 (1) 需要 作 适 当 的 修正 ,例如 我 们 一 共 调 得 了 六 个 点 的 深度 ,其 中 有 天 个 点 
位 于 水 库 边 上 , 那 末 就 用 


1 
一 _ 
一 2 LEh Eh 2) 


《YY — K) 十 py K NK 
来 计算 容积 , 此 处 豆 丰 为 从 部 站 个 点 的 深度 之 和 ,开拓 为 治 着 水 康 边 上 各 点 的 深度 之 
和 和 ， 


图 既 图 63 

这 神 修 正 的 想法 在 于 款 为 水 唐 边 上 的 点 的 影响 范围 只 有 中 同 的 点 的 一 牛 . 

更 精确 地 考虑 到 每 一 点 的 影响 范 转 间 题 ,在 合算 矿藏 储量 时 ,有 下 面 的 Bonaerpes 最 
近 地 区 法 。 

将 每 个 项 探 虚 与 其 相 邻 近 的 勘探 点 用 直线 联 接 起 来 ， 这 些 直 和 线 惧 的 中 垂 线 相 实 而 成 
的 多 边 形 就 叶 做 这 个 勘探 点 的 影响 圈 ， 半 内 任 一 点 至 误 戎 探 点 的 距 痪 剖 比 至 其 他 其 柠 点 
的 距离 近 , 如 图 63 所 示 、 这 样 就 把 矿 左 的 水 平 投影 面积 划分 成 症 若干 个 多 边 形 之 和 ,如 
图 64 所 示 。 容积 斑 诅 可 以 用 下 式 


y= 2 Bk (3) 


来 计算 ,时 处 和 为 第 个 斯 探 点 夺 采 得 的 厚度 , 面 B; 则 为 第 i 个 勘探 点 的 影响 辕 的 面积 ， 
为 了 简易 地 划 出 履 线 距 的 中 点 和 中 至 禾 起 见 :常常 沙 用 图 65 所 示 的 模板 . 


石 了 和 当 于 立 1 111z34556 


"tT ee 


2. 借助 于 等 高 授 图 的 方法 


假定 没有 修 水 唐 前 ,我 们 有 一 收回 了 等 沪 线 的 地 形 图 , 高程 盖 是 加 ,地 图 上 的 一 车, 实 
际 上 便 是 一 定 高 程 的 水 平面 ，。 下 面 我们 介 帮 种 借助 于 等 高 线 图 来 佑 计 和 容积 的 专 法 . 

(Co60TeBcKBE 直 体积 方 格 法 ， 在 等 曾 米 图 上 , 打 . 上 边 长 为 4 的 方 格 ， 利用 等 高 线 
图 全 计 一 下 , 葡 沪 格 中 心 的 深度 , 例如 图 67 中 有 阴影 的 一 格 的 中 心 的 深度 为 2.6, 风水 康 


图 65 图 的 


的 容积 了 可 以 用 所 有 落 在 等 高 力图 中 的 万 格 的 中 心 的 深度 之 和 环 以 到来 计算 , 序 
V = (A, C4) 
此 处 本 7 为 落 在 等 高 线 图 中 的 方 格 的 中 心 的 深度 之 种 ， 

(ii 截 锥 公式 ,梯形 公式 及 Bayman 公式 ， 我 们 首先 来 若 算 水 库 在 相 邻 两 等 高 线 所 
表示 的 水 位 之 间 的 容积 ， 以 4, B 各 求 示 上 ,下 两 个 等 商 厂 所 包 力 的 截面 (它们 的 面积 亦 
写 为 4， 8B), 宅 们 之 前 的 距 况 为 处 ”常用 下 面 三 个 公式 来 近 位 计算 水 唐 在 这 两 个 水 位 阳 
的 容积 . 


截 儿 公式: 一 亏 CA 十 B 十 V4B), (5) 
梯形 仅 武 :一 过 (4 + 8), (6) 
-一 EE - 四 TC(A, B) ' 
BayMag 妈 -: 瑟 : 一 六 [2 (A + B) 一 | (7) 
通常 当 人 一 > 40%% 时 ,用 公式 (5), 而 当 二 一 < 一 40 多 时 ,用 公式 (6)， 及 式 (7) 中 


的 TCA4, B) 是 用 以 下 方法 所 画 出 的 图 形 的 面积 ,称臣 为 BayMad 改正 数 . 


+ 178r 


内 制高点 口 田 发 , 作 帮 射线 OP， 这 射 绥 在 地 图 上 4, 正之 间 的 长 麻 是 地 另 作 一 图 ， 
取 一 点 0'，。 与 OF 网 方向 , 取 DP 一 1 当 P 沿 着 必 的 周 界 走 一 较 时 , P' 也 得 一 图 形 . 
这 图 形 的 面积 就 称 为 Bayman 改正 数 ， 因为 它 依 顿 于 珊 蕉 而 4 与 下 ,所 以 我 们 用 TU4 ,8) 
来 表示 写 。 


图 70 图 71 
把 算出 来 的 体积 一 片 一 片 地 加 起 来 ,就 得 到 水 库 的 容积 . 换 青 之 , 识 水 唐 的 等 党 线 图 
的 = 十 1 条 等 高 线 所 围 成 的 截面 依次 为 m, 3: so go 即 最 低 点 口 《 宅 们 的 面积 灰分 
别 记 为 Soy Syy "* "> Sn) ， 央 水 库 的 容 税 分 别 可 以 用 下 面 的 公式 来 计算 : 


n= n=—l1 
堆 雏 公式 : 号 一 人 十 全 > S$; 十 = Sv SS 可 《8 了 
= “一 站 
型 一 人 
梯形 天 式 : 内 一 ( 主 二 中 二 5]4 (9) 
=] 
S TS ， 二 | i 扫 ， 
BayMan 站 成 : 太 一 全 二 2) 5 一 所 >) T'S, $i), (10) 
i=1 1 = 


关于 BayMaH 到 式 , 有 次 之 定理 , 

定理 1(BayMa8)， 互 知 物体 的 下 铭 4 与 上 诡 B (其 面积 济 记 为 4, 8B8) 均 为 挂面 , 民 
好 平行 于 号 .天 为 写 俏 之 间 的 高 ;已 为 吾 上 的 某 一 点 。 和 用 任意 通过 口 而 垂直 于 妊 的 平面 
来 鹤 物 休 , 所 得 的 截面 都 是 四 边 形 , 卓 物 休 的 体积 v 恰 如 公 式 
C7) 所 示 , 

证 。 以 为 中 心 引 进 极 坐 标 ， 命 高 度 为 # 的 等 高 缠 的 eo 。 
极 坐 标 方 程 为 

PP 一 pa 的 (oS 27), 
其 中 plz, 0) 一 p(w, 2x)， 他 后 我 们 常 假定 plz, 的 (0 扫 日 4 
所 2r，0 委 x 执 从 是 连续 的 ， 我 们 不 妨 假定 4，B 的 高 程 图 2 
种 为 0 及 我 们 记 
A = pl0, 的 ， pi = pl, 的 ， 
由 假定 可 知 
站 到 
下 


pls, 的 二 p20) 十 pf 人 (0 之 z 所 六 ， 
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鸯 此 锦 体 的 体积 ”为 


HF oe nnn- P(E oe + 


-外 re 


中 2 
pc9) ) ds dd = 


~ 0)a0 + 41) me)og| 一 
到 [工作 (ee) — pc0)ya0| ~ 
一 过 (4 十 本 一 全 了 (4， 有 )， 
定理 证 完 . 


关于 截 锥 公式 ,梯形 公式 及 Baywaa 公式 的 关系 ,我 们 有 克之 结果 ， 


定理 2. 不 等 式 
< HL wy {11) 


人 慑 成 立 ， 当 且 仅 当 物体 为 截 铁 , 且 此 铅 体 的 项 点 荃 底 面 4 的 垂 线 通 过 点 D 时 , ”一 om; 当 


县 仅 当 了 一 互 时 ,wm 一 
在。 如 BayMat 定理 鞍 明 中 的 假定 ， 由 5ayMag 公式 及 ByankoBcrnit-Schwarz 不 等 
式 可 知 
2 二 人 (piC8) 二 28) + pi p20)) 40 < 


< [i 人 pi(O)a0 + 小 (a0)a0 + 


ntC9)a9 | pM0)a0 | — 
(4+ B+ VAB) = w, 


当 且 仅 当 pi( 办 一 oa 所 有 8 所 27, < 为 常数 ) 时 , 即 当 这 物体 为 一 个 截 头 锥 体 , 而 此 
锥 体 的 大 点 至 底面 4 的 垂 线 通过 点 口 时 , 半 会 取 等 号 (图 73). 
又 由 于 
m4+B) -人 (4+B+VAB) ~ 


(V4 —VB)>0, 
所 以 


wi 所 Vis 
图 及 当 和 且 仅 当 4 = 二 8 时 取 等 号 ， 定 理 斌 完 . 
关于 这 三 个 公式 的 比较 有 题 ,我 们 读 为 主要 应 该 从 景 网 来 厦 ， 面 的 量 鞠 为 2, 所 以 把 
面 的 量 移 考 虑 为 1 所 得 出 的 公式 ,局 限 性 往往 是 比较 大 的 , 
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梯形 公式 是 将 中 肝 截 面 看 成 上 底 与 下 底 的 算术 平均 徊 得 到 的 ， 所 以 把 面 的 量 辆 当 作 


Baymak 僚 式 即 是 将 中 并 截 面 作 为 量 网 2 来 者 虑 的 ， 套 叶 之 , 它 是 假定 了 pkasy 有) 为 
PC0， 及) 与 Ph 有 关于 = 的 弹性 关系 而 得 到 的 (网 定 更 1). 

截 欠 人 县 式 亦 是 将 中 间 截 面 的 量 移 洪 虚 为 2, 但 比 DayMan 公式 还 多 假定 了 p(0, 的 一 
catf, 02x), 此 处 < 为 一 常数 . 

因此 我 们 就 为 BayMat 公式 更 具有 普 副 性 ,所 以 用 宇 来 近 催 计算 物体 的 体积 ,一般 说 
来 ,应 该 比较 精确 .但 这 区 不 排斥 对 于 某 些 个 别 物 体 ,用 其 他 两 个 公式 更 恰当 些 的 可 能 性 。 
例如 有 一 梯形 、 其 上 族 与 下 底 的 宣 度 相等 《图 7 人 )， ?| 
用 梯形 公式 反而 能 获得 永 的 盾 正 体积 ,而 用 BayMan 
会 式 与 蕉 欠 公 式 来 计算 , 精 困 就 偏 低 了 ， 不 过 我 们 
注意 此 时 这 梯形 的 截面 的 量 和 网 为 1(《 由 于 延 y 轴 未 
变 ). 


春 记 ， 相对 于 BayMa 公式 ,我 们 还 可 以 估计 图 ?4 


用 梯 展 公式 与 截 欠 公 式 的 相对 仿 着 ， 例 如 当 所 一 一 < 46% 时 ,容易 算出 


1 
二 10%, 
11 多 


za 一 缚 


点 一 


《ii 建议 一 个 估计 储量 的 公式 ，BayMan 公式 是 假定 plz, 由 为 p(0, 四 与 pi. 的 
关于 z 的 线性 关 对 而 得 到 的 。 如 果 我 们 将 两 相 邻 分 层 放 在 一 起 估计 , 郎 马 知 相 邻 三 等 高 
线 , 我 们 用 通过 pt0, 全 ，Pf5s 全 与 p(28, 六 的 挑 物 线 所 形成 的 曲面 p 一 plzx, 从 来 晕 
近 物 体 这 二 分 层 的 表面 ,因此 我 们 建 浴 如 下 的 计算 方法 . 

命 了 ,B,C 分 踊 表 示 束 继 三 等 高 线 所 围 成 的 截面 (面积 亦 开 为 4， B,C}, 4 与 B 及 
8 与 C 之 站 的 距离 都 是 则 这 一 片 在 一 起 的 体积 可 以 用 以 下 公式 来 近似 计算 : 


盖子 (4 二 48 二 C) 一 在 (2F(4B) 二 27(B，c) 一 Tc)， (12) 


如 果 不 计 (12) 式 右 端的 第 二 项 ,就 是 部 知 的 Co6onmeBcKH 首 肥 式 ( 亦 朗 Simpson 公式 》 

把 算出 来 的 体积 二 片 二 片 地 加 起 来 ,就 得 到 水 库 的 容积 ， 光 首 之 , 设 水 唐 的 等 高 米 图 
的 2n 十 1 条 等 高 弹 所 围 成 的 截面 依次 为 2 针 ， 一 9 部 制高点 口 , 宅 们 的 曾 积 
亚 恢 次 妃 为 go ,5s 而 高 程 笑 为 大 ,其 水 康 的 容积 出 下 式 来 近 假 计算 , 


圣 一 1 于 


-1 mm 一 1 
瑞 
FP 一 £|s, 十 Sa 十 后 > S24l 十 2 sa 二 | 2, T'S» Sair1) 二 
下 | 


z | 
ns—1 雷 一 1 
+ 2 23) Tin, S242) 一 > ， 了 (Suw。 so. 《13》 
下 一 及 至 一 中 


注意 ， 如 果 等 高 粮 图 售 有 供 蚊 条 等 次 绥 , 则 最 上 面 的 一 片 可 以 单独 插 放 ,而 其 余 的 
用 公式 (13), 
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定理 3.。 蕊 知 物体 的 上 底 e 与 下 底 4 均 为 符 面 ， 刀 为 中 间 的 截面 (面积 亦 分 别 记 为 
C, 4 B), 且 有 4,C 都 与 奉行 ;4 虹 与 8 之 有 及 B 与 C 之 间 的 距 风 都 是 请, OO 为 C 上 上 一点， 
车 用 任意 通过 口 而 垂直 于 Ce 的 半 面 截 掀 体 ， 所 得 的 准 面 的 周 界 均 由 两 条 直 米 及 两 条 拆 物 
各 所 构成 ,上 剧 物 体 稀 体 积 oa 恰 强 公式 《27) 所 二 


图 六 图 6 


不 以 侣 为 中 心 引 进 极 华 标 , 命 高 度 为 的 等 高 线 的 极 但 标 方程 为 
p=pls,0) COOPA2r, pr, 0) 一 pls, 2x))., 
不 着 假定 4，8, C 的 高 程 分 别 为 0, ,2#, 并 且 妨 
PAD 一 pO WD, p00) = PE 有， pA = pl24, 有)。 
由 候 定 可 知 


plss 0) — Es 2 ol0) — 2 2 pl0) + Ee ps0), 


因此 物体 的 体积 v3 为 
i) 人 pr, Oda0 dr 一 + < 全 | 一 Pd) 一 


一 5 二 mx(0) + < pt0) | 2 一 


-让 :| Ee PI) + PCO) + pO) + pCO) ps(0) + 


+ 二 px0)pk0) 一 二 pb)px(g)|29 一 


ra aa ,D2 8 py 
| 4 办 的 虹 一 各 (p90) — pO)) 


2 、 加 有 
一 二 Cox6) ~ pLO)P + EPO) ~ p07|a0 
一 二 (4 十 4B 上 C) 一 二 C274A, 十 2T(B, CO) 一 TCD 


定理 证 完 ， 
(iv) 3onorapea 方法 ， 在 估计 矿藏 储量 时 , 当 勘 探 栈 不 平行 时 ,我 们 所 得 到 的 是 矿 体 
的 不 平行 剖面 。 
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命 4, 二 分 别 均 示 了 矿 体 沿 两 条 不 平行 的 蔓 榨 线 的 歼 直 剖面 (面积 亦 筷 为 4, 8)，a 表 
示 4 与 所 在 的 平面 的 交角 (以 弧度 示 之 )。 取 这 两 张 平 面 的 交 赦 为 x 贡 ， 又 命 pi 与 ps 
分 中 表示 4 与 的 厦 景 中 心 至 * 埋 的 距离 ， 30noTaper 建 潍 用 下 面 的 公式 来 计算 夹 在 这 
沽 张 洗 面 之 稻 的 矿 体 体积 ; 


v4 一 站 [a(2A + BY) + pA + 28)], (C14) 


定理 4 (30xorapes)，” 焦 反 时 斜 方 向 ， 任 管 通过 = 抽 的 咎 兴 面 此 对 应 于 一 个 角度 
8(0 和 6 之 2x)， 守 咳 件 竹 面 为 的， 车 有 物 
体 炎 在 (0) 与 (x) 之 间 ， 它 在 牛 平 面 (9) 上 的 蕉 
面 为 SC9) (面积 亦 读 为 5(0))，5(8) 的 质量 中 心 
圣 = 轴 的 距离 为 p( 的 ， 而 且 满足 SC 的 一 4 十 
二 一 46, p(8) = 六 十 自 二 锯 昌 ,此 处 4 一 SC0)， 

[i [ 

B SC0), a 二 PAD), pz 二 Pp《a), 则 物体 的 体积 
v4 怡 如 公式 (14) 所 示 ， 图 77 

证 。 在 空间 引进 直角 坐标 ,以 > 轴 的 正 向 过 站 平面 (0)， 命 物体 所 占 的 区 域 为 (P)， 


时 其 体积 wv 为 
ve 人 0 dx ty ds, 


变换 成 柱 面 学 标 (r, 如, z)， 因为 


2 de r dr dads 
pa) LP) 二 二 人 
(2 Pe St0) 
| 
所 以 
网 =| 20 人 1: dr dz = 人 seoo6)ae = 
? SIoy ? 
-| [a+ 2—40|| p+ [| 0|e6 = 
0 [2 如 
= [p24A + B) + pd + 28)], 
定理 全 完 


$1ll. 求 表 配 积 


现在 先 介 和 矿 学 家 和 地 理学 家 所 常用 的 方法 ,假定 地 了 图 上 以 A 为 高 程 差 画 出 等 商 
续 ， 今 后 我 们 常 候 定 有 一 制高点 五 等 高 线 成 图 的 情况 来 讨 芥 《其 他 情况 也 可 以 十 分 容易 
地 和 室 推 导出 来 )。 我 作假 定 由 制高点 向 下 一 圈 一 园地 画 等 高 粮 CD) (2)， (0)， 


了 器 


取 《5 的 高 度 为 0, 而 制高点 用 (pa) 玫 之 , 窑 的 高 谋 是 
入 《1 与 (Pa 之 于 的 面积 用 B, 表示 《 邹 摧 影 的 面 
积 ). 

LL 矿 体 几何 学 上 常用 的 方法 的 步 叉 如下: 


a) OC; = 地 十 上 40DA# 《中 国 直 立 隐 板 的 面 


国人 积 ); 
b) DV 表 十 0 就 是 所 求 的 儿 画 积 的 苏 近 值 (6aywat 方法 ), 
2. 地 理学 上 党 用 的 方法 的 步 肌 如 下 : 
4) 1 一 六 为 竺 楼 的 总 长度 B 一 入 8, 为 总 扫 影 而 积 ,由 


A 
B 


tg CO 


得 出 平均 倾角 ai 
b) 8B sec 4 一 VB? 十 《Ahk 中)? 就 是 所 求 的 笠 芹 积 的 渐 近 值 (Bomkon 方法 )， 
险 记 ，。 We 十 素 可 以 借 商 高 定理 ,用 图 解法 很 快 求 得 . 
让 两 个 方法 哪 一 个 更 好 一些 ? 这 些 方 法 给 出 的 和 结果 在 怎样 的 程度 上 迫近 幸 面积 y 榴 
如 话 襄 , 当 等 高 缆 的 分 布 趋向 无 限 精密 时 (也 就 是 Ab 0 
时 ) ,这 些 方 法 所 答 出 的 精 果 是 付 么 ? 是 否 就 是 尝 的 笠 面 积 
呢 ?》 一般 必 来 ,答案 是 否定 的 。 仅仅 是 一 些 十 分 特 狐 的 曲 
面 , 等 案 才 是 肯定 的 。 我 位 将 定 山 党 此 曲面 来 ， 还 将 输出 
这 些 方法 和 实际 辕 保 的 相差 比例 ， 并 指出 避 兑 较 大 偏 闺 的 
计算 步 驴 ， 
以 制高点 为 中 心 引 进 极 坐标 ， 命 高 度 为 = 的 等 商 线 方  。 > 
程 是 


图 ?9 
p=plr, DN, oSOR2r, 


其 中 p(z, 0) = p(z, 2x)。 我 们 在 今后 党 假定 ee 人 与 2 (0 过 9 二 2 0 
= 所 们 都 是 连 杭 的， 命 志 一 全 刘 则 4 所 围绕 的 面积 等 于 

1 二 

二 | pws 9)28 


所 尽 由 中 值 公式 可 知 
B= | ps 0) 一 er 0)140 ~ 


一 一 全 p(a 0) ec dgAp， 
9 . Os 


lite 


此 处 也 在 zi 与 zh 之 间 , 而 A6 一 二 ， 


部 一 磊 面 ,六 的 长 度 等 于 


n= 了 | paz,, 0 二 (Eee 人) 20. 


由 BayNan 六 法 所 竹中 的 千 黑 是 
Ci 一 | pe ,0) 十 (2 :0 号) AAA， 


对 一 十 
这 里 双 用 了 中 信人 肥 式 , 对 在 z 与 an 之 间 ， 因 而 当 At 一 0 时 ， DV 0 趋 近 于 


-PF p Be 49) + (Fel (ae dz. (1) 


这 便 是 用 BayMal 方法 算出 的 冬 面 积 , 当 440 时 所 趋向 的 数值 . 
又 易 见 


B 一 工 1 p20, 93d9， 
及 A5 -2 的 极限 应 当 等 于 
| qi1 ax dplz,, PY 他 | ， ep 2 
lim as 袜 [es 0) + (Ses) a dr YP (es ) 20, 


因此 用 Bonkos 方法 算出 的 斜面 积 ; 当 A&4 一 0 时 ,所 站 的 极限 是 


Bo = NE “p00, 0)a0) + (fh Vr + (a2) a0) = 


-yh 29| pae zz) + (fh p+ (ae) 29) (2) 
(注意 pC(4, 9) 一 0)。 


由 二 
dr 一 dr d+ dr 一 [52) 十 pr |ar+ 2 SE a dr 十 4 十 (Ce ))ar, 


所 以 曲面 的 面积 $ 为 (者 看 7) 


5 = Fv + (ee) + (082) dd. (3) 
为 了 比较 Ba, Bo 与 8 我 们 引进 一 个 复 伪 莉 数 
(ss OD =—— poderi /e+ (a), C4) 


由 
s= (a, 0)1a0 az, (5) 


机 i 
Ba ~ 人 1(z, 0)40 | ds, (6) 
及 ， 
Bo = 人 fs, 0)29 da| . (7) 
出 此 可 见 : 
Bo Ba s. . 8) 
夭 论 : GY BayMan 五 法 比 Bonkoe 方法 好 ; (i 让 所 求 出 的 畏 果 比 轿 实 的 精 果 常 仿 低 
一 些 ，{ 洛 ) Baywaa 方法 证 然 偏 低 ,因此 可 以 作 如 下 的 修 收 ， 郎 取 Ci 一 Ah 这 样 既 化 
笠 了 算法 ,又 增 犬 了 数 俯 . 
现在 再 来 考虑 Bo 一 3 有 政 6a 一 5 的 册 面 ， 先 放下 面 的 引 理 , 
引 理 、， 在 区 阐 [a, 3] 中, 如果 六?) 是 一 个 实 变数 的 复 值 曾 数 , 则 


人 F(x) dz | = 人 [FECxy ax 人) 


成 立 的 必要 用 充分 的 条 件 是 f(x) 的 盛 实 部 分 之 比 是 常数 
证 命 f#) = pmeam, p(x) 之 0 而 0Cx) 是 实 的 。 显然 如 果 BKz) 与 = 开关, 刚 
宗 式 (9) 成 立 ， 反 之 ,由 等 式 (9) 可 知 


| | flr) TCD) dr dy 一 | 人 px) ply) eg dy 一 


2 各 plx)oty) cos [Ox) ~ Cy) ladx dy 一 


下 二 


二 7 (| plx) pty dx dy, 


和 EE 圭 于 于 二 
h 
pix)oty){l cos{ Cx) — Cy) jazz 一 小 
1 
办 而 得 加 
eos [CxY) — Hey)] = 1, 
郎 


Cx) = Oy), 
此 邵 引 理 所 希 。 
易 知 对 于 洛 重 积分 , 引 理 羡 鞭 (请 芯 者 自 症 ) 
由 引 理 可 知 


Bo = I f(z, as | 一 人 fs Old dD = 5 
成 立 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 藉 =, 的 的 虚实 部 分 之 比 是 常数 二 是 得 偏 徽 分 入 各 


换 首 之 , 仅 有 适合 于 微分 方程 (10) 的 图 数 p 一 plx, 四 ,Bonkon 方法 才能 答 出 正确 答案 ， 
当然 还 要 适合 以 下 的 条件 ; pL#, 9) 一 0《 这 是 制高点 ) ,及 pl0, 9) 一 pot9) (这 是 底盘 
的 曲线 方程 ). 
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我 们 妊 不 解 微分 沪 程 C10), 而 从 (10) 的 几何 总 又 信 手 、 把 尹 与 = 看 成 参 变 数 ,部 
x pcosd, y= psing, sO— wx, 
而 PP 是 98 与 z 的 融 数 ， 册 
ax 一 ao .osg 一 Psing, Dy ~ esing + pecosh, 一 0， 


B08 a8 df 88 
Be ap eg By ps0 az 
D> 日 s dz 已 z Oz 


得 知 在 邮 曾 .上 点 (8, z) 的 法 线 方 向 是 


. (sn 十 peos 目 ， 一 - Dp .sp 十 ping, — pe ) 
88 a0 dx 


它 与 * 办 的 交角 x( 朗 点 (9, x) 的 倾角 ) 的 余弦 (ao 六 让 < 


dp 
er 了 (11» 
pon 了 号 | 十 入 l+e . 
Vy( 8) + (38) to 


是 一 常数 ,也 就 是 裔 这 曲面 的 切 平 面 与 *y 年 面 成 一 国定 的 角度 a。 我 们 来 党 朋 这 样 的 曲 
茄 的 几何 性 盾 , 

从 制高点 局 *y 华 面 作 一 建 韦 华 面 , 这 于 面 与 该 曲面 的 次 各 有 次 之 性 慎 , 这 曲线 上 的 
每 一 点 的 切入 与 xy 手 面 的 来 骨 等 于 a, 所 以 它 是 一 条 下 绕 , 

从 性 一 平 送 封 开 曲 米 (a) 作 底 盘 , 以 任 一 摧 影 在 鼻 内 的 点 (1,) 作为 制高点 ， 通 过 制 
高 点 与 底盘 垂直 的 家 和 线 称 为 埋 ， 通 过 矿 上 任 一 点 4 作 一 直线 :已 在 4 与 畏 所 成 的 平面 上 ， 
与 底盘 的 谜 角 是 x, 这 样 直 和 线 所 成 的 图 形 便 是 适合 于 Bo = 5 的 图 形 , 

如 果 有 最 高 洁 ; 芽 且 向 下 看 没有 陆 肉 的 角度 , 剧 仅 有 碎 下 的 曲面 才能 Bo 一 $; 底盘 是 
狠 或 咒 的 若干 切线 形成 的 多 和 角形， 或 一 
些 图 强 及 一 些 切 匀 碾 成 的 图 形 ， 轴 的 洋 


端 在 通过 图 心 垂直 于 底盘 的 站 烤 上 (网 
图 80). 
通俗 些 订 , 只 有 蒙古 包 , 人 金字塔 和 一 


些 由 此 复合 出 来 的 图 形 , 才 能 由 BoakoB 
的 方法 来 无 限 肖 近 . 
但 什么 时 候 Ba 一 5 呢 ? 当然 当 图 80 
Bo 一 5 的 时 候 , 6a 一 8， 除 挤 上 面 所 求 出 的 一 些 曲 面 外 ,还 有 其 他 曲面 否 ? 答案 ; 有 . 
全 明 如 下 :从 


Ba = fn (We a9 | zz = 人 人 H(z, 0128dz 一 5 


得 出 | | 
人 ( is 0)129 一 | jr, 0)40 ds = 0 
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积分 号 下 的 画 数 是 非 鱼 的 ,因此 对 任 一 = 党 有 
人 ae)1a 一 | 性 Kce8 
因此 当 轿 定 x 时 ， Kx， 从 的 由 实 部 分 之 比 是 常数 .也 就 是 改 ， 忆 有 下 面 的 曲面 阁 艇 
Ba 一 $; 高 程 相等 之 处 ,曲面 有 相同 的 倾角 .。 用 省 俗 的 新 说 ,只 有 天 款 怖 ,北海 白 洪 及 专 
芒 式 的 图 形 才 能 由 PayMat 的 方法 来 无 限 逼 近 . 
怎样 米 舍 计 误差 昵 ? 假定 有 二 常数 使 


0 cosea 7, 


序 
ep 
< 
Veee) + (Be) tr 
由 此 可 得 
(3 
因而 
人 闫 十 (ae) dz d0 > 
> VE 信人 (eae) 十 te) tpdrdd- Vi FS, 
区 
FTC 区 esefCVCB Fear 
因此 


Bo > YVES + 在 一 太平 一 Vi+e Fs, 
及 因为 1 > 了 > 各 >>0, 所 以 
各 < V1L 十 全 一 六 
“将 两 端 华 方 ,此 式 印 《有 一 羡 )1L 一 全 宏 中 ， 故 得 
Bo Es 
7 
总 而 首 之 ,我 们 熙 明了 下面 的 车 果 ， 


定理 1 若 曲 面 p 二 pf(z;, 有 (0 过 zz 和 80 过 有 过 2 上任 讲 点 的 倾角 的 余弦 
群 镁 足 0 扫 上 委 cosas 安 了 则 不 等 式 


Ss<Boc Ba < 5 (C12) 


了 


成 立 。 Bo 一 8 的 充 要 条 件 是 曲面 的 任意 点 者 有 相同 的 倾角 , Ba 一 3 的 充 要 条 件 是 曲面 
在 高 程 相等 处 的 点 有 相同 的 便 芮 . 
由 此 可 见 , 只 有 当 蝎 面 十 的 点 的 壬 角 变化 不 大 时 ,Bonmkoa 方法 才能 得 到 精确 结果 , 重 
只 有 当 曲 面 在 相 邻 两 高 程 前 的 点 的 倾角 相 羞 不 大 时 ，BayMa 方法 才能 答 出 精 移 的 精 果 ， 
然而 在 其 他 情况 下 ,用 这 种 方法 的 吏 益 驶 可 能 比较 大 了 ， 

因此 我 们 建议 如 下 的 算法 : 在 等 高 力图 上 , 通过 制高点 《 坟 ) 引进 若干 条 放射 线 (全 )， 
《和 ，… (8。 ,此 处 (0) 的 幅 角 为 姑 i 放射 线 (6) 《Bir 与 等 高 络 人 0) Cit) 厅 
播 成 的 面积 乱 为 ij (5 被 (8) 与 C00) 所 截取 的 一 段 的 长 度 记 之 为 4; 


方法 (人 
a) Di ~ p32 (等 高 线 图 在 放射 黎 (07) 与 (80D 并 的 面积 )， 


zt 一 1 


b) EB; 一 (47) a4 (中 国 隔 板 在 丙 直 立 墙 履 之 并 的 面 杭 之 和 )。 
[ek 


6) 一 他) VD + 如 就 是 所 求 曲 面 的 浙 近 值 ， 


沪 法 Ci) - 
a) ci 一 有 Ah 《中 间隔 板 在 两 直立 墙 璧 之 疝 的 面积 )，， 
b) 四 一 > 5 Vc 十 ;就 是 所 求 曲 面 的 渐 巡 值 , 


i=0 j= 


用 同样 的 右 法 ， 可 知 当 4 一 0 天 一 5 时 ,oa 与 呈 所 趋 近 的 值 分 别 为 


Kx 一 个 人 |fCz, az|ad (13) 
及 


3 一 人 人 1f(z 0) |dz 4g, 


显然 Bo < KK 所 5， 同 样 可 知 K = 5 的 充 要 条 件 为 曲面 为 查 敏 面 。 由 于 趋 于 四 面积 ， 
所 以 用 为 法 ii) 最 为 精密 可 知 ， 


+ 


第 十 六 章 ”多 积 分 ,面积 分 


$ 1. 曲 入 积分 的 定义 (第 一 型 ) 


假定 寄 央 有 一 条 曲 绪 (个 , 它 具有 确定 的 方向 , 芥 号 假定 4 是 它 的 趣 点 而 好 是 炊 点 ， 
这 曲 祝 的 红 长 从 4 算 起 ， 假 识 在 这 赐 线 上 定 文 了 一 个 图 数 (P), 了 是 曲 业 上 的 一 点 ,我 


8 们 在 曲线 上 使 次 取 分 点 


f Pyu=— A, Pi, Py"**, Pris Pr — B. 
在 PiPin 中 任 取 一 点 P;, 作 和 
mn—} 
DPNAS,, 
让 一 日 


此 处 AS 是 PPivi 半 的 恒 长 , 当 分 割 元 限 精 密 时 . 序 z 一 o . 且 所 
有 As 者 一 上 时 , 如果 极 限 存在 , 则 称 为 久 数 入 P) 窜 曲 铬 人) 的 


积分 ,并 且 写 之 为 
| 
| HP)ds = lim DY HPAS;. (1) 
由 于 (71) 上 的 变 点 卫 的 位 置 完全 可 以 用 由 4 点 算 起 的 红 长 :来 确定 ,所 以 有 P) 一 f()， 
便 是 通常 的 积分 


因而 积分 人 17 


{Apas 一 下 KaDar， 


此 处 了 是 【站 的 普 甚 、 广 意 , 曲 研 ( 门 可 以 是 封 阴 的 ,就 是 衣 ,B 可 以 与 4 重合 。 
如 梁 昌 线 是 由 画 变 数 * 表达 出 来 的 : 


如 果 当 = 一 fo 


上 


tp yw, sk, 
栾 到 :二 三 时 , 曲 业 由 C4) 变 到 (C8), 出 


,fF yas — 人 1 @), bs KO VY PA) PD XA ds, 


如 果 世上 则 用 正 号 ,友之 用 负 号 . 
将 假定 1 就 是 x*, 因此 


这 也 


s 190 4 


{Pya = 全 Ke wa XO) VLE VID Fe as 
-eo, 


| cosai 
-0 


。. i 
COS HF = 一 一 := 


Vl+ bir) t I) 


由 于 ' 曲 起 《六 的 切线 方向 是 
《1 Pr). XC)), 
所 以 就 是 这 切 帮 与 * 珊 的 绞 角 ， 
皮 fP) 一 1 我 个 特别 有 此 入 的 长 度 


一 人 于 


so | cos ol” 


对 于 平面 主 的 曲线 ,也 有 这 些 相 同 的 辕 果 . 
例 1。 在 第 一 象限 内 党 椭 加 三 十 二 1 求 积分 /一 人 zyd;， 由 于 


Ea n 由 四 1 4 fx 
7 一 二 fa 一， y 一 TT ， 上 1 十 y 四 经 证 2 i 


2 亨 2 一 2 MH 
a a 过 


可 知 


a i _ 2 £2 2 a 
| “yds = | Tr s/n 2 a | Va (a — Px rd 
Oy ¢ #4 # dO 2 


_ .| 2 2 
-一 5 pp 2 | apba +t 
2a(a:— 2) 3 加 3 十 占 


亨 2.。 党 曲 粮 


1 1 
== = 一 
w=, yy 3 Vr, > 
求 + 由 9 到 1 的 积分 


人 az 人 
它 等 于 


1 一 一 Lt 5 
Pr Lvs. eV 十 2z 十 产生 -2 | 24 dt = v2 


3 a 143 “ 
旬 3 在 极 坐 标 下 , 求 钱 积分 的 有 公式， 由 于 
dr7 一 dr rdt, 
所 以 有 
人 flr cos0, r sinO)V 7 + rd0. 
在 球 坐 标 下 , 求 矿 积分 的 公式 ， 由 于 
dr 一 Cr ridp tr sn add’, 


后 
人 f(r sin PeosB, rsin sind, rcos PV + rp + 7 sin’ pd0. 
， 


世 郁 积分 的 最 好 的 应 用 之 一 , 便 是 求 出 质量 不 均匀 的 线 型 物 盾 的 竺 量 ， 
仍 如 以 上 的 符号 , 但 假定 PKx，?， zx) 是 物 丑 在 点 ,yy ,57 的 密度 ， 如 此 在 曲线 (D 
上 由 (4) 到 4B) 的 总 厦 量 便 等 巴 


所 以 有 


1 P(x, ¥， 2)ds, 
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镶 +. 命 (D 囊 7 一 log *, 假定 这 曲线 在 眶 点 的 密度 等 于 蕊 点 梳 举 标的 平方 , 求 从 
x 到 x 这 曲线 的 盾 量 


(2a -- 人 1 十 于 ge 一 二 ((L + 2 (1 十 x2). 


Tl E 
曲 厂 积分 还 可 以 用 来 求 分 布 在 不 均匀 的 曲线 (1) 上 的 慎 点 对 一 已 答 质 晤 为 m 的 质点 
M 的 豚 引 力 。 设 将 (7) 分 成 许多 小 眉 (6;)， 共 长 度 仍 导 为 5;。 先 让 每 一 段 的 慎 昌 都 集中 
在 它 上 面 的 要 一 点 Mi, 则 吸引 力 在 坐标 轴 上 的 投影 可 以 近 但 地 表示 为 
天 二 > ee cosd,, Y= 2 Pe sin #;, 


站 处 pCMi)a; 央 示 M; 所 在 的 小 眉 的 质量 的 近似 什 ， x; 表示 矢量 MM 的 长 度 ， 而 0; 表示 
矢量 MM 与 + 轴 的 夹 角 ， 当 Max o; 一 0 时 , 则 得 


二 ”| pi)cos os y 二 | PM sing 
on r: : [| 


2 


入 5. 环 星 形 线 = 一 acos ty 一 asinr 在 第 一 象限 的 旺 对 十 位 于 坐标 原点 的 单位 
质量 的 鹃 引力 。 和 假定 曲线 上 每 一 点 的 密度 等 于 这 一 点 到 原点 的 距离 的 立方 ， 


团 可 
六 的 3 
=| 0 | dr = 307 | sinteos' t dt — —3. 0 e054| 一 32, 
全 in a 5 5 


了 
填 


3 斑 > 二 了 
?=| | ya 30 | sint seost dt = 3 2 | = BE, 
ty 0 乡 


§2. 则 著 积 分 (第 二 型 ) 
合 Ptr yy, 2) ,OCX yz2), R(X, yy， #) 是 三 个 图 数 , 在 曲 黎 ( 门 上 定义 ,我 们 普 虞 积 
分 
人 Plx, y, zs)dx + Ox, ys gdy + RCOx, y, 2)dz, 1) 
这 积分 的 前 之 便 是 
s—1 
>) CPLE,, is CA 十 QCE,, iy FAY 十 ROE,, iy CA) 
让 


的 极限 ， 部 把 此 线 ( 门 分 为 份 MMin (i 一 0, 1, -…，* 一 1)， 在 每 份 中 取 一 任意 点 
{Ei i 把 PCE; 5) 彝 以 Axi, Of iD 乘 以 Ay;, RCE,, yp, 56) 冬 以 Az,， 
加 之 , 命 MiMiti 的 长 度 都 趋 于 零 , 这 和 的 极限 便 是 (1), 此 处 Am Ayi，Axi 分 别 表示 曲 壬 
眉 MMin 在 * 轴 ,y 加 及 < 轴 上 的 投影 的 长 度 , 

用 做 数 表示 式 

t= PO), y= 6 2 = XO), 
册 (1) 的 表达 如 下 : 
(eC, ,XPD + OpO), HO, KD + 
+ RLUPHD, YO, TO CO dz, 
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命 上 表示 在 〈E, ?3,，《) 的 团 线 , 划 


但 和 Ay 好 
= cos(t,x), = cotty), — = cos(t,2) 
ds OO C : ) ds y) Zs E 


此 处 cos (a.b) 表示 &,bb 的 炎 角 的 余 莫 。” 所 以 


人 Pdx+Odryi+Rids= |, (Pecos(t, Xx) + Qcos(t, ¥) 4 Reostt, z))ds, 
显然 有 以 下 的 一 些 性 插 ; 
1) 如 果 CD 是 由 各 于 分 (C6), {bh), “"*, (1,) 租 成 的 , 旭 


( PartodtRam)| PdrtodytRat+ 
! hy 


+| PartoOdtRdrt "a + PdtOd+Rd 
重 革 


2 曲名 积分 的 数值 不 仅 是 由 帘 积 画 数 与 积分 曲 克 来 确定 的 , 写 与 曲线 《站 的 方向 地 
有 关爱 ,和 兰 当 改变 积分 路 艇 的 方向 时 ,曲线 积分 值 亦 变 号 。 
后 1。 沿 和 机 前 


上 上 年 部 求 出 
人 十 2xy jdy, 


用 天 变数 表达 让 一 acosft y = 二 6sint, 如 此 剧 得 
| (x 十 2xy)dy = 人 {a:cos: £2abcostsint}bcostdt 一 
0 5 


一 2 人 es edt + 2a5 人 cos zsin fdt 一 a 
入 
全 2，。 沿 星 形 禾 一 ecosty 一 asint 由 (ay 0) 到 (0, a) 求 积分 


| 好 gd 一 下 
nn 


这 积分 等 于 


友 
> 3 

3 上’ cost sin: f dt = 一 Yey3 
0 16 


设 蛆 本 节 所 定 文 的 线 积 分 的 最 好 的 例子 ,是 力学 中 关于 功 的 计算 , 原 央 是 : 


已 知 在 点 P 钼 有 一 个 力 F， 和 如果 村 把 P 点 的 慎 量 为 m 的 物 赴 移 一 位 移 1, 则 所 得 的 功 
等 于 


[Filli eostF, D, 
这 凡 |F| 基 力 的 大小, ji 是 位 欧 的 长 短 ，cos tF ,1h) 是 它们 的 夹 角 余弦 , 


考 诬 一 个 力 声 , 朗 每 一 点 有 一 个 为 , 我 们 研究 一 个 单位 质量 的 点 依 一 条 曲线 (站 运动 
所 作 的 功 ， 


招 这 曲线 分 为 ” 份 : 
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A A A ls /As = B, 


在 414in 一 段 所 做 的 功 等 于 
AE; ~ |F,| AAincos(F,, 了 了 一 
= [FlAdm( eos (Fs soos CAA + 
+ cosCF;, y}cos CAAiny y) + cos (FE;, zecos( dg 
去 撞 揪 号 ,并 用 P，9, RR 访 FF 在 x,y, x 轴 上 的 投影 ， 所 以 
站 一 PiAxi 十 站 ; RiAsi, 
此 处 用 了 Pi 一 Ficos (x), Axi 一 了 acos(ddsay *) 等 等 ,因而 全 部 功 为 


5 一 人 Paze+Ody 十 Rd 


甸 3. 试 求 扶 量 为 闫 的 质点 好 ,由 过 到 吾 时 地 心 引力 所 产生 

的 功 . 

取 举 和 标 轴 * 惠 垂 得 向 下 ,在 任 一 点 的 引 为 矢量 是 
X=0, Y=—=0, Zo meg, 


入 的 全 部 等 于 


{ms ds = p(wp — sa4), 


图 83 
郭 吾 点 与 如 点 的 zz 未 座 标 之 差生 玉 mg. 
由 此 可 和 扼 , 功 仅 与 开始 点 与 最 葡 点 的 位 置 有 关 , 而 与 所 径 过 的 曲 秋 雹 尖 ， 
求 当 一 质量 为 1 的 质点 时 由 Ml 移动 济 Mi 时 ,向 著 盾 最 为 mm 的 不 动 慎 点 所 作 


鲍 寺 


的 功 , 
以 不 动 且 点 为 原点 ,r 代表 向 最 咎 答 , 我 们 看 出 力 与 5M 的 方向 相反 ,而 大 小 等 于 反 ， 


焉 时 是 引 为 常数 ,如 瑟 求 出 
P 一 一 她 .三 ， 0 一 一 亚 .二 ， R= 一 让 . 荆 , 
六 f r r r 了 
所 以 
一 一 和 sdr tydyt sd rdr 
二 |, rr f 人 人 
四 lim i 
i 人 .2 人) 中 ), 
地 姓 上 与 7 是 起 点 与 各 点 对 原点 的 距离. 
车 引 用 质点 的 势 最 
5 一 血 ， 
册 
OU =P 90 一 总 ， 这 = 全 


而 自 功 等 于 (M2) 一 DG ， 邹 等 于 势 量 盖 ， 用 矢量 的 语言 ,VU 的 梯度 是 力 FF 一 (PP， 
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马 , 尽 )， 而 柬 是 力 对 微 耸 关 量 【如 ) 一 (2x, 27，de) 的 内 积 的 积分 , 印 荔 
a -| 下 (Car), 
tn 


入 5 气体 在 经 热 过 程 中 ,体积 ,压力 P 及 黎 对 温度 7 之 间 满 足 Clapeyron 公式 
. PV = RT, 
洗 处 丸 为 常数 ， 

我 们 来 确定 气体 从 状态 (P， 玉 ， 了 》 变 为 与 其 无 限 接近 的 状态 人 (P 十 4P, 了 十 dy， 
了 十 人 4) 时 ,所 震 消 耗 的 热能 2U. 

将 塌 变 过 程 改 趣 为 : 第 一 步 ， 气 体 体积 膨大 dy ; 第 二 步 在 固定 你 积 之 下 , 温度 改变 
4T， 为 简单 起 见 ,假定 气体 在 一 立 简 内 , 一 面 是 面积 为 的 活塞, 当 气 体 肛 胀 时 ,将 活塞 
推动 了 ez, 作用 于 活塞 上 的 为 为 PO, 因此 所 作 的 功 为 PO ds 一 了 dV , 数 消 耗 在 这 功 上 的 
苛 为 4Pdy(4 = 二; 卡 / 克 米 )、 当 温度 变化 27 时 ,名 的 Cod7, 其 中 C, 为 固定 体积 下 
的 气体 热 容量 。 丙 此 

a = COAT + AP dV, 


由 于 
27 一 去 CPP 十 V dP), 
故 得 
dD = Ce pap Ct AR pgp = Cr yap + Cp ay. 
R 及 RR R 


因此 当 气 体 状 态 浆 过 曲线 (站, 由 (4) 变 到 (8) 时 ,所 传 得 的 益 热 最 为 


v=| yap 二 -Ce Pi 
RR R 


倒 5.。 一 导体 卡通 过 的 电流 为 了 , 率 上 面 一 元 来 ds 作用 于 与 它 相 中 + 的 左 最 为 澡 的 
一 艇 训 上 的 力 ,护照 Hiot 与 Savar 定律 ,应 为 
ZF 一 Te sn 此 
r 
此 处 如 延 营 电流 行进 的 方向 ,了 是 速 技 电流 范 案 与 厂 极 的 向 量 ， 
名 是 28 与 r 的 火 和 前 , df 的 方面 与 7? X 8 一 狼 ， 因 此 


__ ml 
dF = tr X de), 图 84 


以 (9 5) 珍 M 的 座 标 ，(x，y, z) 表 如 起 点 的 肉 标 ,而 ds 在 座 标 轴 上 的 授 影 分 别 为 
dx 4yy es, 划 担 . 


Fe nt) 
Cf 人 

| dr (Ed 
. ef) 了 3 


* lo. 


F, 一 | (一 xz)]dy 一 (一 yjdx 
wD 3 


r 


$ 3 曲线 积分 求 面 积 


现在 考虑 平面 上 一 区 域 (cy 的 酒 积 ,我 们 假定 写 是 破 拜 于 曲线 (已 所 包围 的 ,为 简单 
起 网 ,假定 平行 于 辖 的 直线 最 多 只 和 宅 交 于 两 点 ， 乞 表 示 由 下 阅 上 方向 第 一 次 记得 的 
坐标 ,而 办 表示 第 二 灾 交 得 的 坐标 , 帮 且 假定 共 间 ?都 在 域 


“ 2 (a) 中 ,并且 =, 5 表示 两 个 极 识 点 的 横 座 标 ， 区域 (c) 在 
x 一 ax 一 之 于 ,而 这 长 条 不 能 再 狭 . 
前 已 知道 这 区 域 的 面积 等 于 
> 一 人 (一 ax (1) 


把 曲线 (1) 分 为 两 部 分 (1) 与 《1)，() 是 下 部 ，( 有 5) 是 


上 部 ,显然 可 昂 
加 如 fr 


ya dx, 
遇 


恰好 是 沿 (4&5) 的 曲线 积分 


| y ds, 
(a} 
如 果 把 忆 的 方向 改 为 由 到 “, 便 应 当 取 负 号 ,同样 | ax 是 洛 曲 樟 () 从 4 到 5 的 


积分 ， 
把 (站 表示 为 循 (4) 由 4 到 5, 再 循 (5) 由 5 到 a, 则 过 此 曲线 的 线 积 分 等 于 


sf 
这 曲 粮 (7) 取 漠 时 鲜 的 方向 , 朗 如 果 人 沿边 走 , 左 手 在 域内 . 
风尘 求 出 
0 — 全 x dy (3) 
相 加 得 
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= 一 工 | rx dy — ydr, (4) 


我 们 求 出 (2) 式 时 ， 是 用 了 以 下 的 候 规 的, 举行 于 Y 轴 的 站 米黄 多 与 ( 门 交 于 两 点 ， 
我 们 现在 来 被 轻 这 一 假定 , 先 涝 虚 以 下 的 特殊 情况 , (og) 是 界 于 二 备 行 于 3 翰 的 直上 维和 两 
曲 楼 (1) 与 C5) 之 前 的 (图 86)，、 重 复 上 面 的 讨论 依然 得 到 


可 一 一 | yaxt | vax|. 
uy i 


在 记 烧 + 一 a 与 < 一 5 上 dx 一 0, 所 以 |y dr 一 0。 因此 得 到 (2) 式 , 其 中 (1) 是 先 走 
《五 再 赴 丘 直线 ,然后 【1 最 局 是 < 直 酷 . 

对 于 有 更 一 般 的 边界 的 区 域 (图 87), 我 们 可 以 引 化 志 于 * 轴 的 直 枪 把 七 分 成 为 有 限 
个 如 上 所 计 论 的 图 形 , 由 于 次 重 应 二 + 轴 的 直线 的 积分 等 于 0， 因此 对 这 些 图 形 的 线 积分 
的 和 便 定 义 了 原来 图 形 的 线 积 分 , 换 首 之 , (2), 《3) 及 (4) 对 普通 形状 的 界线 也 正确 。 

例 1， 取 椭 加 

x=acos0, y=—= Bsing 07), 
划 得 面积 


站 本 
FF 一 +| (gcosB + pcosO 4+ bsingd :asind)d0 = nab, , 
Ee | 


全 2， 取 外 摆 绪 
w= al{tt mcosmt— meostl + mi], 
y=altl+ msinm — msintl + mj] (OEE Ir) 
它 与 对 应 的 图 弧 x 一 qtos mi, y 一 4 5in mt(t 由 27 变 为 0 之 间 的 面积 刀 ( 图 88) 为 


工 人 dy yds 
|] 


2 | 
D— dy 一 ydv 证 
2 Jean 2 


x 
=- 一 寺 gm(tl + mI 十 2m) | (1 — cosiNads 
0 
0 
十 本 a | dt =— remi2m + 3), 
2 


在 证 明 肥 式 (2), 3), (4) 时 ,天 数 的 变化 区 关 是 有 限 的 , 当 区 间 是 无 限时 ,例如 当 # 
由 0 变 为 无 限时 ， 就 命 * 一 了 一双 的 而 9 由 0 变 为 本 
竺 将 中 变 为 癌 所 以 以 上 路 公 式 仍然 正确 。 

全 3， 束 曲 入 


二 3ar 
1 


一- (re (0, 00)) 


所 范围 的 而 积 厂 。 图 好 
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1 人 ga 人 tdt 3 ， 
DO=——| xarC— dt 一 一 2 
2 Jon 了 {1 二 a) 2 


4 Green 公式 与 OcTPporpaamegH 首 公式 


Green 公式 是 一 个 基本 公式 ， 写 表达 出 捷 则 线 积 分 积 它 所 转 绪 普 的 而 积分 的 关系 。 
这 公式 也是 上 节 人 和 公式 的 推广 。 

先 从 计算 积分 

OP(x, y) 
| Oy dy 


二 村 了 
骨 起 ， 为 简单 起 上 内, 我们 还 是 先 假 定 毛 行 后 》 轴 的 直 姜 对 多 与 fc) 的 边界 【 门 交 于 二 点 ， 
如 此 , 则 得 
已 PCY， 7 一 他 PC》 (ps -Pr 
人 六 人 六 人 ,12) 一 Px, ydx, 


y 
‘oy ! 


用 与 上 节 相 同 的 方 社 氏 道 


用 全 千 汪 和 dy 一 一 | Plx, ydr, 
Oy tn 


oy 


这 此 (站 是 取道 时 全 方 向 . 
同样 
2 .gr dy = 1, Olxr, yjdy. 


9) 


由 此 得 Green 公式 
(8 By )ax dy = 人 Pax tO ay. C1) 
寻 果 取 如 一 x， 了 一 一 y, 朗 得 上 节 的 公式 (4)。 与 上 节 一 样 ,我 从 可 以 奸 明 ,这 一 私 式 对 
更 普通 的 区 域 也 适用 . 
邹 使 于 非 建 道 的 ,或 非 单 右 通 的 区 域 郡 对 , 但 疆 社 意 边 界 的 走向 , 我 们 入 党 假定 所 积 
分 的 区 域 在 边界 的 左边 (图 59)， 


和 


dr = dscos tt, RK), dy = drecos{t, YY, 
其 中 {tf, XX) 表示 在 能 点 期 绕 方 向 :与 天 加 的 来 角 , 命 # 代表 法 入 方 间 , 由 (tf, X) 一 x 一 
{rn, Y) 与 (Cr, Y) 下 Cm, X), 所 段 


cd 一 一 cosfmy Y), dy = dscos(n, XW), 
伏击 在 (1) 式 中 以 一 2 代 P, P 代 口 , 剧 得 
Gs 十 22) dr Aay -| (Peos(n, RX) 十 Ocostn, Y) as 2) 
[Fs Wn 


这 是 Green 公式 的 及 一 形式 ， 
这 是 " 击 " 与 " 钱 " 的 关 双 ,我 们 再 考虑 " 体 ”与 “ 面 " 的 美和 双 , 朗 就 是 OcTporpaactui 公 
式 , 它 的 形式 是 
关中 + 寺 3 十 二 ja dy dz 一 fe © XX) + 
Ley 


r) 
+ Ocos(n, 了 ) + Reos{n, Z) ds, (3) . 


这 儿 (+) 是 体 Lr) 的 边界 , 本 是 (上 的 面积 元 束 ， 
言明 的 方法 也 是 先 考虑 平行 于 x 朝 的 值 线 只 次 (wv) 于 两 点 的 情况 ， 命 ow 是 这 个 体 
在 xy 弛 面 上 的 射影 (图 99)， 如 此 ,有 


(Ss = a BED a = (RG, 一 Re ys dso. 
二] 1 


po 下 二 (2) 


+ 


引进 (9 的 法 线 方 向 (=)， 在 曲面 上 部 这 方向 全 由 容积 向 外 的 方向 ,与 朝 成 狗 角 ,但 
下 部 的 锋线 方向 与 轴 上 成 钙 角 ,由 投影 关 季 可 知 在 上 部 得 面 
do 一 cos{n, zds, 
而 在 下 部 曲面 , 别 
doy = — costn, zds, 


由 此 得 


十 REx, ys 2)cos(n, 2)ds 一 ' R(x, ys #) cas(n, z)ds, 


: i 


拍 此 ,不 淋 证 出 公式 (3) 来 ， 

我 们 可 以 和 Green 公式 一 样 来 减弱 关于 边界 面 (3) 的 条 件 ， 原 因 是 : (1) 在 母线 季 
行 于 z 轴 的 柱 体 上 对 z 积分 等 于 0; (2) 其 他 的 图 形 可 用 涨 加 柱 面 法 隔 成 适 台 于 原来 急 
件 的 图 形 ， 洲 在 多 个 曲面 为 界 的 情况 下 ， 必 有 贷 注意 、 法 线 的 指向 是 在 求 积 分 的 区 域 的 外 
三 

何谓 收 面 ,有 时 并 不 明确 ， 有 这 样 的 情况 存在 ,一 法 线 指 向 外 面 ,把 这 法 线 连 壬 移动 ， 
走 了 一 些 路 加 到 尺 漆 的 位 苇 后 ,这 法 邦 指 问 另 一 面 了 ,有 这 样 星 车 的 图 形 , 称 为 单 俩 上 昭和， 


"19 


而 我 们 一 般 研 究 的 将 是 双 侧 曲面 ， 单 侧 曲 面 的 著名 例子 是 Mabius 带 . 
把 一 和 矩形 饶 条 A4BCD 的 对 边 擅 转 粘 上 图 91, 92), 这 样 的 曲 醒 就 分 不 出 两 侧 来 了 ， 


§5. Stokes 公式 


Green 公式 的 另 一 推广 是 把 平面 推广 为 曲面 ,部 曲面 $( 非 封 并 面 ) 以 曲 糖 (7) 为 边界 
的 情况 。 

假定 5 在 x 平面 上 的 投影 是 oa,, 并 假定 通过 gc 土 的 一 点 平行 于 > 畏 的 直 芒 仅 与 
5 有 一 个 交点 , (4) 是 (qw) 的 边界 缕 , 册 就 是 (六 在 xy 平面 上 的 投影 。 8 的 法 线 万 向 是 


了 与 二 埋 成 鲍 角 的 ,如 此 划 得 出 
Oz osm Z) 一 一 cos(n, XK). Ss cos (pn, Z) = ~ cos{n, ¥), 
Or Oy 
由 此 
doy 一 -~ ds = cos (##， Zads. 
Vi+ 六 十 


假定 P(x, v- z) 是 在 曲面 ?附近 所 定义 的 连 炉 画 数 ， 并 有 一 绥 巡 和 粮 候 微 商 ， 先 券 虑 积分 
| Pt{x, py» xodr, 
i) 
此 线 (DD 在 5 上 ,利用 曲面 汶 程 x = fr, y), 在 积分 号 下 ， 用 Fy, ») 代 s， (4) 上 亚 
点 x; J 的 坐标 也 就 是 C1) 上 对 应 点 的 这 两 个 坐标 ,所 以 (站 积分 可 以 用 (4) 积分 来 代替 ，、 
邵 
人 Plx, ys #)dx 一 人 Plx, y, Fx, y) ax. 
在 石 边 用 Green 公式 , P 一 Plx, yy Kx yo 一 0, 剧 得 
| Plx, > f(r, yD dx 一 什 写 Ps， ys H(z, wag,y 


{0 zy} Oy 


UU 人 (SEC 1) | P(r, y, 2) 时) daw, 
全 后 Oy [GE By 


由 曲面 $ 的 积分 元 素 必 与 do 的 关 和 又 可 知 


_ BPrx. v.72) , P(x, y, sy) Bf(x, 2) 
Plx, y, 2)dx 一 一 ， 
1 《zy 3)ax I -总 Em By costrn, Z)AS 


' DO * 


一 人 人 ceo 7Y) 一 Secos(n, 2))as. (1) 


| 


很 定 昌 与 及 是 另外 两 个 画 数 , 辐 样 可 以 得 以 下 的 两 个 公式 
如 
人 Ox, y, sdy 一 (f(s Z)— Sloos(n, x))}ds, 


《学 ] 


|, R(x, ys 2)dr = | (ec 怀 ) 一 Scosln, ¥))as. 


| 


二 式 相 加 和 得 
人 ea + 二 Re Be ) stn, XY 
人 dP OR ee _ aPF s 
十 Br SE )eos(n, Y) + Be)e (Cn, z)|as, (2) 


这 是 Green 公式 的 推广 ， 因 为 在 xy 平面 上 dx 二 0， cos(n, 2Z) 二 1, cos(n,; 六 ) 一 0， 
coskas Y) 一 0, 所 以 得 出 


人 Padrt+oOdy= jae 一 证 jax 


前 所 假定 的 :平行 于 = 地 的 直 徐 与 13) 只 交 一 点 是 可 以 猴 弱 的 。 如 果 不 这 样 ,加 用 辅 
动 曲 缕 把 5 分 威 几 部 分 ,使 每 一 部 分 都 满足 上 述 的 条 件 ， 而 餐 一 部 分 都 可 用 (2) 式 , 然 
后 把 结果 总 加 起 来 。 因为 辅助 界线 在 相反 方向 各 算 了 一 九 , 而 且 符 身 相反 ,所 以 {27 是 在 
普通 情况 下 出 是 成 立 的 。 ”而 须要 注意 的 是 对 于 【 门 及 闭 线 右 周 (wn) 整合 乎 以 下 的 条 件 : 
依法 各 方 向 站 立 , 党 (站 走时 ,曲面 5 站 我 们 的 左边 . 

公式 {2) 了 世 可 写成 为 


[ 太 归 | 


+ (32 一 QR) grax 十 (322 一 2 )ardy, 
Os er Dx Oy 
这 融 是 Stokes 公交 


他 1，。 若 一 坚硬 的 曲面 在 各 方面 承受 的 压力 都 相等 , 则 必 和 平衡 . 
取 曲 面 元 素 为 4S8， P 为 单位 面积 的 压力 ， 它 为 常量 , 其 沿 4S 法 线 方 向 作用 在 元 过 
a5 上 的 力 在 座 标 轴 上 的 投影 的 长 度 分 别 为 
— PeoshidS, 一 Peospads， — Peosv ds, 
此 处 由 于 法 复方 向 与 压力 方向 相 度 , 故 取 负 号 ， 因 此 合力 的 三 个 分 量 为 


一 一 忆 {feosaas, < 一 ?用 wwe 萱 一 一 P|)coswas. 
(sy ¥1 《本 


在 DerparpanckzE 公式 中 取 王 一 1, 8 一 玉 一 0, 刚 得 
了 X=, 


人 Pa 二 Day 上 Rd 一 (2 — $0)a, dz 十 
Og 
人 


同样 可 得 


s 2 


Y=2Z=0., 
作用 在 元 过 ds 上 的 压力 对 原点 的 力 算 的 三 个 分 县 为 
Plxcosp — ycospv)ds, P(xeosv — geosh)dSs, Plycosl 一 xcosp)ds, 
因此 压力 对 原点 的 力矩 的 三 个 分 是 为 


M:—= Pll(txcosp — ycosp)as, 
下 


My =— Pll(xcosv — scosA)ds, 


M:—= Plhitycosi — recosp)ds, 


在 OcrporpazcrKn 和 站 式 中 取 一 0, 0 = 二 Pz, R= 二 一 Py, 有 得 


同样 可 得 


因此 曲面 是 平衡 的 。 

全 2， 取 xy 乎 画 为 液体 的 表面 , z 轴 向 下 , 波 体 答 证 大 其 内 的 一 小 平面 抉 物体 的 压 
力 坚 向 着 这 所 物体 的 法 线 的 。 现在 设 当 入 密度 均匀 ,体积 为 (PV), 表面 为 (8) 的 物体 , 双 
设 液体 的 比重 为 p, 设 元 染 25 注 人 的 深度 为 z, 旭 这 元 素 承 受 的 压力 为 


pr dS, 
它 在 座 标 地 上 的 分 量 为 
一 pscoshds, — prcospds, 一 pscosy ads, 
页 压力 的 三 个 分 晶 各 为 
光一 一 p | ze0s2 ds, Yo — pllzcosnds, ZO—=— o| zcosb ds, 
《本 ， 本 【加入 
由 COcTporpaslcra 攻 冯 开 得 
YY 0, 


z- pflfar —— pr, 


(9 
因此 压力 轴 著 垂 查 癌 上 的 方向 ,而 等 于 蝎 体 排出 的 液体 的 重量 . 
现在 若 典 这 些 元 素 力 ,对 物体 重 必 CE, 7, 裤 ) 的 力矩, 它 的 三 个 分 量 音 为 
Pa[fas 一 专 yeos 卢 一 (7 一 了 Jecosy]23， 
pz[fx 一 后 )cosy 一 【= — €)cosh]ds, 
pzl(y — #)cosd— (Cx — Ecosp]ds. 


M, = ol zs[(s — Ccospg — (yO— pcosplas, 
i 
Mi plw[tr — Ecosp — (x — Ceoshlas, 
{SY 
* 202+ 


Ms = p {aly — Weosd — Ce — $eosp]las, 


Ly 


由 DeTpOrpamer 才 仅 蕊 可 知 ， 


Mp Wi —¢) Eh = | (了 ~— yap 


-| i- 


M, — M, = 0. 
故 得 著名 的 阿 基 洲 德 原 理 ,流体 对 党 入 液体 的 物体 作用 一 力 ,和 能 力 等 于 站 体 排 则 的 液体 的 
重量 ,这 一 力作 用 于 立体 的 重心 且 王 站 向 上 . 

和 例 3， 取 f1 站 为 图 周 妇 十 关 一 是 ,一 昌 恢 道 时 针 而 行 , 曲面 询 妇 十 到 村 于 一 八 
(Cz 记 0) 的 上 侧 , 了 一 xy 如 一 1, RR 一 z， 斌 验 斌 Stokes 公式 ， 


业 似 可 得 


一 方面 
和 
| za dy x dz { id = ~ .| sin eo Od = — a, 

四 加 8 

另 一 方面 
flae 9p) a + (28 ~ 90) 4a 
Gx y 9 Ox 
+{( 王 一 SE ) az dx = —3 各 x dx 1 一 一 二 4 
Bz Ox 5 8 

结果 相同 ， 


俐 4 取 (DD 是 图 周 
x = ecost ymav? sintcos, z—asins (< 过 
而 8 是 宅 范 围 的 加 ,P= 二 y, 于 zz,R=X. 
和 洋 际 这 一 辕 就 是 平面 zx 十 z 二 4 与 球 尺 十 人 十 下 二 4 
一 上 方面 


2 


1， dr 十 gdy 十 xda 一 | (一 2 sinzy 十 2 cos sint) di 一 V2 re, 
1 v 
另 一 方面 


— {ary + dy ds ds dx 
《要 


等 于 这 个 轩 在 各 个 座 标 平面 的 投影 之 和 ,但 到 负 号 ， 因 此 等 了 
a 放 并 1 一 a 
we >V 2 


4 


203°" 


6. 与 途 入 无 关 的 曲 缆 积分 


在 所 钥 与 途径 无 关 的 曲线 积分 乃 指 : 在 荣 一 域 (ac) 内 到 两 点 4, B, 由 4 到 8 在 (a) 
内 作 一 曲 简 (D), 如 果 积 分 


{part Ody+ Rds) 
了 


仅 与 起点 4 及 移 点 吾 有 关 ， 而 与 怎样 到 曲线 无 关 ， 这 样 的 情况 ， 称 为 与 途径 无 关 的 圈 积 
分 ， 

十 分 显然 ,在 讨论 这 间 是 之 前 ,我 们 必须 弄 清 以 下 儿 件 对 象 :首先 Co) 的 性 盾 , 其 次 怎 
样 的 此 线 (中, 最 后 , 醒 数 与 2 应 当 有 些 什 么 限制 . 

我 们 先 计 询 平 面 上 的 情况 , 城 (5) 是 单 连通 域 , 即 如 果 
在 5 内 有 两 个 途径 由 4 到 B， 则 这 两 个 途径 所 围 镜 的 部 分 
也 在 Cg) 中. 

曲 久 (四 是 指 可 度 景 的 曲 粮 ， 朗 有 矢 变 数 表 示 讨 ， 
z 一 (DD y 一 VD 此 处 9, 少 有 连 术 微 商 , 

并 将 假定 P, 0 在 (tg) 内 是 于 和 续 的 , 且 是 有 连篇 企 微 桨 


图 名 的 涂 数 ,我 们 将 全 明 
‘DY 
(PC, War + Ql, yay GD) 
与 涂 径 无 关 的 必要 且 充 分 条 件 是 
a7 _ ae 
ay Gx” 


和 


首先 证 朋 , (1) 与 途径 无 关 的 必要 且 充 分 条 件 是 在 (az) 中 作 任 一 封闭 曲线 (站 ,如 
人 Plx, y)2x 十 Ox, y)dy 一 由 
和 如果 由 两 条 途径 (4) 与 5] 都 从 4 到 吾 , 则 有 
人 下 4 十 四 G 一 人 PadrtoQdy, 
出 比 林 得 
jr? to | rato 0, 
命 (1) 是 一 这 样 的 一 条 闭 鲁 ,人 先 沿 (4) 从 到 8, 再 党 (有 


从 8 到 4， 如 此 出 得 


m+ody od, | 


息 此 可 知 , 沿 任何 车 关 在 ( 门 的 积分 应 当 等 于 0 图 94 
友之 ,也 容易 证 明 : 如 果 沿 (c) 内 任何 封 阴 线 (1) 的 积分 等 于 0， 期 绪 积 分 (1) 仅 与 
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庙 点 有 关 ， 
现在 再 证 明 : 一 楼 积分 治 任何 在 《7 内 的 间 曙 栈 等 于 0 的 必要 且 充 分 条 件 是 = 


— 0 
Or” 


出 Green 公式 
人 Pdr+0dy~— 人 ee 一 2) dg, 
所 以 沿 封 阴 炎 积分 为 0 的 条 件 又 等 价 于 
(2) 
x > 


《对 侍 意 域 9)， 如 果 


0 .OP .0 
Br Gy 
及 假定 8， po 这 样 ,我 们 可 以 找 浏 一 点 《x0, 0) ,在 该 点 $2 — 一 让 兰 0， 假 


tk 0 了 < > 0, 我 们 可 以 作 一 以 (my yo) 为 中 心 的 小 图 (co), 使 企 (am) 中 ， $2 


一 > o> 0)， 如 此 , 居 
Oy 


89 _ 8P\ ,~ 
fo -多 “> 


这 是 与 假定 要 违背 的 ,所 以 ,如 打 积 分 与 途径 无 关 , 刚 一 定 有 


09 _ 6P 
By: (2) 


反 过 来 ,条 请 葛 是 显然 . 
如 果 条 件 (2) 满 是 了 ,就 有 


tx 
| JP dz Ody = Ulx, y), C3) 
To bk 


保持 7 了 不 变 , 作 为 * 的 夯 数 ,出 


trt+er, y) 证 


x 
part oay—| Padxrt+ Oady, 
) 


ET 


Ulx 十 Ar, y) — UCx, y) -| 
Cnr yo) 


由 于 积分 是 和 途径 污 关 的 , 记 以 
U(x Ar, y) — U(x, y) 一 人 ™p dr 二 Qady= (Po, ydx, 
郎 得 


OU 2 jim U(x 十 Ax, y) — U(x, y) 


= lim 2 一 Plx, y). (9 


俩 法 ,可 证 


a 2053» 


OU 


人 一 二 P| 5 
By Qtr, y) (5) 
所 以 
dU = OU ax + OU dy = Pp dr + Ody. 
Dx Oy ， 


这 前 明 了 ,满足 了 条 件 2), 剧 Pax 十 dy 是 一 个 国 数 Uz, y) 的 全 微分 ， 不 难 莱 
朋 P ax 十 QQy 的 积分 的 一 航 形式 是 D(x, y) 十 <。 其 证 明 是 ,如 果 
dU =adi— Pdri+0 dy, 

剧 25 一 UD) 一 0， 但 如 果 一 医 数 的 微分 恒 等 于 0, 则 这 葬 数 对 所 有 的 让 变数 的 偏 微 商 
都 等 于 0， 所 以 这 图 数 是 常数 。 当 然 

{8} 《8) 

| Pdr+ ody—| aU = U(B)— UCA). 
LY (9 


反之 ,如 果 有 一 醒 数 Di 使 
dUI= Pdr+ 0dy, 


囊 3 3 
Ox > Dy 2 
显然 
Bp em er 89 
Oy Ordy Oydx dr” 
记 以 使 表达 式 P dx 十 9 dy 天 茶 图 数 口 的 全 微分 的 必要 民 充 分 条 件 是 
dr _ 39 
By Dr” 
妇 此 ,区 己 由 公式 
Ux, y} = 人 Padrt+ OQdyt 人 ee 
fo yal 


$7. 多 速 通 城 


如 果 《5) 并 不 适合 二 池 的 条 件 ,由 上 节 的 推 户 可见 , 我 个 不 能 利用 Green 公式 ,因为 
阴 此 衬 所 范围 的 域 可 能 不 在 《cy 中. 

关于 《cy 的 条 件 也 可 以 迹 之 为 ,在 这 区 域 L3) 上 画 出 的 任何 一 全 革 天 曲线 ,可 以 束 精 
地 收 贸 成 一 点 而 不 出 这 区 域 ， 换 客 之 ,就 是 这 个 区 域 没 有 洞 ， 如 图 95 阴影 所 指 的 区 域 便 


CO) 0 
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下 有 洞 的 区 域 , 为 简单 起 网 , 现在 研究 一 个 有 两 个 注 的 区 域 (a), 如 图 96, 朗 在 一 个 单 建 
通 区 域 中 控 尖 两 块 (了 ) 与 (77) 的 稍 况 ， 假 定 在 这 个 区 域 (cy 上 也 杠 足 镁 切 微分 条 件 ,在 
这 样 的 区 域 上 取 一 幸 阴 曲线 (1)， 如 果 其 内 汕 有 洞 , 则 Green 公式 还 量 适 用 的 ,部 它 的 积 
分 等 于 0。 现在 取 另 - * 土 基 曲 粮 (有 ), 其 中 包 有 (了), 则 Green 公式 下 适用 。 扩 以 着 不 稻 
得 出 辕 葵 ,党 (有) 的 积分 等 十 0, 并 且 以 后 将 看 到 的 确 有 时 非 0. 

但 是 如 果 (C4) 与 (bb) 痢 是 镜 包 站 (了), 而 不 包 有 (717) 的 开 曲 缆 (图 97) ,出 我 们 可 坟 
用 辅助 级 奴 a5， 把 这 两 曲 烤 连 在 一 起 ， 如 此 我 们 得 到 一 个 半山 钱 ,和沙 从 5 点 起 党 (4) 走 
{ 正 向 ) 一 圈 ， 再 由 五 浊 zs, 再 向 (二 ) 未 ( 反 向 ) 一 图 , 再 由 4 到 56， 在 这 样 的 区 战 十 Green 


公式 可 用 ,所 以 
1 + fo | + |, 一 
这 儿 荷 te; 5) 与 向 【8 #0) 的 积分 是 取 方 后 相 度 的 ,可 以 抵 消 掉 的 ,因而 得 山 
1， 一 |， 
换 冶 之 ,如 果 C0) 与 全) 都 仅 包 有 一 油 (了 7), 副 共 积分 数值 相等 ， 


所 以 、 洞 人) 对 应 于 一 个 确定 的 常数 mt， 宅 等 于 沿 任 何 铸 洞 (7) 而 不 绕 (7 站， 在 
(9) 内 的 封 队 曲 克 的 艳 分 , 称 ov 为 箱 坏 入 数 。 


同 吝 , 漳 (I7) 也 对 应 于 另 一 常数 ow 
如 图 98, 我 们 作 两 蔚 弹 Ca, 5) 与 (<, 4), 如 此 所 得 纪 的 新 区 域 是 洲 有 洞 的 ,因而 


Ltr Fy 
U(r, y) 一 | 


但 是 在 制 绕 Ca, 5) 的 相对 两 俩 这 男 数 相 辣 一 个 数 侯 or 而 在 tc, 4) 的 两 侧 画 数 相差 一 个 
数值 9, 如果 去 掉 制 各 , 回 到 原来 的 区 域 , 则 U(x, y) 不 是 一 单 入 图 数 ， 人 0 是 一 备 住 济 数 ， 
入 《站 一 周 儿 加 一 个 wm, 镜 (17) 一 周 和 多 加 一 个 由: 所 以 男 数 洛 有 不 定 硕 


WTA 十 zz2003 


下 dx + Ody, 


这 几 mm, tmz 是 整数 ， 

以 上 的 计 戎 当然 也 适合 于 多 调 的 情况 ， 这 样 的 区 域 称 为 多 束 通 域 ， 洞 的 数目 加 1 称 
为 束 通 数 , 例 如 ,无 铜 域 的 连通 数 等 于 1 由, 由， …: 称 为 周期 ， 

例 。 取 定 义 于 两 个 以 原点 为 中 心 的 同心 图 之 间 的 区 域 (a) 上 的 画 数 
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Pp— OP— -- 了 了 9 一 22- < 外 
Ox 二 yi By 二 yy 
如 得 
BP 80_ yw—e 
Dy Br [Ee 


联 《7) 为 以 原点 为 中 心 , a 为 站 径 的 加 周 x 一 acos py 二 asinp(0 之 9 所 2x), 用 
~ rdrtrady, | - 
人 人 1。 十 yy 1! 站 


因此 在 所 秀 区 域 4a) 上 有 有 一 个 凋 , 箱 环节 数 为 14, 注意 洞 的 持 径 可 以 是 一 个 任意 小 的 数 ， 


$ 8 经 间 与 路 径 无 关 的 曲线 积 分 


我 们 现在 考虑 
人 PdrtOdy+ Radar, (1) 


也 是 先 假定 在 一 单 连 通 区 域 (vo), 而 《) 是 其 中 的 一 条 封 央 上 曲 贸 ，。 现在 求 田 对 任意 (站 ， 


这 积分 等 于 0 的 条 件 . 
前 用 Green 定理 ,现在 用 Stokes 定理 ,可 得 充分 且 必 要 的 条 件 是 
or oo a0 ao < 一 OR OR 一 : dP {2) 
Gy Br” Br Oy Bx 82° 


D(x, y, #2) 一 人 ,P+ Ody+ Ras. 


和 完全 与 以 前 一 样 , 推 得 
人 一 了 ， 2 一 9， 8 一 RR | 
Bz ” Oy Dy 


i 
《7 名 = Paxt Qady +t RAs 


及 
(可 
,( | Part od +t Rd 0B) — UA). 
关于 空 半 儿 各 缠 域 有 以 下 的 说 明 ， 


国生 首先 项 个 同心 球 之 阅 的 部 分 是 单 速 通 而 不 是 多 连通 ， 


一 个 环 是 多 连通 而 不 是 单 连通 . 
我 们 考虑 一 个 区 域 《e)， 寂 由 一 个 球 的 内 部 和 组成， 其 中 扫 去 琴 个 管子 (了) 与 CIT), 这 


两 个 管 穿 通 球面 ,如 图 99 所 示 ， 著 取 一 入 管 (了) 的 封 朋 册 线 (C1), 则 不 本 能 在 (v) 夫 连 贸 
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地 收回 成 为 一 点 ， 一 般 强 来 沿 饶 管子 (六 的 任意 封闭 的 曲 粮 的 积分 不 竺 于 0， 命 之 为 
， 沿 弹 管 子 《IT) 的 任意 封 籽 的 直线 的 积分 命 之 为 om; 如 此 则 得 0Lx, y, #) 是 一 个 多 入 
画 数 ,七 何 的 值 的 差 等 于 

FE 十 pari y 


此 处 mu zmz 是 整数 ， 
$9， 流体 的 稳定 流动 
我 们 现在 疲 定 流体 是 均匀 的 不 可 计 粮 的 ,着 且 假 定 它 的 流动 是 平 兽 性 的 ,出 就 是 有 一 
平 前 ,其 上 每 一 点 的 流 问 者 在 这 平面 上 ;而且 在 年 址 于 这 和 平面 的 得 线 上 ， 每 一 点 的 流速 和 


流 坷 都 征 胃 局 的 这样, 我 们 就 可 以 把 这 半 题 看 撒 一 个 平面 问题 ， 我 们 区 假定 是 到 有 时 
于 因 素 的 , 邹 在 一 点 的 流速 流 问 羽 与 员 点 有 天 ,而 与 时 间 无 关 ， 


图 100 


取 这 平面 为 zy 平面 ,在 一 点 M(x, y) 的 流体 盾 点 的 速度 笑 量 是 一 (x,v)， 把 边界 
各 ( 刀 分 为 若干 小 段 ， 命 MM 一 本 为 其 中 的 一 外 由 于 我 们 收 得 ds 很 小 , 所 以 可 以 俱 
定 它 在 点 上 每 一 点 的 流 述 号 近 亿 的 , 在 非常 短 的 时 间 中 ,ds 上 所 有 的 点 在 向 量 的 方向 
移动 一 段 |vidt. 而 达到 的 位 置 是 NN , 平行 四 边 形 WwW 的 面积 等 于 

lviade : dscos(Y, Nn), (1) 
了 这儿 nn 代表 (nD) 的 舌 向 法 简 方 向 ,用 # 记 曲线 (门道 时 全 性 疝 的 团 绪 方向 , 诬 有 
(tn, +) = {5,7y); (n,y) = 7 (sg, x) 
《所 用 的 符号 (a, b) 是 指针 矢量 a 璋 舌 量 b 的 来 角 ) ,所 以 
cos{m, x) 一 costg, y), cosfm y) == 一 cos{s, x), 
及 余弦 和 和 角 公 式 得 


cosfmy， BR) 一 cos(v, x)cos{n, x) + cosfwy y}cos(n, y)} 


一 cos(V, x)cots, y) — cos(V, y) costs, *), 
着 且 泪 瘟 
vi cosfv， x*) =u, |vicos(v, y}=—v 
是 速度 锋 量 在 *,， y 捕 下 的 捞 影 ,由 (1) 可 知 
MNNM' 的 面积 一 |vidrcoslvY, nd 
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= Ilvi(cos(v, x)cos(s, y) 一 cos(Y, y)cos(s, +))dsr dt 
— (ucos(g, yds — vecosts, x)ds)at 
=— (odr 十 ty 
如 果 (vw. nm) 是 锁 角 ,面积 MNN'M' 是 负 的 ,这 便 代 表 流 入 曲 缕 (站 的 情形 ， 在 时 并 沁 内 ， 
六 过 党 线 (D) 的 全 部 流量 是 
(一 十 ai 一 ({, 一 we 十 并 jz 


在 单位 时 间 中 的 总 量 等 于 


| 【一 vdx ndy), 
[| 


起 中 {站 是 持 半 的 ,而 且 溶 道 对 人 针 方 向 求 积 分 ， 当 流 向 沿 计 法 线 方 向 时 , 沉 景 为 正 : 肥 向 
时 ,流量 为 外 
旭 果 界 生 (Dn) 内 没有 泉源 ,也 没有 湛 井 ( 即 () 内 椒 会 流出 水 量 或 减少 水 量 ) , 则 得 


{Ca + udy) 一 0, 
i 


因此 ,在 一 个 区 域 (#) 内 , 艇 无 泉源 又 无 湛 并 ,期 对 其 中 任 一 阅 曲 线 《), 常 有 


| — vdrtTudy= 0, C2) 
由 确切 微分 的 条 件 可 知 ， 
BO(— 0) Bu 
By Or” 
如 
Bu ,Ov 0, 
Dxr Oy 


这 用 不 可 压 稼 流 的 特征 ， 表 达 式 
— vidr+udy 
但 应 古 一 个 图 炽 下 要) 的 全 微分 .县 
HB) — HA | ods tdy), 

这 个 机 数 以 MW) 对 做 流 夯 数 , 它 的 物理 意义 是 : 单位 时 尚 治 一 直线 由 4 到 也 的 流量 ， 
这 基 与 昌 纯 市 关 的 ， 

如 果 有 一 个 泉 产 存在 , 则 除去 这 一 洞 苏 ,以 上 的 条 件 依然 适 台 ， 积 分 全 词 一周 恒 是 这 
泉源 放出 的 流量 9 > 0, 因而 gM) 是 多 值 的 。 有 浴 并 的 情况 也 是 -- 样 , 仅 须 注意 肉 井 吸 
大 的 芒 量 9 二 上 4 

除 积 分 (2) 以 外 ,我 们 还 考虑 积分 


| nadrt+ ody. 
《有 


这 个 重 称 为 治 界 矿 《六 的 速度 和 环流， 假设 语 任何 圭 阅 曲 糖 速度 环流 都 等 于 0， 让 表示 讽 
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育 涡流 的 流动 ， 在 这 样 的 情况 下 ,有 贺 数 pL(M) 存在 ,使 
(Cw, 


ps 9) = | 下 二 十 orady, 
{xpr to) 


和 


把 流 男 数 与 速度 势 酝 数 的 关系 合 树 起 来 ， 
好 -一 一 2，2 弛 -ae 


Ox dy: By Bx ” 


陀 方程 称 为 Cauchy-Riemann 上 太 程 ， 
电 这 方程 立 齐 可 以 看 出 
op FPP oy go 
已 好 ay OxDy 上 wby 
押 专 束 度 势 画 数 适 人 台 于 Laplace 方程 ， 


(3) 
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第 十 七 章 纯 量 场 与 矢量 场 


在 宏 关 或 竹简 的 基 一 区 域 中 的 每 一 点 (+, y,z ) 都 定义 的 国 数 p(x.y. 2) 称 为 签 点 
的 纯 量 ,上 整个 儿 定义 一 个 粘 量 的 . 
例如 ,每 一 点 有 一 定 的 温度 ,所 以 温度 就 定义 一 个 征 量 场 ; 电场 中 每 一 点 有 一 定 的 忆 
位 ,因此 ,电位 声 也 是 一 个 炖 最 声 ; 地 图 上 每 一 点 都 有 它 的 高 度 , 因此 , 高 度 便 定 义 一 个 年 
面 上 的 第 最 场 . 
实 慎 上 , 绩 曲 场 并 不 是 什么 新 东西 ,而 是 三 个 (或 两 个 ) 变 数 的 丽 数 而 已 . 
如 果 不 特别 声明 ,我 们 常 假定 而 数 了 是 有 速 种 信 微 商 的 ,并 昌 假 定 没 有 使 三 个 偏 微 商 
同时 等 于 9 的 点 (如 有 即 称 为 寄 点 )、 由 方程 
Pir yg) 二 < (ee 常数 ) (1) 
所 霄 定 的 曲 荀 称 为 等 最 面 (等 温 面 , 等 电位 面 , 等 高 线 等 都 是 例子 )， 界 然 , 在 所 考察 的 区 
域内 的 铭 一 点 ,有 一 个 而 且 仅 有 一 个 等 最 而 通过 ,也 就 是 p(x，y, zx) 是 点 (x,y, x ) 的 昔 
值 画 数 ， 因 此 等 莫 画 与 另 一 等 量 面 是 无 交点 的 . 
营 在 空间 吏 空 阐 的 蘑 一 区 域 中 的 每 一 点 都 宠 义 一 矢量 ， 则 这 华 和 和 景 的 总 合 定义 一 矢 
量 声 .也 就 是 依赖 于 x,y, x 的 矢量 画 数 
R(x, yy, 2) = Xx yy Yr yy Ze ye) (2) 
如 果 不 务 拓 敲 肯 ,我 们 假定 X,Y ,Zz 都 是 有 如 德 往 微 商 的 、 有 时 ,以 表 (x*, y, x), 则 得 
矢 草 Y 为 变数 的 矢量 画 数 ,而 Rir) 一 R(x, yy, #). 
通过 一 点 的 等 量 面 的 法 米 方 向 是 


dp dp 69 
(se， 5y， 7). (3) 


让 矢量 称 为 纯 最 场 p(x,y, x) 在 该 点 的 梯度 ,以 
grad 中 或 doi]p 
圳 之 ， 因 此 ,从 一 个 顷 量 场 ptx,y, z) 可 以 作出 一 个 笑 量 声 grad vw 灯 . 
上 反之; 并非 任 何 一 个 矢量 场 (X,Y ,Z) 都 可 以 看 成 为 一 纯 量 碍 的 梯度 ， 如 果 如 此 , 刚 


必 有 一 男 数 了 使 3 3 
站 中 __. 中 
< 一 XXX， 一 了 、< 
Ox Oy Og 《4) 


由 第 $16.8 的 结果 知道 ,有 中 存在 的 必要 用 充分 条 件 是 
OX _ Br OY 8687 87 dx 


部, 一 (5) 


By Br” Bx Br Bx dr" 
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由 相 量 场 求 梯度 所 得 出 的 矢量 得 称 为 守 司 矢量 场 , 而 p(*，y，s) 称 为 这 矢量 场 的 执 


图 禾 ( 或 位 图 数 )， 条 任 (5) 是 矢量 加 民 守恒 的 必要 且 充 分 条 件 , 


丰 (5) 引 证 一 矢量 
(32 Gy BX 82 2 2) 
By Bz ar Bx Bx By/ 


这 笑 量 称 为 关 盟 RR 的 温度 或 旋 旬 ,以 
rtR 或 curlR 
下 之 因此 ,矢量 篇 R 守恒 的 必要 量 充 分 的 条 件 是 涡 度 为 替 ; 电 易 网 由 纯 量 场 求 梯度 所 
获得 的 矢 基 场 的 润 度 处 处 为 0 ， 鸿 度 所 表 的 矢量 世 成 一 舌 量 场 ， 
我 们 还 定义 一 个 矢 最 (X,Y ,Z) 的 散 度 


diy R = div (X, Y ， 2) OX OY | OZ 
Bx Oy Ox 


向 《刚体 运动 )。 在 刚体 上 有 取 一 点 Q， 在 运动 学 中 已 经 永明 《或 由 第 二 章 补充 的 赫 
葡 ) :任何 时 剂 出 体 上 一 点 时 的 带 度 天 基 Y 可 以 从 公式 
YW Xr 
求 出 , 其 中 到 是 口 点 的 前 进 速度 , 虽 是 瞬时 "角速度 ” ,而 是 
口 与 时 的 位 置 天 量 ， 这 拓 景 研一 矢量 场 ,七 的 支 量 是 


和 
二 一 种， 加 十 册 一 和 


它 的 涡 度 是 
( Bo oy 一 dz) 站 (由 十 ww oo wz) Ho to wy) 
Oy De Ox 
Ot oy 一 wr) Ow! wx wa) Ol 十 wy 一 2 ] (6) 
Dx ” Ox 


如 时 到 和 中 与 x, yz 无关 ,旧式 (6) 取 秆 2Cw, yo, 即兴 度 为 “ 角 迹 度 ” 的 倍数 ， 这 
党 十 溢 麻 岂 称 为 许 最 的 道理 
$ 2. 三 种 算 子 的 性 贤 


散 度 ,梯度 , 渔 度 都 是 线性 算 子 ,也 就 是 把 它们 运用 在 一 续 性 组 合 上 ,仍然 得 出 相 情 的 
秦 性 粗 合 , 印 


div (Aa + gb} = Adiva + pdivb. (1) 
grad (AP + po) Agrad Pp + ppgrad yg, (2) 
rot (aa 二 2b) = Arotati wrotbh, (3) 


阮 儿 4, 是 任意 的 常数 ， 
双关 于 各 种 乘积 有 以 下 的 公式 : 


首先 两 画 数 之 积 的 梯度 
grad (PY) 一 (2 入， ep) 一 Pgradg + vgradop, (C4) 
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函数 有 的 画 数 己 的 梯度 等 于 


grad P(g) 一 (E022. S09). SC) 一 F'(g)grad 9. (5) 


二 放量 & 一 (gs 4 dr).b = (5, 6 b,) 的 内 积 的 梯度 等 于 
afaeav ,by ra.by ra， 
grada .b (县 Gb) 部 (), 让 (a b)) 


18. . .13. (人 a) -b+ ‘(2b) 
(( 过 a) b+i+a De b), By 及 3 
全 日 ))= 侣 日 2 
al-b+a'. {b=/ 二 二 a 一 -ib 十 
全 a) ba 二 ke Br By “Bz 
(二 arax mth+t+bh x roa. 【63 
簿 数 和 深 矢 量 a 的 散 度 是 
div ma 一 Sam) 十 dpa,) 十 Opas) 一 中 出 vB 十 grd 有 (7) 
Ox Oy DD 


两 矢量 a, b 的 甸 积 的 散 度 为 


diva Xb 让 Carb 一 gsby) 十 Ct ab) 二 名 (ab, 一 


(Dh -atj- (au oe) ~ (Be 一 


Oy Oz .Os BE9 Or 


十 be 一 -2 ) 十 (es 一 -ae ) 十 A 一 


By Bz 
—b:rora—a.: 


西数 乘 矢 量 的 渴 度 是 


日 = Ox Ox 


rot hb. 


rat Pampma+ grad 中 Xa, 
二 疾 旺 之 外 积 的 洞 度 是 


dy 0 4 0 )b 
Gy 日 z 


二 (diviby)a — (div a)b. 


$3. 三 种 总 子 的 挝 用 


ae) 
区 
人 
(8) 
C9) 
(C10) 


去 算 grad @ 把 一 绩 晤 场 变 为 疾 景 场 ， 运 算 di* R 把 一 矢量 如 变 为 纯 量 场 ， 和 而 运算 
tot R 复 把 一 矢量 场 迹 为 矢 明 场 ， 这 三 种 运算 的 送 用 可 得 以 下 的 一 些 会 式 , 


首先 易 证 
dymR=0 
tot grmd 中 一 和 
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(1) 
(2) 


其 次 、 站 pb 
。 Pp PD 
vgnd pr + G+ (3) 
~ 人 Ap(Laplace 算 子 ). 
最 后 由 于 
8 rar By ez 8 /Ox br 8z 
ud R- (2 ax oY 02) (+ + 32), 
Be OY 0 (BE By 3) By ‘Or Gy Bz 
9 (ex-+ BY ， 9z)) 


dz “Ox Oy Oz 
玉 
R= (32 Or 6 dz BY ox) 
IDOt rot TO ™ TY 要 
Oy dx Vz Dxr dr Oy 
~ (> _ Bix Ox | 2 Hz HY OY | OX 
Ory Ay Bz BxrOx OyBz Bs’ Bx Byrgr? 
OX _ Fz 82 | OY 
Orr BE oy Ox By/ 
相 减 可 得 


grad div R — rot rot 及 = AR. (CA) 


$ 4. 梯度 的 几何 意义 


命 上 二 {rosa. cos 月 .cosf ) 代表 一 单位 矢量 , 它 与 x,y,# 和 拙 的 夹 衣 各 为 a， B,Y. 图 
元 px, 了 5 2) 在 琳 一 点 补 沁 问 的 微 商 是 


9 - [各 mx rcosr, y+ tcosB, z+ tcosy) | 
ol or = 
-09 os a 4 6 cos B+ EP cosy = §: grad¢, 《1 
Ox Ir Dy | Dx | 


朗 等 于 矢量 革 与 毕 的 梢 产 的 内 积 , 有 时 还 记过 洲 gradj 9， 
内 Schwarz 不 竺 式 
. ap (182Y 上 aeT 
{ edp < (a2) + (2 + (Se), (2) 
上 式 仅 当 上 与 梯度 grad gp 平行 且 同 向 时 取 等 号 , 也 就 是 纯 荐 qx, yx) 增长 最 快 的 方 回 
与 梯度 所 指 的 方 铝 一致, 而 有 增长 麻 等 于 梯度 和 拓 量 的 长 度 , 即 


Tr 2 2 2 
VC) + (2) + (Be). 
也 就 是 党 等 量 面 的 法 粮 方 向 ， 缠 景 gLx ,yz) 增长 得 最 快 , 而 与 之 相反 的 方向 ， 降 得 明 
抉 . 

可 以 把 一 个 如 积分 写成 为 


J ix, ys dx + Ylx, yg)dy + Zix, ys)ds 
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= | Cx eosa + YcosB+ Zeosy) de 
-| R las, 
r 


这 儿 {是 曲线 丁 的 切 加 方向 。，. 
如 上 虹 (X,，Y,Z) 一 grad 外， 则 积分 仅 与 遇 粳 的 两 端 虑 4, B 有 关 , 妆 


人 grad 后 一 grad, Pe = p(B) 一 pA), 


落 了 消 于 中 线 , 则 积分 为 震 ， 
例 1， 命 
R= (xy, 2, ~ xyz), 

旭 沿 积分 途径 

Ti: | 
的 绪 积 分 之 和 为 

f (Hdt + rAdr: ~— stdt) = 2 

党 

Dy: ro y= st, O01 
的 钱 积 分 之 值 为 


1 了 
| (Ft)d = 
0 12 


王 述 都 是 由 《0,0,07 到 《1,1,1) 的 积分 ,但 因 路 线 不 同 ,故而 数值 不 等 ， 其 原因 在 于 
SX 
Oy 
不 等 ， 因 此 , 疏 所 定义 的 关 量 娃 不 是 守恒 的 ， 
倒 2. 假定 在 原点 有 一 质量 为 于 的 质点 ,研究 由 这 一 质点 所 产生 的 引力 场 。 
在 r 一 (x, y,z) 处 有 一 单位 质量 ,以 上 质点 对 这 点 的 引力 是 


F 一 一 -一 
lr 


dY 
4 一 一 二 习 
* 与 Ox 


(Newton 定理 :引力 大 小 是 _ 人 ?方向 是 一 下 小， 这 几 |z| 一 V 交 于 好 十 闭 旺 然 有 


本 > 
FE 一 rd- 一 ， 
Ta 
部 
押 
十 六 十 让 
是 这 引力 场 F 的 势 丁 刍 ， 


"216r 


更 广泛 些 ,不 难 醒 有明: 如 果 p(x.y, sy 某 |ri 的 页 数 , 郎 球面 是 等 量 面 . 划 梯形 
grad Pp{ fri} = iD 
与 平 径 同 向 或 反问 ,和 祝 JYl) >0 或 <0 而 定 . 
合 3， 如 最 = 个 质点 各 在 四 一 《zi ys 2) 处 ， 且 各 有 质量 mi = 1 2 


天 作用 于 了 = 二 (x, yyg) 点 的 单位 质量 的 力 是 


本 
FF 一 一 六 -一 2 (Cr 一品) 
lr 一 站 所 


这 引力 场 也 是 守恒 的 ,车 势 范 数 等 于 


Tn 


I=] rr 和 ri! 
馈 4 ， 更 一 般 些 , 如 有 物 慎 以 密度 ptx,y, x) 分 布 于 空 关 的 一 部 分 FV， 这 楷 物 盾 作 
用 于 7 二 《x,y #7 点 的 单位 广 最 的 力 等 十 


F=—|(| 2 a 


到 | 开 一 区]|: 
这 疙 积分 的 变数 是 一 (ri 和, 和 ) 过 窒 肝 的 一 部 分 FF， 
这 样 下 六 的 引力 坑 也 是 等 项 的 ,其 势 画 数 为 


lr—arl 


单位 厦 量 由 有 4 到 BB 党 一 昌 纺 运动 所 做 出 的 功 竺 于 


‘BY 
人 xar + Yay + Zas ~ p18) — 4), 
| 


$ 5， 人 DOTPOLPHNCKBH 攻 -Gauss 公式 、Stokes 公式 的 矢量 表达 形式 


上 章 所 天 的 OSTporpancgnii~-Gauss 公 - 志 是 ， 

合 古 包 有 痊 并 的 一 部 分 FP 的 周 界 曲 而 , 在 VV 及 革 间 界 5 上 都 假定 X(x, ys)、 
Yr yz) Ztx, ys) 爱 种 偏 微 商 ， 在 5S 上 的 一 点 , 命 nn 一 {cosa cosB, eosy) 息 明 
而 在 营 点 的 向 外 的 社 线 方 癌 冲 位 矢 有 是, 则 有 


中 (2 十 oY 十 32) dx dy de =— 作 (Xeost dt YcosB 和 + os es, 
! Br Oy Oz 


这 公式 显然 可 以 均 成 为 


全 aaRer = ffR -ne = {Ro, (1) 


这 儿 RR 一 (X,Y, ZI) 而 da 一 md 

Siokes 公式 的 原来 形式 是 : . 

命理 一 定向 曲面 的 一 侧 , ! 表册 面 的 洗 问 界 曲线 ， 假 定 S 的 每 一 点 有 切 玉 而 , 匠 方 
向 回 种 地 依赖 于 邮 面 上 的 点 (或 更 广泛 些 , 5 可 以 划分 为 有 限 片 这 样 的 期 面 ); 类 假定 周 界 


= 了 了。 


菩 7 上 的 每 一 点 着 有 切 各 方 喇 (或 者 可 以 分 为 有 限 段 这 和 样 的 曲 各 ),， 双关 (x,y, 2)， 
了 《xs 了 > z), Ztx, ys 2) 在 晶 面 呈 上 所 有 的 点 以 下 与 3S 足够 第 近 的 点 都 是 有 连续 偏 微 商 
的 连 可 西数 ,如 此 助 


|, Xadxr + Ydy 十 Zas 
! 


-外 全 让) dx + 一 BE} a dx + (2 一 大雨 


Og Ox 
一 人 [es 一 oY osa t (2 a cos 局 十 (o> 一 过 cosy| a 
: Dy Bz [3 Dx Ox Oy . 


撤 儿 n 二 《cosa, cosB, cosy) 是 曲面 5 的 法 各 浪 向， 注意 曲面 5 是 单 侧 的 , 法 生 方 向 是 
在 同人 制 的 ， 
谊 个 公式 用 夭 量 符号 表示 如 下 : 
人 展 .car 一 人 rotR .nas, (2) 


GerporpancrHi 公式 最 常用 的 一 个 特例 是 
R 一 9 grady. 
由 公式 (2.7》 及 公式 (3.3) 可 知 ， 
dv R=qpdivgrady + grad Pp grad 
= PA + grad Pp : grad », 
部 得 . 
人 (mAV + grad pp: grad ww) dV = {| meradlb: nds, 


由 于 grad 由 "= 基 国 数 少 沿 外 法 向 的 微 商 ,部 他， 所 以 得 出 


和 P ds 一 俐 jeawar 十 时 grad p + grady dV . (3) 
奕 换 四, 内 而 相 减 得 
jog 0 


(jpgrady — ward gy. ae = | peas — apyar, 


局 1 了 到 原 点 有 利信 为 加 的 引力 强 
及 = mr |rl,, 


|fR az 


本 


求 积分 
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由 OcTporpaacka 音 公式 可 知 , 我 们 应 当 计 算 


aw Ror, 


Y 


议 儿 
mn 
Ro (S Pi By tye dr lr Fr) 
让 此 并 不 能 发 关 沪 积分 等 于 0 , 因为 上 式 当 (x,y, #) 和 (0, 0, 0) 时 正确 , 但 在 原点 , R 
并 不 速 秆 ,因而 div R 在 原点 无 定义 ， 由 此 只 能 鞍 明 :如 果 $ 不 包 有 原点 , 则 


和 R .dc = 提 divRdr = 0. 


如 果 上 5 包 站 原点 ,以 原点 为 中 心 作 一 以 8 为 牛 径 的 小 球 ,球面 以 了 宕 之 。 从 六 中 控 去 
小 奈 所 余 的 部 分 以 六 政之 ,因此 ,公式 仍然 可 用 ,因而 


J “ds 十 ja: do = 改作 Raz ~, 


I 


邵 得 | 
人 Ra 一 人 Ra 
在 5 上 | 

dz 一 , 

如 此 烈 
Da 如 人 (有 

一 一 各 | ds = 一 4 各 
即 得 

(Ras — trm 


局 2 (Laplace 方程 解 的 唯一 性 )， 命 站 是 一 区 域 , 在 中 二 中 ,由 是 二 aplace 邦 程 


四 一 0 6 39 _ 0 


Gx? OF Ed 
的 两 个 解 ,而 具 在 包 有 站 的 边界 3 上 上 中 一 几 求 钙 : 在 了 的 内 部 电 有 中 三 小 (假定 解 在 F 
及 $5 上 是 有 两 阶 仿 丛 商 的 连结 夯 数 ),: 
命 上 9 二 8 一步, 有 旭 有 仍然 是 Laplace 方程 的 解 ,并 且 在 S 上 8 = 0。 疝 题 变 为 求证 在 
广 的 办 部 8 三 0， 在 公式 (3) 中 汉王 内 二 98, 则 得 
= + (+ |. 
积分 号 下 是 非 代 的 连 剖 丙 数 ,因此 在 六 中 


8 _808 _860 
Or By Or 


一 -一 0, 
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防 以 六 是 常数 ， 由 章 在 3 上 等 于 0 及 其 连 绩 性 可 知 8 圭 0. 
向 3 解 Laplace 沪 程 的 一 个 方法 )，。 求 出 夯 数 ,使 其 在 VP 内 适合 LapTace 方程 


Sp dp dp. 
入 有 一 之 于 十 十 过 和 一 0， 
To Oy Or 


而 在 的 边界 5 上 , 中 及 其 外 法 向 微 商 Sp 是 已 知 画 数 。 


在 公式 (4) 中 取 由 一 二 ;而 + 是 由 一 定点 P(V 内 的 ) 到 任意 点 0 一 (x*, y, 轨 的 距离. 
但 注意 这 图 数 在 定点 P 不 速 烤 , 因此 不 能 直接 送 算 公 起 《4)， 以 忆 为 中 心 ,e 为 牢 径 作 
一 小 球 , 以 卫 表 此 球面 ， 以 大 表 吕 抛 去 此 小 球 后 的 区 域 ， 由 于 在 庆 中 四 与 由 一 二 都 适 


合 Laplace 万 程 :因此 由 至 式 人 4) 可 知 


Pet-te). fe) 
站 [ F rr Fr 

I 
散 者 自用 , 当 6 一 0 时 


人 二 grad Tm ae— 0 


x 


{| @ grad Ldo > — drplr, y, 2), 
Fr 
I 
因此 得 出 
Px, ys 2) 


1 1 1 
一 一 镀 Pr 区 Riad 一 一 一 grad 四 (说 ， = 】 ‘dg, 
4 二 r r 


这 儿 rr 一 VG 一 m7 二 (y 一 m7 十 (zz7， 歼 就 是 愉 , 如 果 在 5 上 答 了 9 及 4 的 
醒 数 值 ,由 Laplace 注 程 的 解 管 由 以 上 的 积分 表 出 《不 难 证 明 ， 它 适合 于 Laplace 方程 。 
但 大 未 胜 朋 ， 当 (x, y, z) 趋 于 边界 $ 时 ， ?及 -人 P 愉 好 就 是 所 狂 的 了 数值 ). 


天 题 ， 用 DetporpanmcrHg 公式 算出 


二 {xy dy ds + y ds dx + ys dx dy), 


号 


此 灶 5 是 球面 让 圭 六 十 并 二 专 
#6 Nabla 算 子 


我 们 仍 用 
‘i= (1,0,0), j=(0,1,0),. k= 00,0,1) 


+ 22D0 * 


代表 宇 个 相互 惟 直 的 矢量 ， 显 然 有 
ii=j. jk.k-t 
i:3=j:E=k-.i--0; 
ixi=ijxXi=XE=0, 
ix3=k, jxk=i, kxi=}, 
jxi=—k, kK xij=—i,ixk= ~—i, 
任 一 矢 最 可 以 写成 为 
[se b,c) = i+ bjt ck, 
Mabila 算 子 或 称 EIamilton 算 子 , 训 之 为 


vi ia ka 
Ox Oy Oz 


叮 世 可 以 看 万 为 以 微 委 符 号 导 ， -号 ，- 避 -为 支 最 的 矢 晤 . 
Br Oy dz 


利用 这 个 符号 ,我 们 可 以 算出 
dU, er Ba 


grdU = Ui SHUi+ SU vo: (C1) 
Ox By Or 


ve | 8w | au 
Bx By az 


= (ii ti tk = (2) 


Bx Oy 
0” (3) 
及 
AD = v.(vUX=vU). (4) 
叉 已 知 


a:{bxe)=b-.{cxa)=e:(axXb) =|b,. 5b, 6b,, 


浆果 & 一 让, 则 行 烈 式 等 于 0 ， 我 们 邮 有 


diyroetv = VY' (VY Xx v= i. (5) 
及 & XX Cha) 二 0, 我 们 也 有 

rorgradU= Vv Xx (VO) = 0 (6) 
Nabla 算 子 的 运用 法 期 如 下 : 


i} 线性 的 ,也 就 是 如 果 好 1 ””“ 3 全 中 是 常数 , 则 
VGN 十 十 一 
关 ) 如 果 把 立 用 在 生 积 上 上 (乘积 的 因子 可 以 是 琴 数 或 舌 量 ,兵法 可 以 是 普 遂 的 乘 ,内 系 


» 由 了 让 


和 处 王 , 只 要 生出 来 有 意义 ), 其 车 果 等 于 在 每 一 因子 上 省 作用 ~ 次 然后 再 求 总 和 , 郎 如 
V(XYZ) 一 VXYZ) 十 VXYZ) 十 VXYZ), 
这 儿 表示 立 用 在 指定 的 内 子 上 。 在 实际 计算 时 ,不 加 此 符号 . 
例 1 divtUv)} = TUv) 
v.(UY) +Y: (UW = VU- viHUTLY 
= gradU y+ Udivy. 
项 2 divi Xv 一 Yn Xv) 
-VV- (wx Yi) 二 TY-{v Xx yy x Tv (VY X vi) 
一 "TOT YL 一 有 LOt Wy 
和 个 3 grad(w 一 总) 
= vw Vi] + TeV: yy) 
{vt Vx) vm xX{T Xx) 
= (Yi TX VX or VW, 


【这 几 用 了 bla .c= (a'byc trax(hb x ce). 


§ 7. 番 线 华 标 及 换 变 数 


假定 
r=Hé, nC), yo EOE HO), so Ey, (1) 
把 (3 站) 空间 的 一 个 区 域 且 一 一 地 且 连 糖 增 变 为 (xz, y, 3) 窗 闻 的 一 个 区 域 五 , 并 且 恨 
定 } ge, 4 都 有 有 连 熏 偏 微 商 。 因为 是 一 一 对 席 , 则 电 ( 雪 可 解 得 


E = plx, ys =), 3 = h(x, 区 3 =), = X(tx, 外 > 2)3 2) 
再 假定 中 , 四 ,XX 也 有 过 粮 偏 微 商 ,微分 (1) 式 得 
Br 站 二 Ox 
dx = 一 一 十 一 dd 十 一 #4 了 
Dé 从 dn “ oc ‘ 


By Oy Dy 
一 堂上 + 之 四 
Be (3 By 7 8c [a 


Ds Os Oz 
ds — EE + d+ CE, 
"at ta 
或 道 变 换 
aE 8 J + OE gy + OE ge 
x Oy g 


总 a 总 
一 2 二 
7 OY G2 


和 


de OE a OE dy 4 OE ds 
Bx By Bz 


沿 dr, dy, dz 万 向 的 单位 关 最 就 是 i,，j, kk， 从 而 沿 驴 ， 田 ， 约 证 向 的 单位 矢 最 应 当 
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Ey) 
“和 
er (it eit tk 1)/ EY + (EY + ( (Ee) (2 
站 (9 2 (各 
如 号 .可 以 把 一 个 由 (x,y，z) 储 标 系 所 表达 的 矢 最 用 (E, 3 二) 坐标 承 来 表达 , 即 
Vo= (vw, py is] 一 2 十 oj 十 pw 上 攻 一 ases 十 eraes es 
该 是 由 (人 , 3, 5) 毕 标 对 所 表 还 的 形式 ,也 就 趾 
gs 一 一 一 一 一 -< 一 十 
VE EE) Ve) (YY) 
Bi 
Be 
VE 
8, 和 
一 一 一 一 一 一 一 a . a 一 一 一 一 一 
Vl) + (i) ;yy 总 ) 
[i 
1 -一 
VE 
oF 9, 
J 
Ox Oy Oz Ox ‘Gy Oz 
a5 
+ 3 一 _ 
2 
VE) 


以 杜 坐 标 


为 例 , 我 们 有 
en 一 cos 但 十 sn 六， 
a 23+ 


ee 一 — singit cos dj, 
ev 一 上 上 
由 此 部 得 从 桂 坐 标 到 直角 坐标 的 变换 到 式 ， 
vx 一 mpcos 目 一 absin 他 ， 
vy = vpsind + vacosd, 
区 这 ,由 让 角 举 标 测 性 坐标 的 疏 式 是 


vp 一 vecost + v, sind, 


za 一 yrsinfd + vycost, 
Vr Hy, 
因为 
[ae _ sg，89 _ 一 ae 
Ox Or 2 
je- sin 8, 80 _ cose ， 
Oy y p 
收 
- 自 上 会 全 
二 1 一 十 一 十 Ek 一 
Or 了 Oy Ox 
一 i(cos0 2 — sin 0 2) 十 也 (sing 2. 十 cor 0 了 -1 十 医 
[a p Pp oo 
= ©, dD te do te 一 允 ， 
ap oe a8 全 = 


这 几 多 是 杆 坐 标的 Nabla 算 子 ， 
你 因 er es, ez 是 活动 坐标 架 的 单位 向 量 , 屁 们 是 点 (Cp, 日, zx) 的 而 数 ,而 


Be。 Geg Ges De He, Be， _ Ges _ 
一 3 i 一 一 ”一 一 上 -一 
De G8 Op dp dp 电 s ds 
_ Oe, _. de, -0 
dx 8 7 
出 得 
dU 1 8U OV 
rad 1 = $I = 十 ep 一 -一 一 十 了 
a “p60 Bs 
divv 一 守 -v 
es) 1 
一 (e, Bp + eo ay 站 十 e (pe 十 beep 十 res) 


do + + Ove 上 dr, 


dp p p 60 Og 


1 全 1 Brp Op 
一 一 一 "一 一 F-] 十 ”一 十 < 
poo Prior to 


和 


roty 一 多 X 


一 已 艺 十 ee 高 +e, 2 X (vos 十 woes 十 m0s) 
ep dvrg (2 Os 6 1 oe) ) 
一 | 一 ez eo Se) (Ts et {i ve )el}t+ 
( ap 2 5 p 6 
dra Or ( 1 Be, Oe) 
十 (一 十 -Cee eo) = (et 
( Bz BE oo] + 60 Gz 
( Ou, -ee ] gs 十 个 B(pve) 1 Oe, 
dx dp p 3p pp 80 
及 站 站: 
， 1 外 sr) 1 O20 U 
AAD 一 di 一 。 
EY Pap do) nor on 


以 妹 浊 标 

= psinfcosp, y= psinDsin Pp, sg = peosd 
为 例 ,我 们 有 衣 

Bp — sinfeos pi 十 sin Osin y+ cos Gk, 


ep = cos ros pit cos Osin mi — sin dk, 
ep 一 一 gin pi cos PY, / 
于 是 得 出 出 球 储 标 汉 直 角 华 标 的 公式 ; 
zz 一 ppsin 和 cos 中 十 pgcos 和 cos PD — vosingp, 
py = vpsinOsing tt recos Osin + vr CoS, 
yi = vocost — wosin O. 
又 由 直角 坐标 至 球 学 标的 公式 是 
pp 一 twsin 上 cos 中 4 vsinfsing + vcosd, 


vo 一 vrcosdeost® 十 uceos 自 Sn 四 — vy siiif, 


po = —vrsing + vwos Pp. 
二 为 
Bp = sin Ocosp, 8 cost cos 中 . 局 加 Sin 
Ox Dx pp Br psing 
2p - sin O sin , 00 _ costsin® ， dP _ cos 中 ， 
y By Pe Oy psing 
Sp _ eos GD _ sing 
Ds Oy 本 
他 已 全 
vv 一 i-9.+jia +k2 
x 1 By dz 
一 1 [sin cos 中 6 十 Ss bcos 日 一 -2 | 十 
. ap p DB psind Og 
。] ， 。 a cos 站 sin 史明 cosp 9 | 
十 | Gsing -+ SP CE. 
YL ?ep P 80 psing OF 
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+k|-se 一 下 | 
op p 


608 
8 1 8 1 8 
一 en -一 十 er 一 一 -十 一 学 
si 
这 儿 汪 是 球 坐 标的 Nabla 算 子 . 
又 民 
Be, _ des _ des _ der _ 0 fe, Bee _ _e 
Op 6p ep 864 ” B80 ”80 °? 
Bde, -- sin fes, deo -- cos Dew , Ses 一 一 (sin de, + cos Ges), 
日 居中 d% 
即 得 


dU 1 BU 1 BV 
Cg en ry 
dp p89 psing Bp 


divyr 一 名 .一 i 十 Ey i | [pe veee 十 vuem] 


= 三 | 了 | + [ 避 8 ] + Ov 
x 1p {ows)| 十 (sin oo) Din 3p， 


i 


rat ¥ = 一 全 x v 一 |。 十 ep 1 9 十 ey 1 9 x [vert vees tt vper] 
- Ea 


Pp an psing Op 
| 1 总 oo ee | 1 | Ow, _ 
1 Csin Be) pl) smolp 89 
_1/0. 1 Blpe0) _ 1 Duo 
时 (poo)]| e 十 上 ap p60 Cy 
及 
AU = divgradU 一 I 上 | 名 (pa) 十 一 [号 (sme 去 2 十 
dp dp psin8 L848 pe 8 
1 OU 
十 一 一 
Si 站 dp’ 
窗 是 1。 试 求 出 
的 福 坐 标 形式 . rot rot v 
名 题 2。 试 求 出 
rot rot v 
的 球 坐 标 形 式 。 
$883. 平 夯 声 


我 们 将 平面 晶 作 为 例子 ,复习 已 有 的 转 果 . 

定义 ， 一 个 声称 为 平面 场 ,如 果 它 适合 以 下 的 两 个 条 件 : (i) 所 有 的 笑 量 平行 于 一 个 
国定 的 平面 P; tii) 在 惟 直 于 这 平面 P 的 任 一 直 米 上 ,每 一 点 的 矢量 都 相等 (长 短 , 方 问 )， 

这 样 的 声 可 以 用 于 面 P 上 的 拓 节 所 成 的 场 来 表达 ， 在 计 到 和 平面 扬 的 一 个 点 时 ， 我 们 
包 住 ,这 是 指 通 过 这 点 与 P 蕉 直 的 直线 ， 订 到 江面 上 一 个 区 域 时 就 是 指 以 这 区 域 为 正 实 
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截面 的 一 个 柱 体 . 
把 平面 作为 (z,?) 平面 . 场 遇 一切 笑 量 都 取 (5, v,, 0 的 形式 , 其 中 vi, om 与 = 
无 闫 ， 令 后 还 假定 罕 与 # 无 关 , 简 单 地 用 (ws, zy) 来 代 妾 。， 如 此 ,天 


div vv 一 -ax + 上 Dr rot "= (人 ds), 
Ox Oy Sx Oy ， 


在 (z, ) 平面 上 取 一 闭 曲 糖 C， 它 包 有 一 个 区 域 人 9， 现在 在 对 应 的 桂 体 上 省 究 
Stokes 与 OCTPOTPEICKH 首 -Canmss 公式 所 取 的 形式 , 
首先 计 广 Stokes 公式 
I” "dr = ) roty ds., 


现在 


rotw 一 Ce 0, Be — 


Bx By 
而 底面 的 尾 线 方 癌 是 (0 ,0 ,1)， 轩 直 

ag — (0, 0, dx dy). 
从 而 Stokes 公式 变 为 


| tr EX 十 vdy 一 从 (er Or 一 | adr dy, ‘1) 
[i Br 


这 就 是 Green 公式 . 
境 着。 求 出 林 面 上 一 和 站 曲线 的 Stokes 公式. 
再 省 QcTporpancrai-Gauss 公 汇 


Jr- nas= Mav var, (2) 


该 儿 s 表 杜 体 的 表面 【包括 柱 面 和 上 底 一 及 下 底 一 0), 而 六 表 柱 体 ， 在 上 底 及 下 
底 上 

n= C0,0,1) 
而 wv 一 (os v0). 因此 .nds 一 0， 在 桩 面 上 ,积分 元 案 等 于 dsdx, 洲 儿 zs 是 曲线 C 
的 长 度 微分 , 而 n 正好 是 曲 米 C 的 外 法 粮 方 向 , 邹 ( 生 ， 一 -< 生 因此 得 


3 


5 
Rs ss 


名 (2 ) 的 左边 等 于 


内 
-| =| oaz 一 oo 一 一 4 vy 如 和 ve dyy 
0 © 下 


而 422 式 的 右边 显然 等 于 
人 = (人 十 人 


一 人 vy dx — va dy = (|e 十 Be) dr dy, (C3) 
© 4 Ox Oy 


这 就 是 Green 有 公式 ， 
局部 特别 提请 注意 ,有 时 把 (2) 式 写成 


i vr dy ds vy da Ax + vr dx dy — | | (2 十 Ov, 十 32 ] dx dy dz 
和 Or 已: Oz 


一 不 小 心 就 会 导 救 以 下 的 错误 :在 柱 面 上 , 当 sz: 一 0 时 :左边 等 于 


| dz (小 vedy 十 at 
四 而 得 出 荒 轴 的 畏 谊 : 
人 y, dy + vy dr = ) (2 + 3 dx dy, 
其 鳍 融 的 根源 在 于 把 “三 纵 空 阅 中 面积 元 素 dy ds 等 同 于 " 重 积 分 的 面积 元 索 ”， 在 工 维 
空间 中 。2y dz 代表 由 dy 旋转 90? 洲 ds 的 面积 元 素 、 因 之 ,与 2 dy 适 差 一 符号 ， 央 而 有 
时 用 [#y, 4z] 来 区 别 于 我 们 准 通 的 4y 4z， 最 简单 的 例子 是 :如 果 如 图 所 示 的 六 问 为 三 简 


s 形 的 正面 积 , 基 他。 BC, CY 都 是 正身。 举 于 高 类 的 情况 ， 
将 来 再 就. 
(1),(3) 二 式 可 以 写成 为 
c VY td = rotv' dg, (1) 
,| | 
1 ns (3) 


匀 儿 :是 曲 粳 上 的 长 度 度 最 ,其 向 t 与 曲 入 的 走 和 癌 一 起, n 蚌 沁 各 三 辣 ， 由 nn 下 向 转 90? 
3 = 一 (cos 了 [dy 一 上 < os 的 二 [和 一笑 
到 t. 即 t 一 《eos0, sinb) = ( 宪 ， 从] 而 na 一 (sing 一 cb) 一 ( 必 , 一 笃 )， 
积分 . 
w=| vanns=| ty dy 一 py dx 
农 示 场 Y 榴 过 曲名 CC 的 流量 。， 当 法 入 方 向 取 定 后 , 顺 靶 线 方 癌 的 为 正 , 反之 为 甸 ， 由 (3) 
式 , 也 可 以 写成 为 
并 一 div Yeda， 
在 某 一 区 域内 dv v 处 处 为 0 的 塌 , 称 为 管 量 坟 , 即 径 过 任何 一 条 封 姥 昌 缕 的 流量 种 是 0 。 
及 由 dy¥ 二 可知 


全 wr Ow, 
Ox Oy 
办 而 有 一 国 数 VY 存在 ,使 
az , Or, 
By 于 了 Br 业 
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这 上 称 为 流 面 数 , y 一 常数 的 线 称 为 流 酚 ， 由 2 a z+ 汪 dy =—0 可 知 流 线 的 方向 4 


一 过 也 就 是 矢量 5 的 方向 ， 插 已 知 在 人 内 对 任意 一 条 由 (a 如 ) 到 《oa 43) 的 由 线 0 
常 有 
N= 人 .= + vrdy = | dV = Vix p72) — Vm, 拉 )。 
积分 
r-| vt vz x py dy 

央 示 场 Y 沼 闭 曲线 的 环 量 。 由 (人 1) 式 可 知 , 如 果 rmty 处 处 为 0 ,出 角 中 沿 任 一 项 曲 散 全 环 
最 邦 是 0 。 这 样 的 声称 为 守恒 场 ( 或 称 无 注 场 ), 

必 存 在 一 图 数 U(x, y), 称 之 为 势 画 数 , 使 

中 可 ola 


By by 


Cx Dy 
0 等 于 常数 的 明 黎 称 为 等 势 入 ， 易 见 等 势 灶 与 流 米 正 交 , 
如 虚 一 个 声 讶 守 履 久 管 量 ,出 得 


S087 0__r 
Dx dy Ay ar" 


这 就 是 Cauchy-Riemann 方程 , 岂 称 Bobler-d Alempbert 沪 程 , 
向 1， 做 窒 仅 有 一 泉源 (或 话 共 ) (diy vw 0 的 点 称 为 泉源 ) 记 产 后 的 矢 是 塌 (注意 ， 
现在 是 平面 场 , 因 此 就 是 在 空间 一 直线 上 处 处 有 相等 纬度 的 源泉 的 场 ) 
假定 产生 源泉 的 点 是 床 点 , 则 divv 一 0, 当 (x,y) 所 各 由 于 对 称 关 深 ,不 姑 披 定 演 
个 场 旦 由 
Y= 中 (7 下 (C4) 


所定 义 的 ,这 此 rz 门 ,7 一 | 一 工 v 


Fr 
过 大 网 ， 二 p 的 流量 等 于 
v 一 | van plr)dr 一 2mp- Pip); 
—p ‘FP 
另 一 方面 ,在 环 《0 < ) p 所 7 寺中 状 雹 泉源 , 序 diyw 一 0。 因此 


(| -| jr ng 全 divw ardy = 0, 
=Ps r= 


I 


序 N 是 一 常数 ,因而 得 出 


这 W 定义 为 泉源 强度 ,代入 (4) 式 短 


3229s 


易 宪 流 国 数 与 势 茵 数 各 为 


pa ~ Voig t+ CU = Ilog VTP+ CC, 
机 + ~、 2 x 2 


′ 上 17 图 中 破 镶 雪 示 等 位 线 , 亿 头 表示 流 钱 ， 


\ 2 } 后 2， 同 法 ,如 果 泥 点 Crotv 二 0 的 点 ) 在 原点 , 仪 由 滴 
\、* 1” /点 所 产生 的 矢量 场 的 汶 数 与 势 丽 数 各 为 
八 、 ,7 r ry 
rT Vt TUT +o 


图 中 虚线 表 等 位 粮 而 实 钱 表 流 米 ,T 称 为 涡 点 副 度 . 
和合 3， 念 定 在 原点 有 一 度 为 入 的 汤 余 ，。 定 同时 也 是 
纺 度 为 工 的 涡 点 ， 因 定 所 产生 的 坊 的 势 夯 数 与 流 画 数 各 为 


二 VN Iog 一 I io: 守 十 1, 
了 让 了 立轴 x 


V = + ig Vi + Ca 
了 于 x 27 


用 极 坐 标 得 
jy-™ 


logp 一 上 9 十 Cn 
了 区 


27 
= Mg+ 工 log p+ Cz, 
了 并 2 并 


Urip oN (opt i + (ogp + 0) + 
27 了 由 
t CC 一 人 logs 二 Cs 一 pe GN 
元 


其 等 位 线 与 议和 线 各 为 
TiogpF NP= CC, Noecp— Tp= CG, 
这 臣 正 交 的 对 数 同 绪 族 . 
全 4. 在 ”点 处 ,每 处 4 全， 9) 各 有 一 强度 为 N; 的 泉源 . 妈 


因此 


U = 2 Nilog V(x 一 全 天 十 (y 一 本 
介 5。 如果 泉 源 在 一 条 曲线 上 .可 相仿 得 出 
IT -| pe; Wog Vr — EY + {fy — yy Aas, 


这 儿 ds 是 C 的 长度 微分 , pL&, 7) 可 以 定义 为 泉源 强度 密度 ， 
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补 充 


§ 9. 在 流体 力学 上 的 应 用 


在 流体 力学 中 , 笑 量 分 析 有 着 重要 的 应 用 ， 在 研究 流体 震动 时 ,出 现 各 种 各 栓 的 韦 ， 
如 密度 撕 , 束 上 度 记 与 加 速度 场 ， 第 一 个 是 纯 量 声 , 后 两 个 是 矢量 场 . 
1) 速度 场 
速度 矢量 v 一 (px vy, vr) 与 位 置 {x.y, xz) 及 时 间 : 有关, 微分 方程 
dr dy _ ds 


的 解 代表 一 族 曲 线 , 称 为 流 钱 族 . 流 线 族 是 随 : 而 变化 的 . 

如 县 ws, vy, vs 与 7 无关, 则 流 线 出 就 是 硕 点 运动 的 轨迹 ， 微 分 广 程 租 

dz _ dy de 

可 以 理 知 为 锥 了 一 矢量 场 (vy, or ws)。 求 一 族 曲 线 , 其 上 每 一 点 的 切线 方向 都 与 在 该 点 
却 的 舌 草 相 上 肢 台 ， 微 分 右 程 的 痛 在 性 与 叭 一 性 定理 也 可 以 理解 为 过 所 谢 芥 范围 肉 的 一 
氮 ， 有 且 仅 有 一 条 这 们 的 曲 熏 , 这 样 的 隙 团 也 称 为 天 量 线 ， 由 此 可 上风 ， 关 最 线 是 不 相交 
的 ， 从 流体 力学 的 角度 来 着 ,这 是 显然 扩 草 实 . 

有 时 我 们 还 计 获 舌 量 面 , 即 对 曲面 上 每 一 点 , 声 中 的 矢量 一 定 在 曲 曾 的 切面 玉 , 

从 一 条 异 于 矢量 线 的 舌 继 出 发 ,通过 其 上 的 每 一 点 作 一 矢量 线 , 这 些 矢 量 线 上 的 点 演 
成 一 邮 面 显然 是 一 关 往 面 , 原 昌 线 称 为 这 矢量 让 的 准 线 . 

当 淮 稳 是 一 阴 曲 线 时 ,得 一 管状 并 曲面 ,这 称 为 和 撩 曲 管 ， 

2) 散 度 

合 5 是 一 定 问 曲 西 的 一 倒 , 朗 法 向 矢量 肯定 在 5 的 一 个 , 称 为 外 面 , 

在 无 穷 小 时 间 ds 内 , 通过 曲面 元 岩 ds 的 流量 可 以 看 成 为 以 本 为 底 , 以 gp, 汶 高 的 水 
桂 的 体积 ,这 上 几 和 是 矢量 在 3 的 法 线 上 的 投影 ， 命 p 一 Ptzy yy zy ti] 表示 流体 密度 ， 
贡 在 时 间 妈 内 ,通过 d5 的 流量 等 于 


pra dS di, 
因此 在 半 位 时 间 内 流 过 5 面 的 流量 等 于 


人 pun ds. 


由 于 
pn 一 preost 十 vcosB + vreosy, 
合 民 二 pv 一 【有 .YY, 2Z)， 可 知 单 仔 时 疝 内 流 过 5 面 的 流量 等 于 
{lr .nds, (1) 
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这 儿 n 是 5 面 的 法 向 
当 5 是 一 包 有 人 区域 的 并 曲面 , 这 积分 就 是 流体 从 这 区 域 流 出 的 流量 { 注 窒 “ 角 ” 流 
由 就 是 流 和 进 )。 这 也 就 是 Dcrporpancga 羡 公式 的 一 边 ， 如 果 将 3 和 固 小 , 最 后 使 了 给 成 一 
点 (xz ys), 章 极限 
R - nds/V (CV 表 区 域 了 的 体积 ) 


可 以 定义 为 苍 度 , 宇 锋 于 
fax + oy 
jm Pp Ox Oy Or X,Y ,67 (2) 
Vir 们 了 Ox [op Bz" 


散 应 的 流体 力学 的 意义 很 明显 , 它 是 用 来 研究 在 一 点 流体 “ 散 ” 岂 的 比 认 的 , 
div 及 一 0 表示 这 点 既 非 源泉 也 非 湛 并 ， 
3) 矢 基 管 
假定 所 计 论 的 曲面 是 笑 量 答 , 命 5 与 5 是 矢量 管 的 两 断面 ,5; 表示 管 豆 :着 且 假 定 管 
内 角 无 源泉 又 元 湛 划 ,和 凤 divR 一 0， 
NC 由 OcTporpanckni-Ganss 公式 得 
(f+) Des- 
EE 
这 上 儿 法 钱 方 名 都 是 向 外 的 ， 由 于 类 量 管 的 性 盾 , 在 马上 R 与 nan 起 
斑 , 序 Rn 一 0( 也 就 是 流体 不 通过 管 骸 外 流 ), 评 序 


(fa -nds = 0, 


YY go 把 % 处 的 法 线 方 向 政 为 内 向 , 则 得 公式 


时 R :ds = IR - nds, 
部 肖 过 大量 管 的 流量 对 任 一 横断 面 都 是 一 样 的 (诗意 ,管状 不 一 定 指 革 的 在 一 根 管子 内 
被 责 , 加 是 指 且 半 此 性 置 狼 一 部 分 流体 》. 
4) 润 菜 (或 族 讼 ) 
命 1 是 一 条 封 肛 昌黎, 稳 积 分 
| YY: x=| ve ax Tv dy + vv ds 
1 了 
称 为 挨 一 定 汶 向 黎 册 钱 二 一周 的 速度 环 量 。 Stokes 公式 


(| aa 


要 


可 以 理解 为 5 涡 度 入 量 rotv 通过 3 面 的 "流明 ”等 于 沿 这 此 面 的 蛋 线 了 的 演 麻 环 量 ， 由 
于 呈 是 定向 的 曲面 的 一 侧 ,， 的 正 回 凶 由 之 而 定义 了 。 
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从 一 点 夺 册 发， 作 一 单位 矢量 mm， 在 王 直 于 m 欧 平 本 上 和 作 一 镜 以 的 附 曲 烤 1 旭 是 
得 


| :dr 
roty .m= lim- ， 【37》 
时 -时 1 


芒 儿 了 也 代 央 3 的 面积 , 郎 当 面积 无 穿 缩小 时 , 德 一 点 的 环流 量 与 面积 之 比 的 极限 等 于 油 
度 失 景 在 m 上 的 投影 长 度 . 

一 般 地 讲 ， 曲 面 5. 上 篇 一 点 的 环流 量 与 曲面 积 之 比 的 极限 等 十 视 度 笑 量 与 面 的 法 
线 的 内 税 ， 

5) 四 米 性 态 程 

假定 荣 流 体 连 纺 地 充满 空间 某 一 区 域 了 ， 托 假定 在 其 中 记 无 泉 活 又 无 次 站 。 一 般 税 
来 , 流 休 密度 可 以 是 依 顿 于 时 六 地 点 而 变化 的 [部 可 压缩 的 流体 小， 

假定 曲面 8 是 下 的 异 耐 ,在 单位 时 间 内 疝 外 流出 的 访 有 最 等 于 


op 一 什 er aas， 


这 儿 pp 二 ptx,y, 2, 外 是 流体 的 密度 , n 是 曲面 5 的 外 法 鱼 音 位 关 温 ， 
男 一 汾 面 ,从 广内 流体 的 总 丰 景 来 考 典 ， 在 时 和 疗 由 内 , 密度 的 改变 量 是 Ped ,体积 
元 来 dV 的 质量 paV 的 改变 量 等 于 . 
dp, dr, 
Gr 
办 而 整个 的 流体 量 的 改变 量 等 于 


dz ff Qe gy, 
+ Dr 


这 就 是 必 时 间 内 旋 进 的 流量 。 改变 符号 ,在 单位 时 间 内 蒙 出 的 区 其 等 于 


部 
for nas+ lf =o. (C4) 


用 Ocrtporpancrw 音 及 所 本 知 


(ert Be) =0 


divpy + Se =0 
Os 


或 
SE togadptpdvv™ 0. (C5) 
t 


“= 233. 


如 果 有 泉源 或 次 井 , 假定 流体 物 夺 增长 的 速度 是 ptx，y;z,f)、 央 我 们 必须 深 上 单 


竹 时 章 内 所 增加 的 夺 量 


因而 束 敌 性 方程 变 为 


比例 常数 态 称 为 增长 因子 ， 


人 j Rp dV 


div pp 十 SP ~ Ei (6) 
Oz 


由 于 流体 的 密度 p(x, yy zy 与 时 间 上 及 位 置 (x ,y. x) 有 关 , 而 位 置 (x,y, x) 又 依 


天 县 笛 变化 ,因此 


dp 


rf 


-OP dpadr ,Op dy | Op dr 7 
Os Ox dr Oy dr 7) 


Bs de ” 


这 几 2 是 密度 在 运动 中 的 变更 座 。 而 22 胡 示 在 一 定点 峰 度 PP 的 变更 论 。 这 式 子 也 


可 以 写成 


这 上 儿 


代入 45) 式 得 


部 


压 舌 流体 的 拓 量 声 (速度 ) 可 由 


来 列 划 . 
如 暴 出 梁 有 广度 ,部 


和 [有 外 存在 :使 


代入 (tt1L) 得 


朗 


向 总 34 时 


ap 


dp 
i ， 8 
2 By +Y grad p, (8) 


v-( 妇 , 生 , 和 
dt de dr 


全 一 —pdivv, (59) 
divv 一 - 方 站 C10) 


div ww .一 C11) 


rot 有 一 0, 


要 rag 中 


divyv = divgrad®@ = 0, 


8 6。 30 
Ox By 日 六 ” (12) 


这 乡下 称 为 速 庶 势 本 数 . 郎 依 和 不 可 压 熔 的 流体 而 言 , 速 度 势 适合 于 Laplace 方程 (12)， 同 
技 可 证, 在 林 压 逢 的 情况 下 , 方 各 为 | 

6) 理想 补体 的 运 攻 方程 

搞 谓 理想 流体 ,是 指 无 业 汪 性 的 流体 而 袁 ， 

一 般 委 来 ,物体 的 运动 取决 二 外力 与 内 力 。 我 们 考虑 一 极 通 单 的 情况 : 针 力 与 质量 成 
比例 ， 命 是 必用 在 一 单位 盾 量 上 的 六 ,在 体积 元 素 2F 上 作用 的 力 等 于 pav F. 

至 于 内力 ,也 就 是 流体 中 一 块 所 受到 其 余部 分 的 力 ， 对 理想 流体 来 语 , 这 等 十 朝 癌 
流体 内 部 的 压力 ， 命 5 是 体积 的 界面 ,这 出 就 是 曲面 5 上 所 受 的 压力 ， 岂 (cosh, cosp， 
cos 9) 类 曲面 5 的 向 外 法 刍 的 方向 余弦 , 曲面 元 素 25 上 所 作用 的 力 在 坐标 提 上 的 投影 等 
于 


0。 (13) 


— pceosids, — pcospgdS, — peosbds, 
这 儿 z 代表 单位 面积 上 所 受 的 压力 。 因 此 ，、 作 用 在 V 上 的 力 等 于 医 盘 


- ™ 
(一 人 pcosiXdS, — 人 pcospas, — 人 户 cos7 ds). 


本 于 5 


用 QcTporpancknhi-Gauss 公式 (例如 ,在 第 一 支 量 上 取 R 一 (p, 0, 0)) 得 
(人 全 w*, 一 用 侈 ,一 信 总 ) 
了 出 裔 是 加 于 dV 上 的 为 是 


Op dp 日 ) 
— (av, Sar, aur) — Av gradp. 
(2 Oy Oz Sat 


由 Newriwon 定律 
pavVa= padyV FE — dv gradp, 


这 儿 a 一 全 一 2 是 加 速度 , 也 就 是 
dz ar 


dr 1 
一 dp C14) 


放 就 是 理 椒 流 休 的 运动 方程 ,出 是 流体 力学 及 空气 动力 学 中 的 基本 代 式 . 
在 流体 为 学 中 ,常用 w, v, w 表示 速度 矢量 和 的 支 量 ， 由 十 位 置 (x, y, #)》 与 速度 


《ay py wj 姓 与 有 关 , 所 以 
dix dr Om Bu dx Ou dy Du ds 
一 一 一 二 一 十 十 十 一 一 
他 dr Ar Br dt Oy dr Or df 
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ds Om 十 Bu Ow Ore 
一 二 一 
dn or Bx By BE 


把 下 写 为 (Fr 了, FF,), 则 (14) 式 变 为 


Or [ej On Or 1 Bp 
SE Et E+ = FF. 一 二 2 
B: 2 Br Or” P Ox 
De +o2s+D+aw 一 PP 一 革 52， 
dr Bx Oy Ox p Oy 
Dw Bw sw DO re 2 1 Gp 
4 世纪 十 芝 色 p 十 一 F, 一 工 SP， 
dt: Br By dz * Pp ox 


入 称 为 Euler 公式 ， 
玉 公 式 世 可 以 政 写 为 笑 量 形式 : 


Ov [| 已 全 1 
Ov (sd rod rw Ov Fp- lgadp, 
Bz ke 计 “By “Br/™ pf 


区 果 以 v . 立 表 算 符 49 va wa 出 得 
Dr Dy Oz 


Ov 
[a 
7) 合 而 首 之 ,流体 的 速度 一 (ay v, ww), 压力 P 及 密度 P 泛 合 于 


Se + div (pv) = 0 【〈 速 顷 方程 )， 


2 (vv)y=F~— adp (运动 方程 )， 


十 (9 YY) 一 下 一方 geadp 


和 锭 疙 奉 五 个 未 知 琐 数 , 但 仅 有 了 四 个 方程 ;全 下 的 一 个 是 压力 上 与 密度 关系 的 物候 为 程 
p ~ fp), 
流 样 便 得 出 尝 体 动力 学 的 完全 沪 程 租 . 
3) 现在 泳 涪 明 公 茂 
div rot 寻 一 0 
在 流体 力学 上 的 音义， 我 们 考虑 高 度 矢 量 所 成 的 场 ， 上 式 训 明了 汶 样 的 场 水 车 是 管 蘑 场 ， 
苞 场 当然 有 矢 重 曲线 ,矢量 管 等 等 。 这 样 的 矢量 管 称 为 罚 动 管 , 也 有 所 况 “ 流 量 ” 通 过 竺 
动 管 的 侍 一 断面 都 相等 的 更 象 ， 


$10. 志 的 传播 
我 们 现在 把 流体 动力 学 的 方程 应 用 到 启 的 传播 过 程 ， 我 位 作 以 下 一 些 候 定 : (i) 家 


的 传 拱 过 程 臣 鞠 接 的 ,也 就 是 假定 物 态 方程 是 Peisson 孝 拖 纺 


思 r 
一 一 (£) 了 一 Coco 
和 Pu 


和 


芒 儿 po, 加 是 初始 密度 与 压力 , 而 c* 与 “, 是 定 压 比 热 与 定 容 比 热 ; ( 记 气体 氟 动 是 微小 


的 ,也 就 是 可 以 把 束 度 ,速度 的 梯度 ,密度 P 的 梯度 这 些 数量 的 高 灾 项 略 去 不 放 。 
引进 密度 的 根 对 变化 


{ey 
0 


部 得 
p= (1+ sp 
在 巡 些 假定 下 ,流体 动 办 学 的 方程 变 为 


Ds 3 «1) 
p = hll + pl + Ys) 
《这 是 内 为 
1 1 1 .1 
— gradp = (li+s) grad p= ~ grad vp, 
p po 向 


divpv = gridp pdivv = podiv Y). 
合生 一 pm 则 得 
ay _F 
Or 
2 
9; C2) 


Br = 一 dvw， 
变换 微分 区 序 ,大 消去 v, 得 


Os 可 局 四 - FP " = 2 
-dvr = dv(—egradst = dvF 一 sr， 
OF Os 


郎 得 总 动 方 程 


-~ gt grads, 


一 一 一 eaAy — divy FPF, {3Y 
如 果 没 有 外力 , 朗 让 一 0, 则 得 波动 方程 


合生 2 2 (2 Os 9) 
Ar 
BF “ Bn Oy Bx/ 


填 意 + 是 压 纠 或 脱 王 现 烛 的 是 的 列 划 ， 因 此 这 六 程 肝 代 峰 的 是 调 的 传播 律 , 下 "下 代 
雪 声 源 ， 


§11. 热 的 传导 


一 个 物体 在 和 不同 点 与 不 同时 间 有 不 同 的 温度 P(x,y, 5, 门 ， 这 样 定义 一 个 纯 量 场 ， 
印 温 度 场 。， 拓 量 
— Rgrado 
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称 为 热 法 矢量 ,其 中 站 > 0 是 比 热 采 数 ， 我 们 所 以 用 (一) 号 ， 是 根据 " 热 向 低 处 流 ” 而 到 
定 的 ，gradp 的 方向 是 外 玲 其 得 最 快 的 方向 (54) ,因此 取 ( 一 ) 叶 表示 热 癌 低 处 沪 . 
取 一 曲面 元 素 43, 在 时 向 dt 通过 43 的 热量 与 di d5 及 温度 法 向 微 商 5 成 比例 ,也 
就 呈 裔 ， 
AD — kds ds | 站 | = ddsgadp:n. 
因此 ,如 果 兰 曲 攻 8S 包 有 信 , 则 通过 S 的 杂 部 热 最 等 于 


一 | Rograd mp -+ nds,. (1) 


及 


假定 无 热天 , 划 单位 时 间 内 物体 交通 过 看 面 3 流出 的 热 最 等 


0 = = 人 kgradpmp nds 一 —)) tgmao * dF, 


5 3 
用 Oerporpajtcrgfi-Gauss 颁 式 并 改 亚 答 唆 ,可知 流 信 的 热量 等 于 
中 div (Rprad mp) dp, {2) 
FP 


再 用 另 一 上 方法 来 计算 FP 的 热量 ， 和 在 时 种 di 内 ,温度 玲 加 


OP ds, 


2 =— 
? Or 


天 4P 需要 散人 的 热量 是 
cdpPpdV 一 上 SP dip av, 


这 上 儿 < 是 一 比例 系数 , 吓人 做 物质 的 热 容 车, 而 P 是 物质 密度 。 在 时 间 必 内 暮 个 立体 要 
照 站 的 热量 ,等 于 


上 
dz 二 op A 到 区。 
| Or 


单位 时 间 闪 吸收 的 热 昌 等 于 


所 pr (3) 
由 于 (2),(3) 相 等 ,因此 
| ‘oe 一 div (Kk grad ?| dy 一 由 


这 对 所 考察 的 区 域内 的 任何 一 部 分 都 对 ,所 以 有 方程 
cE 9 = div 1 
2 3 div (Rgrad Pp), (C4) 
次 是 有 名 的 热传导 方程 。 
在 均匀 介质 中 , 命 2 一 起 ， 出 得 方程 
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-A 


ap _ oap -efaz + am + Fp) 
Or Or? Oy EE 


当 瀑 度 丛 定 分 布 时 , 即 叶 习 依 节 寺 位 置 x,y, x 而 不 依赖 于 时 间 # 时 , 别 温 度 P 适 合 
于 Laplace 沪 程 


Amp = 0, 
世上 所 和 葵 ,是 在 假定 无 热源 的 和 情况， 如 果 有 热源 , 则 有 有 以 下 的 式 子 : 


省 | ep 2 一 div (kgrad oj dV 一 几 a dy 


最 后 一 项 替 示 在 单位 时 间 内 由 人 放出 的 热量 , 
鹤 积 西数 =。 一 elx,y,， #2) 答 轩 可 入 分 布 于 YY 中 的 热源 强度 ,因此 得 出 


cp 一 div(Rgrad p) = e, 


在 均 与 介质 的 情况 下 ， 


tp < aAp 十 oo 
ds ep 
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re a me 


第 十 八 章 “曲面 的 微分 性 质 


5$t 代数 工具 


我 们 更 在 先 倒 述 一 下 本 章 所 要 用 到 的 代数 工具 ,有 些 是 已 甸 有 这 的 ,有 些 是 新 的 .不 


上 必 查 书 , 识 者 试 补 出 洗 有 证 明 的 公式 的 诅 朋 , 
1 a 二 (a 0 5)， bb 二 (5, 与, 而 ) 是 二 矢量 , 央 
|a x bli= lal?lbl:— (ta: by 
C$ 2.5,2). 
2) 任意 四 个 笑 量 a. bh,c, 8 之 间 有 次 之 恒等式 : 
(aa xb teXxdg) 一 (aa-ehb 中 一 人 (adobec) 


《定理 2.6.3)， 
3) 属 二 区 型 . 

Cha 二 6by Ca + ph) = ER + 2Fin + OG, 

其 行 刘 式 
EG— Fi= |a x bl’, 

作 

fie 十 nd :Cc 十 Hpd) = Eo + 2Fdp 4 Go 
及 

CAa + nb) ac pd) = LR 2Mip + Ne 
如 果 


有 .可 -be 及 axXhb 平行 寺 ¢Xxd， 惠 
(LN — MY = (EG — FY(EGo— Fi). 
由 (5) 及 ad 一 be 得 


LN Mi=(actb.d)— 广 (a:d + bey’ 


= (ac)(b.d) 一 (dbel) = (a Xb):(c x dd, 
再 由 a Xb 平行 于 ce Xx d， 喜 得 
‘(a x blexdD) = |axbllc x d= (EG FICBG, ~ FO. 
4) 假定 e 之 0，ac 一 包 >06。 命 如 是 
《一 ee 一 (了 一 如 天 一 0 
的 两 个 根 ， 妨 过 为 ， 剧 
Pe 
32 十 2PX 二 cy 


= 240 。 


(1) 


(2) 


(3) 
(4) 
(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


证 。 由 于 齐 次 性 , 画 数 
az 0xy te (9) 


FE 十 bxy 十 cy 


的 最 大 ,最 小 值 等 于 在 椭 图 
a 十 2pxy 十 52 一 
上 画 数 we 十 25'xy 十 ec32 的 最 大 .最 小 值 ,所 以 存在 性 是 没有 间 题 的 .由 


+- 
3 


。 ， 2 
十 2bry tt er Oo Mar: tt 2bry + ey) 一 Ca — ha) lr 2 Se y } {10) 
可 知 , 旭 果 a 一 a 之 0, 央 
a 二 28 xy 二 ey > 
ax2 二 2bxy 十 cy 
和 如果 a 一 hia 之 0， 出 
az 十 3887 十 ey 
如 十 255 十 cy 
部 为 不 是 最 大 秆 ,和 就 是 最 小 值 ; 也 是 旭 些 ， 伺 入 比如 大 ,所 以 得 出 (8) 式 ， 


由 KL10) 厅 齿 , 当 


< Ry 


sn 


; (11) 
7? hn Ga — ha 
时 , 国 数 (9) 确 各 下 界 加， 而 雪 
一 和 一 一 和 一 4w C12) 
了 y2 a — Ma 
5) 方程 (67) 可 以 写成 为 
tac FR (ac 十 Ge 一 2551 二 ee — b= 0, {13) 
乒 以 rr 人 
Lo 14 
了 ac— ( 
及 机 F 本 
让 十 A + e285 (15) 
ce 一 由 
2 
VL J a 一 CA 十 Mr) aa” 十 MNase up 一 ba 
及 四 
a ) 十 30aa6 ec es 
YL yz a 一 CA 十 ee 十 3 a -一 b'a “ 
汉中 zi: 太 与 27 是 以 下 的 二 交 弄 的 两 根 : 
(Cab — ba) — fac— ea)ry tt (he — ech) = 0, (16) 
6) 极 易 推 得 
3243 十 Blays 十 tays) 十 cns = 0, (17) 


§ 2，Gauss 第 一 微分 型 
我 信 讽 在 考 虚 由 者 数 wo 表达 的 曲 容 5; 
z= Plu 0), y= bu, 0) z(u,v), (1) 
或 者 用 矢量 符号 
r= ru,v) (2) 
过 之 ， 
如 果 ,vv 又 是 做 变数 :的 图 数 , 剧 当 变 时 ,我 们 就 得 量 S 上 的 一 条 曲 经 <, 这 条 曲 
各 的 切 贸 方向 是 
dx _ OP ds 


十 信和 2 ， 
dt On dr dr Ar 


dy Od 
dr On di Be dr (3) 


dz Ow du Ow dr 


Af Sm A | dv dr:" 


命 
r 一 (22 ov Do) 
“ Du’ Ba” Do 和 
(4) 
dP 已 几 Ow 
于 (sr Sv ， ); 
朋 曲 和 绑 = 的 切 笑 量 等 于 
de (5) 
A dt or . 


因此 曲线 e 的 切 方 向 由 学 和 委 - 叭 一 地 决定 
下 


特别 , 当 w 或 v 取 常 数值 时 , 在 此 面 上 我 们 得 出 两 族 昌黎 , 这 驳 族 曲线 称 为 曲面 上 的 
举 标 线 ,坐标 敌 上 曲面 的 切入 态 向 备 为 mm 

今后 我 们 只 考虑 曲面 8$ 上 的 这 类 点 : 在 这 些 点 上 ， 矢 最 ?和 Tr, 互 不 平行 。 特别 , 两 
个 都 不 是 零 矢量 ， 

这 个 条 件 告状 我 们 ;一 阶 行列 式 


ap ou 6% Bo Sw De 
A Ox 日 5 Ox Ox Or 
dm B01 dp Owm|’ Bw 日 gp 
Br Or EE Bo Or 


当中 至 少 有 一 个 不 为 老 ， 例 如 ,第 一 个 行列 式 不 为 零 , 那 末 由 脆 曾 数 存 在 定理 , 我 们 可 以 
反 解 出 


= u(x) x, 
因此 曲面 S 在 这 点 附近 可 以 写 庶民 画 数 的 形式 : 
zs = ws 0) = wt vers 人 


平定 人 了 


(注意 ,这 不 等 于 谣 理 个 曲面 可 以 用 一 个 显 式 表示 ， 例 如 ,球面 嘻 直 认 十 呈 一 1 一 中 。 

伺 。 以 原点 为 中 心 ,R 为 牛 径 的 球面 : 

= R sin ucos vy, yy Rngsinve, 和 于 Reosu 
当 # 一 c1 时 ,得 出 球面 上 的 缮 米 ; 而 5 一 c 时 ,得 出 款 面 上 的 梭 线 , 径 线 、 缠 线 人 成 球面 上 
的 华 标 钱 。， 沿 重 炎 的 切 方 向 是 
(— Rsincsins, Rsincicosv, 0Y), 

它 是 和 (x, y) 平 而 平行 的 笑 最 . 

由 和 炉 。 的 弧 长 的 微分 的 平 帮 等 于 

di dt dy ds dr-dr 


人 


了 本 ww 
= Ein veldr t+ 2F (sn, vdudv + Gln, vde, (6) 
此 处 
(32) + (98 + (aa 
Elu, v) (2) 3) + (8 人) ， 
， Bp BP dr 6 Do dw 
pu, 0) ~ SP OP | O09 Oy , 
(TB, Bud be Oo (77 
ss vo) {ODY ,obY faoy 
Gu, 7) 32) + (的 (32)、 
用 舌 昌 符 导 


吾 一 Te， 所 一 To OG~—r,r,, 《87 

《6) 称 为 Gauss 第 一 微分 型 

华 标 钱 x 一 及 vz 一 021， 相互 正 疾 的 必要 且 充 分 条 件 是 = 0。 在 这 样 的 情况 下 ， 
遇 带 卡 的 坐标 系 称 为 正 交 坐标 条 ， 

由 $1, (1) 可 知 ,第 一 微分 型 的 拓 别 式 等 于 

EG— Fi |? 一 《rr 一 Fr。 xX ,2, 

朗 二 和 关 量 mw 与 m 的 舌 量 积 长 度 的 乎 后。 前 已 知道 它 等 于 以 mw 虽 六 为 边 的 平行 四 边 形 面 
积 的 平方 . 

从 一 点 4( 一 (#9)) 出 发 ， 沿 vz = cy 作 一 微分 矢量 dn 消 w 一 ci 作 一 微分 关 量 
dv， 这 二 人 笑 量 所 定义 的 平行 站 边 形 的 面积 用 48 表 之 , 称 为 曲面 上 的 面积 元 大， 由 

{Yda) X (CF, de) 一 (fr Xr,) da dy 


可 知 ， 
d= [re X radudv = VEG— Fidu dev. . (9) 
注意 86 一 F? 总 是 正 的 ,这 是 因为 在 我 们 所 考虑 的 点 上 , 笑 量 ,和 百 不 平行 ， 
答 了 山 个 方向 (Qn, dv) 与 (Bu, 8o)， 有 两 个 切 和 气量 
rdr 十 Fydv, Fs Bw + Yd, 
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芒 酚 个 矢量 的 夹 角 佘 就 等 二 
(Trude 十 ap (rn ror) _ 
lr,adn 十 Fade | rod + de | 
Edrdut Fldndr + dndr) + Gav bo (10) 
VE dw + 2F dudo tO dr (ETIren Go | Goo) 
如 果 过 一 点 有 二 由 各, 宪 们 在 这 点 的 切 简 方向 各 为 (au, dv)，(64， B80), (10) 也 称 为 这 两 
留 祁 的 夹 角 余 蓄 . 
习题 ， 这 些 习 题 诺 随 著 讲 程 的 进展 而 深 步 宪 成 ， 以 下 办 一 批 曲 面 , 现 求 田 它 俩 的 第 
一 微分 式 ; 学 了 §3 就 求 肝 它们 的 第 二 微分 式 ; 学 了 引 就 爱 点 的 分 类 ; 学 了 $6 就 计算 曲 
环 赔 、 记 曲 春 等 等 ， 曾 之, 这些 习 置 与 本 章 相 始 移 ， 


1。 球 ; 
十 六 十 RR 

2z， 遇 面 
go art 26ry 十 < 所 

3， 环 面 


4 和 十) 一 《经 十 拉 十 这 十 环 一 2 


省 104 
它 是 一 个 球 族 所 占有 的 守 转 部 分 的 表面 (这 个 
球 族 的 牛 径 为 a, 潭 球 心 在 人 生年 为 过 的 加 上 )， 
利用 参数 方程 


Fo= (th 十 geps 由 cos 由，《5 十 他 Cos 中] sinm, asing). 
解答 ， 第 一 向 分 型 “de 一 ap 十 《二 十 acos tp) iadp: 
4， 夫 链 噶 (电大 链 写 和 伏 盐 裤 诈 转 而 香 的 )]， 乱 链 线 的 方程 是 
[acne 人 
r—( ch J cos, gch 7 sin9p ,路 


和 解答， 第 一 微分 型 : dr =. ?ch aero + dw). 
5， 螺 施 商 ， 平面 曲名 缠 同 平 西 上 的 一 直 米 施 炉 ， 才 灌 此 什 加 的 六 向 前 进 ,使 所 行距 
况 与 旋 恩 角度 成 比例 , 即 得 螺 族 面 ， 宪 的 方程 基 
r= (p(t)cosp, We) sinp, (和 + ef) 
( 当 = 一 0 时 螺旋 面 化 为 旋转 曲面 }. 
解答 ， 弟 一 御 分 型 dr 一 (yy? 寺 )d 寺 26 dadp 十 (天 十 dp2 
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§ 3，Ganss 第 二 微分 型 


医 量 和 
KE, ry 
是 曲 画 的 法 生 注 向 ,期 
Fe 
. IT x ,| 
为 单位 法 线 方 向 ,如 
YT, Xr 
二 一 C1) 
VEC— Fi 
显然 有 > 
ar'm ~— 0, (2) 
微分 此 式 得 出 
一 dr:dm 一 .mm， (C3) 
微分 型 
— daramo= —{r dnt rd Om dt md = drt 2M ddyv i Na (4) 
称 为 Gauss 第 一 微分 型 ,此 外 
L = ,Tn,, 
1 
M= 一 一 人 9 十 时 i 
7 mn/ (5) 
N 一 一 TI 
《3) 式 右边 等 于 
[ 2 dr dr r,s a) "mm, 
因此 
了 一 To Moor mm, Nor mn, {6) 
由 (1) 可 知 ， 
Ox Oy Ow 
[2 站 ze i? 
Po Ty XK EY) 1 Sx Oy BB 
Lo EE.. i ， 
4 一 和 VEG— F? On De Or 
Ox Oy Og 
Ov Ov Op 
Bx By 站 
dud dnd Gudv | 
hi 二 Ps r,) -一 1 Bx Oy B= 《7) 
VEG Tm Vie Flo bo ax 
ar By 8z 
Ov Or Ow 
Br dr ar 
下 (Cr, XX r,) 1 Ox dy Oz 
No = Dr Dr Ox 上 
VEG—F MEG— FF 由 
Br By Or 
Os Dr dv 


二 和 


在 显 式 表达 形式 


s— f(x, y) ， 
时 ,用 社 号 
p= of g— ,4 7 sm of 
| yy Ora Bry Oy” 
如 得 
EB=1+f, F=pg OG=1+# 
此 


VEG— Fe Mit 


+ 


Le MN 
V1 十 如 十 允 VIT 十 术士 下 WE 士 护士 久 
§ 4. 曲面 上 锚 线 的 出 论 


“是 曲面 3 上 的 任意 一 条 井 线 , 凡是 这 上 曲线 上 的 一 点 ， 在 晶 线 “上 的 长 度 微 分 是 十 ， 


宙 上 和 将 式 43 可 知 1， 
EL dw +t 2M aude tt Nar am .mm (1) 
Edrm + 2F dsdv t+ Oar ds ds ds ” 
用 于 ft 一 2 是 蕴 米 上 的 首位 切 笑 量 , 由 Frenet-Serret 公 雹 
一 且 ， (2) 
ds p 
这 上 儿 # 咕 由 线 5 的 曲率 牛 径 ,nm 是 曲线 ec 的 单位 主 款 线 矢量 .21) 可 以 写 记 为 
nm dr dm 
ee 了 
[a ds ds ~ 人 ) 
命 钻 表 遇 商法 笑 量 加 与 曲线 十 法 笑 量 n 的 夹 角 , 则 得 
cosp _ dr dm Lde tt 2M dnds t+ N dr 《49 
户 ds ds Ed 2F drudv +t G dr 


如 果 给 了 5 与 吊 , 则 户 唯 一 翅 决 宕 了 ,因此 有 
上 


定理 1。 在 曲面 上 某 一 点 其 有 相同 切 纺 及 相间 主 法 线 的 曲 闭 一 定 有 相同 的 曲率 御 
径 . 

当 gp 一 0 时 ,有 则 线 的 主 法 重 与 地 灿 的 法 线 闻 向 ,通过 法 向 与 的 切 向 作 平 面 ,这 平 
而 奖 曲 而 于 曲 纹 co, 曲 米 。 与 co 的 切 绕 与 十 法 鲁 都 同 向 ,因而 省 们 的 曲 容 全 多 也 都 相等 ， 
co 是 平 面 曲 绪 ,这 样 的 则 和 线 称 为 法 蕉 继 , 就 是 通过 曲面 的 法 向 做 平面 折 截 出 的 曲线 . 

因此 主 法 线 与 晶 面 法 纤 周 向 的 曲 粮 的 曲率 药 研 究 ， 一 变 前 为 法 截 线 的 曲 认 的 研究 了 
《定理 生 。 

过 法 入 的 平面 有 邯 究 多 ， 因 币 法 截 线 也 有 无 穷 多 ， 在 曲面 的 切面 和 输 与 任何 一 个 切 


樟 方 向 ,我 们 可 以 截 出 一 条 法 截 镶 米 ,也 就 是 痊 了 学 .就 有 -一 条 法 截 技 . 
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但 苞 样 做 色 的 法 蕉 礁 的 二 基线 方向 ,可 能 与 了 同 向 ,也 可 能 与 坦 皮 辐 : 也 就 是 四 一 有 
或 zx, 郎 cos 中 一 士 1 

节 面 5 王 的 任何 一 条 曲线 <, 其 上 一 点 M， 过 点 村 , 茹 邮 线 。 的 法 蕉 线 co 称 为 对 应 
于 * 的 法 截 线 。 P 是 和 的 曲率 结 径 , 尺 是 < 的 曲率 咎 径 ,出 于 切身 相 同 , 邵 2 的 数值 由 


同 ,所 以 


er 基 P= +tReosp, ) 


这 儿 畔 是 曲线 < 的 主 法 敌 与 曲面 法 缉 的 夹 朋 ， 因 此 得 
定理 2 《Meuenien 曲 而 .上 任何 申 稳 华 菏 点 的 曲 座 千 径 等 于 对 应 的 法 截 钱 在 这 点 


| 


Po 


上 
意图 ,至 式 (2) 变 为 其 个 天 生 径 的 闫 对， 这 显然 是 正确 的 . 

由 Meusnier 定理 ,曲面 上 曲线 的 曲率 的 研究 , 化 为 过 
这 定点 曲面 上 法 截 线 的 曲率 的 研究 ， 

法 截 科 的 册 率 竺 于 


1 _Lar 十 2M dn dwr 十 Na (6) 
R Ean 2F dudv + Gd 


但 必须 如 以 解释 ， 妇 果 右 边 为 正 ， 则 法 哉 厂 的 主 法 续 与 mm 总 106 
的 :后 向 相同 ,曲率 年 径 等 于 呈 ; 如 果 有 这 为 色 , 旧 方向 相反 ,曲率 个 徐 等 了 于 一 RR, 


$59. 点 的 分 类 
和 


L 如 果 在 对 点 MP 一 LN << 0， 划 所有 的 法 稚 镶 的 曲率 二 都 有 相同 的 符号 , 也 就 是 
侨 , 所 有 的 法 截 钱 的 主 法 线 方 向 在 也 面 的 同一 侧 。 这 样 的 点 称 为 酉 暂 性 点 . 

2. 如 果 在 MM 点 M? 一 LN > 0, 则 曲率 去 可 以 不 同 号 ， 有 时 与 法 向 问 介 有 时 产 侧 。 
这 样 的 点 称 为 双 曲 性 点 ， 

也 如果 MP 一 LN 一 0, 则 5454.06) 的 分 子 为 一 完全 平方 弱 以 Nt 或 工 ), 曲 这 不 变 员 ， 
但 有 某 一 法 截 线 曲率 为 9， 这 样 的 点 称 为 抛物 性 点 ， 严 格 地 褒 , 工 一 M 一 N 一 9 的 点 
必须 除外 ,这 样 的 点 称 为 蜂 聚 点 . 

注意 ,在 李 因 性 点 ,六 决 不 为 0 , 面 其 他 两 种 情 殉 都 有 使 二 为 9 的 方向 存在 . 捷 就 是 
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二 次 多 项 式 Lads 十 2Mdu dv 十 Ndv? 的 实 根 . 
剑 ( 旋 围 曲面 )。 在 个 , 太平 面 上 有 一 条 曲线 c: 
EEE, yy. 
把 号 坦 做 为 z 轴 , 曲 科 5 绪 z 碍 旋转 ,得 出 来 的 由 面 称 为 
旋转 面 , 市 * 二 称 为 旋 炉 轴 , 显 然 肥 
一 
凑 变 数 表 达 武 臣 
T= (wcosm, ysinp, ¢), 


由 此 得 
dr 一 《7 cos 中 ， 7 sin 中， €' Yar 


十 【一 ?sin PP, ncos P, Odop, 


图 107 dr dr = wap tn Ed, 
却 
EE=F, Fo=0, GG=—=»7:+&? 
又 作 oF re EL 本 +t 
r= (Cy co py sn ), Vo (~—y snp, ycosp, 0), 
rrr 一 《一 ?cos 路， — ysin®, 0), 
推 得 第 二 微分 型 
(ye Ey Yd + ndp 
VE + | 
因此 


LN— Mi (ye ~ én )n, 
更 在 来 看 旋 郝 面 上 点 的 类 别 , 取 显示 霄 达 式 了 一 大 E)， 旭 得 
LN— M: = —f" (re). 

假定 此 航 都 在 了 > 3 的 一 方 ; 部 并) 疡 0 如 此 则 MM 一 LN 与 丫 ( 同 车, 由 束 是 当 
让 () 之 68， 之 0， 二 0 时 各 为 椭 辕 , 双 则 , 措 物 性 点 , 也 就 是 如 时 了 曲线 凹 向 闫 旋转 轴 时 ， 
得 鸯 图 性 上 点， 几何 上 站 来 也 是 将 党 的 ,内 为 这 时 使 , 团 面 在 旋转 体 之 外 

曲 粮 上山 身 闭 旋 转 费 时 ,得 双 曲 性 点 ， 从 几 人 上 涯 来, 则 各 的 散 税 方向 在 体内 , 而 这 点 
经 族 款 所 成 的 圆 的 切 税 方向 其 在 体外 ,内 此 有 内 有 湖 外 . 

册 芒 的 扭转 点 是 井 遂 的 抛物 性 点 ， 


6. 上 率 线 
从 法 截 镜 的 曲率 公式 出 发 ， 


1 _ 了 十 2Man dv + Naw (1) 
RR Ea -HF 2F du dv 4 Gd” 
由 51.4, 有 了 渍 个 方 税 (dia。 dv) 及 (au dv) 存在 ,使 十 取 填 , 上 ,而且 
ER R: RR; 
1 oo Ld 十 ?Mac + Nadv 1 (2) 


= EE 
BR Edw -tr 2Fdudv + Gav Ri 


间作 


这 儿 并， R 是 方程 


(LN — MYR (2FM — EN GL)R+ (ECG— FN)~=0 {3Y 
的 一 根 , 和 而 (din, dw) , (da, 由 四 是 
(EM — Fld 十 【五 用 一 GL)dndv FT (FN — GM)dv:— 0 (4) 


的 二 个 解 。 但 霸 注 意 , 如 果 


如 任意 方向 (du, dv) 都 是 (4) 式 的 解 ， 和 这 时 由 式 !2) 可 知 RL 一 R,、 这 栏 的 点 称 为 同 点 ， 
我 们 可 以 证 明 ,处 处 是 加 点 的 遇 面 , 一 定 是 球面 (这 儿 不 床 》， 在 今后 的 圭 诊 中 , 把 节点 除 
外 ,的 根 不 会 重 并 的 ,其 原因 是 ,由 (1.11),(1. 12) 得 


du _F—-RM wre__ F— RM 
div FERRE dw E— Rl” 


如 果 相 等 , 剧 Ri 一 Rs, 序 星 贺 点 了 . 
由 (din, do) > fen ca 所 定 冯 田 求 的 两 个 矢量 
(Fd + rd ), {rude 十 了 Gao 


(5) 


是 瑟 和 下 次 的 ,其 理由 是 
(rr 十 se) " (ruddom 十 rudy -一 Eire dir 十 Fldiw dt 十 dan do) 二 Cds dav, 
由 《1.17) 可知 紫 式 为 0 
1 


方向 (5) 称 为 至 方向， 去 ， 去 称 为 二 遇 率 ,又 Ri, Ri 称 为 主 曲 雁 中 低 ， 由 《5) 所 定 
1 pj 


义 的 两 族 曲 续 称 为 曲率 粮 , 在 曲面 上 成 正 交 华 标 出. 
如 果 把 它们 作为 众 标 线 ， 央 下 二 0; 如 虹 # 一 csv 二 02 是 曲率 线 , 它 一 定 适合 微分 
方程 (4), 即 得 


EM = CM = 0, 
但 BG > 0, 因此 MM 二 0 

反之 ;如 果 二 MM 一 8, 草 方 程 (改变 为 

du dv 一 由 

因而 * = csv = cz 是 烛 座 线 , 内 得 

定理 3. 坐标 网 是 曲率 网 的 必要 且 序 分 系 件 是 : 在 整个 曲面 上 ，Gauss 的 两 个 二 次 
型 馈 中 间 项 ,好 下 二 二 00. 

规 在 
EG 


Mi LN ， 
KR; 


由 于 EG > 0。 因此 得 
在 莫 加 性 点 处 , Ri 与 Ra 同 号 。 但 在 双 曲 性 点 处 ，Ri 与 R; 异 号 .由 到 变 到 二 必定 
猎 过 0 值 ， 这 时 候 所 对 应 的 为 役 称 为 狐 近 性 向， 对 应 于 汤 近 方向 的 曲率 为 0 ， 曲 率 征 径 


"2 


为 0， 
定义 .、 两 曲 涂 的 乘积 


称 汶 Gauss 曲 恋 , 而 其 和 的 平均 数 
_ Li/li.,.Li 
称 汽 曲率 中 依 . 
四 43) HH 有 和}， 


LN—M! EN 一 2FM + GL 
K=O (6) 
百 仑 一 下 2CEC 一 1) 


和 全 1，。 电 过 旋 柄 贺 曾 的 二 程 


7 3 机 
站 ° 
的 寺 数 表达 式 是 
r=—=acostsing, v= asnusint, ecosv, 
不 难 竺 出 
下 一 azinap， FF=0, Oo daicosr 十 casintp， 
_ ac simp M0 EC 


Va rosy + cisin’v vaicosly + cisiniv 
由 于 FF 一 MM 一 0, 所 以 zx 一 常数 ,oo 一 第 数 都 是 曲率 线 。 实 质 上 , 由 于 (7) 是 名 放 面 , 它 
的 笃 入 【vr 一 < ， 综 各 (x 一 cn 是 曲率 续 ， 因 而 F 一 M 一 0， 可 不 待 计算 而 知之 ， 调 
Gauss 曲 齐 
芭 一 1 LENA e? 
RIR;2 EG— FF’ (acos vy 十 eisin vy 


* 2 2 
| 一 
二 十 了 一 衬 
本 st ce? 
的 量 示 式 
' 2 2 
x 
ea. 
: 并 A 
不 难 求 得 
er ey _ eo 加 cry er 
PT ge 加 bs 2 bz ’ a el” ie 


由 节 于 一 天 一 由 所 以 所 有 的 点 都 是 抛物 点 :并且 人 一 个 主 明达 生 径 等 于 20。 显然 ,对 应 
的 主 访 同 与 狼 商 的 划 直 线 牌 合 . 


$7. Euler 公 式 


假定 我 们 已 色 以 曲 床 知 网 为 学 标 网 , 别 
1 Ld + Ndv’ 
1 
RE Edw Tt Gd ， 《1 
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取 一 ca 得 主 曲 率 


1- 
R, EE’ 
了 到 = 一 ci 得 
工作 
R, & 
因此 
Ladx + Ndr _ 1 Ed 站 1 do 


ECG RBadw TF Gd RR; badw + Gdv!" 
命 8 蚌 方向 dv/dr 与 曲率 线 v 一 0 的 交角, 剧 


1 2 站 
- Fe = cosd, ~ Ca 3 一 sin'0, 
Bin + GAdv Pax + GAdv 
因而 得 出 Evler 公式 
工 -ss 二 sme 02) 
民 RI K, 


多 此 得 
定理 4 在 曲 面 上 每 一 点 的 项 面 存在 有 郑 个 相 正和 多 站 的 方向 .在 这 两 个 方向 , 曲率 
= 达到 最 大 与 最 小 仁 , 并 且 志 与 去 就 是 对 应 于 这 两 个 方向 的 曲 座 值 .任何 法 短线 的 曲 府 


亲 以 由 Euler 公式 (2) 表 之 ,其 中 旭 是 法 截 线 的 切 粮 与 给 出 曲 计 去 的 方向 所 作成 的 角度 , 
1 


§ 3. Olinde Rodrigues 公式 


在 定 间 具有 一 个 参 变 烙 的 南 线 族 一 般 没 有 包 络 ,由 就 是 惟 , 不 一 定 有 一 条 曲线 ( 即 所 
发 的 包 和 络 ) 以 这 些 直 线 为 切 缕 .在 曲面 * 卡 任 了 肥 一 曲 熏 <, 在 上 每 一 点 做 昌 面 * 的 法 德 ， 
法 缆 也 成 一 站 业 族 ,这 梯 的 直线 族 个 一 定 有 和 包 络 ， 章 题 : 怎样 的 <, 其 上 各 点 作曲 面 的 迷 
终 , 这 污 线 族 有 包 络 ， 回 签 是 , 必 格 且 充 分 条 件 是 < 为 曲率 缕 ， 
恨 定 包 知 是 c1, 用 r 表 = 的 矢 径 ,而 疼 < 的 矢 径 ,对 表 示 = 上 的 一 点 ， 作 法 缕 , 这 
法 铸 与 a 的 团 点 是 Mt。 命 MU 的 长 度 舌 于 a, 如 此 则 得 
tl 二 rT 二 + am, 《1 
这 儿 m 是 单 仔 法 向 舌 量 . 
1 如 果 是 法 稳 的 包 络 , 央 它 的 鲍 厂 方向 一 定 与 m 焉 行 ， 
部 in 一 bm, 此 处 5 是 一 数量 ， 相 (1) 求 微 商 得 
bm = dr = ar + adm + (dad}rm, 


即 


dr + adm 一 mm， 
这 儿 e。 是 某 一 数量 ， 与 m 求 数量 积 ,得 


t= IF:m + adm':m, 
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切 科 晤 科 与 m 正 交 , 单 位 入 是 m 与 其 微分 矢量 4m 正 交 ,因此 。 = 一 0， 部 得 
dr + adm = 0. (3) 

所 以 .如 果 所 渤 讶 的 包办 存 在 ， 则 (3) 一 定 上 成 立 ; 上 友之 ,如 果 洲 oc, (3) 式 成 立 , 则 出 (1) 确定 
一 条 曲线 c 微分 之 ,得 dni 一生 十 zdm 十 (da) m 一 (de)m， 测 就 是 mm 与 oc 的 切 向 节 
行 ,内 吐 游 c 的 曙 面 法 夺 是 oj 的 切线 . 因此 公式 (3) 是 曲 入 5 上 曲面 法 新 具有 包 禾 的 必要 
且 充 分 的 条 件 ,注意 , 包 和 烙 可 以 蛤 作为 一 个 点 , 那 时 法 线 成 詹 面 或 福 面 : 佳 (37 臣 殷 然 成 立 ， 

我 们 现在 进一步 算出 (3) 式 中 的 4 就 是 未 曲率 个 径 之 一 ， 

展开 (3) 式 得 


de 十 Taz EF salmadr 十 md 一 由 (4) 
与 关 划 卫 ，ro 求 内 积 得 


Eans + Fav t+ al— Ladu— Madv) = 0, | (5) 
Fdr + GAs + al(— Mdr — Ndv)} = 0. 
省 入 du. dz 得 
(PN ~ Ma (FM — EN— GL)at+ EG Fm 0, 
这 毫 是 (6.3)， 内 此 # 是 色 , R; 之 一 ， 因 化 
dm 一 一 1 er、 (6) 
R 和 


这 称 为 Olinde Rodrigues 公式, 由 (3) 确 定 出 来 的 方向 是 让 方向 , 

定理 5。 曲面 的 曲 沸 禄 上 每 点 作曲 全 的 法 线 , 这 些 法 入 有 一 包 和 络 ，、 界 于 曲面 与 包 和 烙 
之 阅 的 法 粮 的 长 度 壬 于 主 师 率 秆 径 之 一 ， 

其 一 笠 面 曲线 和 着 位 于 这 笠 面 上 一 直线 旋 转 所 产生 的 曲面 的 曲率 乒 就 是 写 的 苍 线 与 
竺 线 ， 综 线 是 指 这 册 线 上 一 点 的 再 迹 ,其 上 的 二 面 法 线 成 一 争 面 .其 顶点 就 皇 平 面 曲线 的 
法 黎 与 轴 的 交点 。 而 释 米 是 指 过 坤 于 好 所 被 出 的 线 , 法 实在 一 下面 上 , 所 以 有 包 络 ;这 与 
定理 子 所 基于 的 结论 相 园 。 


§9, Dupin 定 开 


在 空 交 有 三 族 互 柜 禾 下 的 曲面 : 


Pix, y» 2) A ptr, Ys 2) TT dz wx, 区 > 多 一 43 . (1) 
它们 形成 空间 的 一 个 正 变 曲 克 坐标 网 ,也 就 是 囊 以 解 轧 成 为 
下 = 二 Pilg1, | gy) ss y 一 gta, 可 3， Gy 。 号 一 W113 J， qa), (2) 
沿 绕 标 线 的 切 铝 天 明 各 为 
Yes Te Fg. (3) 
正 交 的 条 件 可 以 写成 为 。 
Tar 0 Foro — 0 ra'rTs 0 (4) 


第 一 式 对 qi 求 微 丙 ,第 二 式 对 9 求 微 商 ,第 三 式 对 gs 求 敏 商 ,得 
Tose'Tes 十 To,'Tega 一 由， 
站 esoa Ya, 十 Tes Fags 一 0, (5) 


Fags’ Yas 十 Ta “Taggs 一 大 


三 式 总 加 , 沽 第 一 ,第 二 ,第 三 式 得 
rag Frys ™— Varga To — Yaog, Yao = 0, (06) 
由 (4) 及 (6) 得 
Er Ye， 一 Fe Tas 一 Tgas’ Tas 一 0。 
可 知 ，rg,, ra re 都 得 直 于 ra。 因而 在 团 一 平面 上 郎 得 
Fag, (Fy X re) 一 0. 【2 
现在 考虑 曲面 g 一 常数 ,而 有, 9 作为 套 变 是, 得 
Yaga (Fg XY To) 
F=ra'ra—0, M= Te 一 2 = 一 0。 
因此 坐标 绑 员 与 下 基 弗 面 四 一 常数 的 曲率 神 , 因 此 得 
定理 6 (Dupin)。 ”如果 空间 有 三 族 互 相 正 次 的 昌 面 ， 在 不 网 的 两 族 中 的 任 合 两 个 
曲面 的 实 稿 是 这 两 个 曲面 的 曲 凑 糖 . ， 
他、 椭 球 坐标 ， 考 虑 合 参 数 P 的 二 次 曲面 : 
对 一 国定 的 点 M(x,y, 区 ， 得 出 p 的 三 次 方程 ， 不 难 证 明 , 有 三 个 实 根 w, v, 而且 适 
合 于 


=1, a> het (8) 


Oa ow (9) 
葡 样 三 个 数 Cw, vw) 称 为 点 MCx, yz) 的 李 球 坐标 ”以 上 计 前 ,我 们 假定 x, y, x 
中 无 一 为 0， 个 然 ,(2) 化 为 的 二 次 方程 子 . 
我 们 偿 究 矿 球 谷 标 系 中 的 级 标 曲 面 ; 以 x 代 p, 则 得 精 球 面 : 


1 2 2 
Zr tpt a 《10) 
以 "和 代 吕 得 单 叶 双 向 面 : 
2 2 2 2 
Ha Gp) 
以 w 代 6 得 双 叶 双 曲 面 
tt 人 (12) 


Tw, 
现在 让 明 (10):(117:(12) 正 变 ,曲面 (10) 1 的 法 线 方 向 :各 为 


w 也 名 , 3 ¥y 如 
a tin ”二 
x 2 


[| 【十 of 十 的 (aT) 
1 ( 人 十 -- 了 十 2 一 一 一 一 一 二 一) 一 0 
g 一 不 十 区 十 二 
故 得 所 证 . 
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$ 10，Gauss 曲 穴 的 几何 章光 


把 水 线 单 估 矢 量 的 姑 点 移 到 举 标 中 心 , 其 未 端 MY 就 在 以 原点 为 中 心 的 单位 球面 上 . 
当 以 在 曲面 + 上 移动 , M” 和 便 在 球面 上 移动 ,这 样 的 表达 方法 , 称 为 曲面 的 款 面 宇和 象 ， 4 
的 位 十 由 wv 唯一 决定 . 
在 球面 上 M* 点 的 参数 未 达 忒 是 mm 二 mlw, 四 ,因此 球面 的 Gauss 第 一 微分 型 等 十 
dm dm — Eodw: + 2Fodn dv 十 Code (1) 
此 处 
一， 一 
其 面积 元 崇 等 于 
dS 一 VoGy 一 Fi du dv. (2) 
微分 型 (了 也 称 为 原 曲 面 的 Gauss 第 三 微分 型 ， 
引 开 4. 3) ,家 
a=r, b=r, c=m,, dsm,. 
首先 由 和 于 rm = 二 0, 得 
0 = (mm), 一 ry mm + 区 mv， 
即 得 rm 一 一 Pad 一 Be， 上 青 由 mm 一 1 可知， mm, 一 Mn 
my 一 0， 前 ma 季 直 于 种 划 ,。 故 加 X 各, 与 胡平 行 , 故 与 加 X mv 平行 ,因此 a Xb 与 
& x 薄 补 行 。 故 由 81，3)， 得 
(LN 一 MY) = (EG — FNCEG, 一 FS), 


由 此 扒 得 
下 ofzn 一 Po 
Kk -一 
YEG—F? | 3) 
也 就 是 
CS Kds. 
因此 有 


定理 7， Gauss 此 球 的 袍 对 信和 竺 于 曲面 一 点 的 向 积 元 素 与 其 球面 映像 的 对 应 点 的 面 
积 元 素 之 比 , 
非常 什 得 注意 的 事实 是 : Gavss 曲率 的 表达 式 


要 闽 骨 这 个 贰 等 式 并 不 难 ， 例 如 , 取 显 示 式 :这 恒等式 就 是 
二 -9 ~ 0 "yO 
+pglrt Be 人 4 十 如) By (1 十 gq) By {1 + p) 3 (1 十 gs 


而 这 是 显然 的 . 
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因此 ，Gauss 旧 率 可 以 仅 用 EE，FF,G 及 其 对 wo 的 微 商 表达 出 来 ， 这 是 一 个 次 刊 
的 内 在 的 现象 ， 这 是 忆 现 Riemann 几何 的 原始 根 兰 之 一 ， 所 请 Risemann 几何 者 ， 瑟 是 
从 一 个 微分 二 次 型 对 发， 研 讲 与 之 有 关 的 几何 性 厦 的 学 半 也 ， 竺 合 现在 的 情况 来 说 ， 那 
些 几 何 现 象 只 与 E，G。P 有 关 , 在 曲面 论 的 研究 中 ,就 是 曲面 互相 可 民 的 性 厦 . 


有 11. 曲 雍 中 什 的 见 何 意 》 
在 曲面 s: 


Torla,w) . 

上 和 任 一 点 于 处 ， 沿 法 向 m 截 一 毁 其 为 nln 一 zln, 0)) 的 线段 MMM, Mi 曾 一 新 昌 面 5， 
黄 关 的 关系 是 

rt == 二 十 nm. 《1) 
对 EF 求 微 商 得 . 

ro 一 和 wm 十 am r= ,+ nm + mm,, 
5 的 Gauss 第 一 微分 型 的 柔 数 是 机 Fi G1。 假定 #2 二 nny 92) 到 mt 部 很 小 可 以 
略 江 二 次 项 , 则 得 
El = rir = (rr, 十 mn 十 zh tr 十 n+ FI) 一 
. 一 : Fe Ty 十 Zr Im 十 2a, mm ). 
由 rm 一 0 挫 得 
Em 已 一 2nL, 


同 理 ,不 难得 到 
Fi FF— 2M, GO—= G— 2nN, 
出 此 推 得 
RO— Fi= EG Fi 2ntEN— 2FM 十 会 
仍然 略 去 高 阶 项 . 
由 于 曲率 中 值 等 于 
HH EN— 2FM+ er 
2CEG— EF’) 
所 以 


EGi— Fi= (EG~— FY) (1— 4H), 
开平 方 , 依 二 项 式 定理 履 开 (1 一 4n9)?, 大略 去 高 次 项 得 
VEGI— Fi~ VEG—F: 《1 一 3z)， 
胀 以 zr ,do 并 积分 ,得 玉昌 面 : 与 曲面 a 很 这 时 ,面积 的 差 客 
| VBIG — Pldu dr 一 人 EG — Fiadndv — 一 全 2nH VEG— Fida dv, 
[| Cry 


《 


郎 
83 == 一 人 2nHds, (2) 


ry 


这 个 公式 可 站 寺 联系 于 图 名 的 Plato 随 题 :“ 答 已 知 的 界线 工 , 求 以 工 为 边 径 的 面积 
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和 


如 果 在 曲面 上 有 其 一 块 o, 共 上 HH > 0, 选择 x, 使 其 在 5 上 是正 的 ,而 曲面 上 其 余部 
分 等 于 0 , 划 
#7 二 一 (| 2aHdr 之 和， 


tay 
印 以 工 为 周 界 的 遇 面 1 的 面积 小 于 : 的 面积 ， 与 假定 相 违 背 。 如 果 有 一 抉 其 上 日 < 0， 
天 如 #, 使 在 上 为 催 , 而 其 余部 分 为 0， 园 样 , * 的 面积 不 是 最 小 ,因此 
曲 这 中 值 等 于 0 的 曲面 称 为 最 小 曲面 。 


$12 活动 标 架 
候 定 已 经 了 到了 正 交 学 标 线 ,也 就 是 假定 了 F 一 0, 序 


it = E, Fe = 0, rir, 一 他， 


re mM tn,— NN,. 
三 单位 矢量 ; 
m. ft， 一 和 » tt =* 学 
EE VG 


尔 为 清 动 标 架 ， 活 荔 标 加 是 互相 正 交 的 三 个 单位 和 拓 量 ， 每 一 点 有 一 个 活动 标 架 ， 任 可 一 
个 矢量 都 可 以 分 解 为 这 三 坐标 矢量 的 和 ,如 Freuerserret 公式 一 样 我 们 可 以 研究 这 三 坐标 
矢量 对 #, 对 * 的 微 商 对 这 三 坐标 矢量 的 分 解 式 . 

由 于 正 交 及 单位 性 质 , 我 们 知道 
生 -~ gh + sim, 
”一 一 dt 十 S21 > 


(1) 


na 
一 一 一 一 9 — sh 


bd 


2b 
EE 


am 
可可 


现在 定 册 ?, 9，r Ps my mi 首先 (1 中 第 一 式 与 矢量 所作 内 积 , 得 
一 ta* t,. 


一 一 pt 十 ra ， 


(2) 


一 rt 一 rth, 


At 
一 pt 十 ~ 


由 于 


人 et 
” WE VE Wa” 
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上 与 t 正 突 ,所 凡 


Er == Tp Yur = Ll (r, ‘TF,) = 工 -Ge (3) 
VEG 2VEG On 2 VEG 
同 法 , 
5 一 一 下- 芋 (9 
2 WEG 
及 
ai 9 (I ) Fs- Mm 3 (i I 
oa 一 人 m= = To jr MC 
Bn On VE 7 五 Ou FE VE 
同 法 得 
工 ad NM N 
?1 二 9 f2 一 一 一 一 > 有 二 一， $2 2 一 一 一 。 
VE GC VE ye 
郎 得 
1 ££ L 
tt 一 一 -一 一 一 tt 十 
2 VEG VE 
1 FE, MM 
ti = 一 -一 一 一 出 十 一 一 一 3 写 
2 YEG Vo (5) 
mn, 二 一 £ 所 Mr 
VE VG 
政 
1 © MM 
也 ， 一 一 十 一 一 m，, 
4 EG EH 
1 © N 
b= 一 一 + am, 6 
2 EG VG ‘6) 
TH, 一 -好 二 一 ~ 
VE Ve 
命 
m= pant gdy, oh nadn sd, wa radn tt sdvy 
刚 洲 动 标 架 的 全 微分 表示 形式 表 
dt = 一 wt + wm, 
dt 一 wt 十 wo 
dm 一 : 一 wt; 一 wzt;, 
这 几 
人 = 1 《五 ,Ca -一 Gdr), m= dn Ry We MO, 十 Ny 
2 EC VE VE VG Vo 
附 训 。 如 此 有 对 应 关 双 的 二 曲 曾 为 
s: T= rw, 0), 
Sl: 人 一 rr, #2), 


镍 月 和 如果 它们 有 相同 的 第 一 ,第 二 微分 二 砍 型 , 那 林 它们 所 对 应 的 活动 标记 活 合 相 向 的 徐 “ 


分 方程 45) 与 (6)。 从 曲线 散 中 处 一 Frenet-Serret 公式 的 方法 出 发 ,我 们 能 够 证 朋 , 枯 过 于 
移 、 族 圭 可 以 把 * 与 a 互 变 . 
更 本 质 的 问题 荐 :寻求 条 件 荐 断 任何 二 曲面 能 音 泛 平移 , 诈 转 互 变 ,也 卫 是 在 变形 
二 Pl) 


2537 " 


en re 


下 一 对 二 灾 弄 
Ed 十 2Fadudr 十 Gdvi, Ld 2Mdu 十 Ce 
是 再 能 同时 变 为 男 一 对 : 
Ed 十 2Fidm dot Gdvi, Lrt + 2Mdnu du 十 zol 
的 间 肿 ， 李 书 椒 作答 复 . 


§ 13. 旧 而 的 可 屡 性 


平 放 著 的 杠 旅 象征 着 一 个 平面 ,机 一 面 迎 风 际 扎 的 和 柏 旗 ,在 每 一时 如 ,就 是 一 个 曲面 ， 
铀 个 曲面 具有 这 样 的 区 系 , 称 为 互相 可 展 关 系 ， 确 切 些 部 : . 

如 上 果 有 二 大 人 苗 : 与 5, 共同 建立 了 以 下 的 点 点 对 应 关系 :由 大 变数 ws, p 定 叉 
5: = Fin, y), 
中: | Fi Fw, wo), 
当 wv 详 千 时 s,s 上 各 有 一 -点 WH, Mi, 寂 们 称 为 对 应 点 ， 当 

np v= 
时 ，f 9 上 种 困 一 条 曲 炎 ， 如 果 对 应 曲 嫌 段 的 长 度 相等 时 ,这 两 曲面 称 为 彼 叱 可 发 ,也 就 
是 说 , * 与 a 所 定义 的 第 一 微分 式 的 系数 让 等 , 即 
BEB=F, Foh, Go GG. 

上 节 的 苦果 如 明 了 ,可 展 遇 面 的 Gauss 曲 挛 相等 。 

关于 订 展 山 面 的 本 质问 题 是 :给 了 两 个 曲 看, 我 们 是 否 可 以 引进 合适 的 荔 变 数 , 使 它 
倍 成 为 可 展 关 系 ; 或 者 这 样 吏 ,和 给 了 两 个 微分 二 次 型 

Elus vd 十 2F (gu, rdu dv + Gn, vdv 

四 Em, wid + 2F1(Cm, vdnu dv 十 Go 2 
我 们 能 否 找到 一 变形 : 
把 其 一 变 为 其 他. 

乾 企 ,我 们 不 深入 计 论 这 一 消 题 , 


ut = Pln, »)， v1 一 pm, r), 


y 14. 上 曲面 族 与 仿 微 分 方程 
从 一 个 一 级 常 缴 分 方程 


gx 位 0，p 一 -下 《1 
dr 
可 点 解 得 
flx, yy cy) 一 00, {2) 
耽 代 表 一 个 曲线 族 . 
反之 ,从 一 个 曲线 族 (2), 求 第 商 得 
DF 十 df 一 3 
Br Oy? (3 


+ 之 5 


与 (2)。 消 去 c, 妈 得 原来 的 微分 方程 (1)， 不 羽 旭 此, 站 果 把 “也 看 成 * 的 画 数 , 央 微 商 


42) 得 
Of + p+ de 二 中 
Ox Dy De dx ” 
如 困 
3 2 
Ge dx ” 
其 4) 与 (3) 完全 一 咎 ,因此 也 得 出 同样 的 微分 方程 (1) 来 ， 
《5 表明 
de _ ps df 
dr 0 或 Qe 


(4) 


(5) 


第 一 式 改 明 “ 是 常数 ,这 就 是 曲线 族 .第 二 式 与 (2) 联 立 , 消 去 <, 即 得 申 缠 族 (2) 的 包 铬 ， 


也 得 出 方程 (1 的 奇 腊 解 ， 


我 仙境 在 表 将 这 个 镍 青石 福 推广 到 曲面 的 情形 , 郭 考虑 一 个 有 二 容 变 数 的 曲面 族 


所 zx， Fy Ss Hy b) 一 0. 


命 
pz oo 
Bx” ?7 8 
荐 由 (6) 及 
Bx 2 
af OF | 
可 二 一 0 


消去 =. 5. 可 入 一 个 仿 微 分 石 得 : 
中 Kx 3 ,Py 9) 一 0, 
如 果 把 s;, 6 由 看 成 x*,y 的 图 装 , 则 得 


Of | Bf ,Of Or | Of 65 


Hx Dx Oa dx Bb Br 
Of OF Bf da Of B68 


十 
dy 
与 (7) 相 比较 ,如 果 


1 fF > J 3 

Ba [2 

这 此 
ez 6 .0 Oa 
Bx Oy Br Oy 
和 如果 J 了 所 0, 因 

St 0 Of, 

Os 已 五 


i 


(6) 


《7) 


(8) 


(10) 


(C11) 
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也 就 是 汞 数 与 a,5 泡 关 ， 如 果 

= 0， 
耻 褒 明 a 与 上 8 是 图 数 相 关 的 , 也 就 是 五 一 Pp(a), 四 是 任意 画 数 ， 代 人 (6) 式 ,对 2 向 分 得 
出 


ef af 人 1 i2 
3 BF PC) 9。 (12) 


(6 与 (12) 隘 立 仍 得 一 饰 . 

因此 偏 机 分 方程 (8); 刻 可能 有 (6 作为 解答 , 称 为 完全 解 ; 出 可 以 从 (6 与 (11) 中 消去 
4, 而 得 由 解答 , 丈 为 奇异 解 。 更 可 以 引进 一 个 任意 函数 = 一 p(B), 由 (6) 及 (12) 消 去 
<， 也 得 一 解 管 ， 称 为 一 般 解 . 

几何 的 襄 法 是 : 完 爹 解 定义 一 族 肥 两 个 参数 的 曲 遂 梭 , 而 奇异 解 是 其 包 略 面 。 在 曲面 
族 中 , 任 取 一 个 一 套数 的 分 族 ,而 分 族 的 包 客 是 一 般 解 , 

倒 1.。 洪 虚 与 原点 距 议 为 1 的 平 而 族 : 

axt by+es—= (t+ c= 1, (13) 


由 
4 十 cp = 0,， 十 cq 一 人 0 


可 知 , 辽 曲面 族 适 合 于 偏 微 分 态 程 ; 


(xp ty sol+p+ | {14) 
(C13) 当然 是 (14) 的 完全 解 ， 曲 面 族 (13) 的 包 络 是 单位 球 
， 十 六 二 上, (15) 
这 是 奇异 饰 .大 球面 上 的 一 点 只 与 (13) 中 的 一 个 平面 相 切 . 
一 般 解 可 韦 
ax 十 ypfoe 十 Y[1 一 于 一 Xe7 储 一 1 (16) 


十 plalp' a) 
(1 — 2 — pA 


得 知 , 这 上 几 pa) 是 任意 一 个 亢 数 ,这 是 平面 族 416) 的 包 络 ， 对 应 一 个 a, 代表 一 条 直 久 . 
因此 (16),(17) 计 代 开 的 曲面 是 由 直线 的 移动 折 成 的 。 在 点 

. a, ye) = 1a pa), 
(16), (17) 重 合 , 印 (16] ， (17) 疙 示 切 于 此 点 的 直线 。， 因 上 喷 球 面 上 一 曲线 其 上 每 一 点 有 一 
配 线 ,这 坚 切 刘 线 契 成 的 直 就 是 一 个 一 般 解 。 特别 取 责 数 pLa) 二 0, 则 由 民 6),417) 得 


* 十 yp (a) 一 将 {17) 


#4 _ (1— a 1 
3 名 好 十 z" 
因而 得 贸 柱 
十 2 一 1， 
例 z. 方程 
PI = 4xy 
有 完全 解 


= 二 4 十 天 ' 
放 
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对 as, 5 微分 得 


0 一 一 二 如 二 六 0 一 1 
[A 


z= Lay + Pla), 0 一 一 二 妇 十 内 十 9(a)。 
症 


畦 别 , 取 pta) 一 c (常数 ), 解 得 a 一 =， 序 一 般 解 的 特例 , 


gO 2xy 二 <, 


他 3， 微分 方程 
pr— gy ts— wy) 
有 完 双 解 
1 
rer os 十 a 
xy 证 六 
也 有 完全 解 
f= Logx 十 一 iogfxty 十 ay 十 iogfxy 十 五 = 
时 一 xy 
汇 奇 异 解 , 
命 5 = 二 pla}, 出 
0 
Oa zy 二 a xy 十 古 xy 中 a 
因 郁 
1 ; 一 1 


= — logx— lospB Ei 一 一 一 一 
总 一 “7 logx* 十 log8 


如 取 一 he, 则 玫 一 人 不 是 溃 数 。 命 4 一 co， 出 


一 XY 三 0 
也 是 一 解 
自 题 L， * ~ pq 有 一 完全 积分 是 
_ 忆 y 2 

4 并 一 人 er 二 十 6)， 

了 阅 饪 
4 2xy = sat (ytga 

是 怎样 的 解 3 


省 题 之 2 二 px 十 4y 的 一 个 完全 积分 项 


logz = alogx 二 (1a)logy + 6, 


酒 
-- EA 
下 
是 怎样 的 解 ? 
瘦 题 53， 二 十 4qy 十 pq 的 一 个 先 件 入 分 是 3s 二 ax 十 by 十 ab， 
关 
疙 于 3 了 38 一 昌 
是 怎 桩 的 前 ? 
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2 ， 
慷 题 4 xp + 2yg 一 2 (s 一 2) 有 一 个 完备 职 分 


站 | 
是 起 样 的 解 ? 
窒 题 5. 3px 十 gy 十 gx? 一 0 有 两 个 完全 解 


Ee 二 Bx 十 pyx 二， 2 一 各 十 三 3 十 2 


求证 其 让 是 另 一 一 般 解 的 特 全 


衬 充 


用 张 量 分 析 来 处 理 曲面 获 


我 们 把 已 释放 过 的 旺 面 诊 胃 张 最 分 析 的 符号 重新 就 一 下 ， 基 目的 是 藤 具 体 凶 介 糙 张 
量 分 析 , 为 将 米 正 式 学 习 Riemannian 几何 作 一 准备. 


$15. 第 一 基本 型 


我 们 还 是 用 符 茜 
* {x, YY 2) x zt v), 7 == y(r, z]， z= zu, vo) (1) 
代表 一 个 有 曲面。 我 们 已 往 的 研究 ,主要 其 从 以下 的 二 个 舌 量 
r, Br r, F, 3 r (2) 
及 
m= (r, XY)/|r, Xx ,| {3) 
引发. 


我 们 将 符号 略 加 改变 ， 把 变数 x, ov 改写 为 沁 , ww?《 福 意 , 并 不 是 # 的 一 次 方 与 二 次 
方 ). 命 


a 
一 -一 一 站 rm 一 r 一 Dor， 


' Be 


dr = dT: dr = Si S rr dew’ dr, 


i j=1 
我 们 用 Einstein 物 定 ,把 和 号 上 略 去 ,以 后 如 果 一 项 中 阅 一 指标 出 现 二 次 ,我 们 和 钨 定 其 疙 浆 是 
对 此 指标 求 租 ， 例 如 ,a8 就 是 代表 ai 站 十 m2， 如 此 , 则 可 以 写成 为 
ds = gi dl dae, Bs = Fk, 
用 老 符 号 , 则 有 
Bl E, 8 ga FF, gy— GO, 
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由 gi 所 租 成 的 行列 式 等 于 BC 一 ,当然 不 等 于 9, 所 以 有 满足 于 


ggit 一 全 
的 姑 存 在 ,此 处 
Bk 一 人 E22 
了 1 ke -一 让 
这 称 为 Krenecker 符号 ， 不 难 锋 出 
1 好 一 和 一 一 正 22 一 
z 一 二 一 
曲面 的 切 矢量 & 可 以 写成 为 
入 一 APs 


其 长 度 的 平方 等 于 
吕 “至 一 (Car,) " Cair)) 一 Th Tatat 一 Re 


两 个 矢量 a 一 efs，b 一 2 的 亦 背 的 余弦 等 于 


toa 一 ab _ 一 Se 。 
Vaalbb)y Vg ) (gdbb') 

单 性 法 疾 量 等 于 . 

m 一 -上 (re Xr,), 
可 
这 里 一 | 唱和 | EGE 
fu ED 
§ 16. 张 其 
换 变数 


ui wt, ee 人 1， 2, 


仍 用 Einstein 葛 定 不 写 和 号 , 则 显然 有 


i 
dui 一 Ow du’i 
Br! 
玉 任 一 画 数 四 的 梯度 沽 合 
Be bw Og 
dri ux: Bar” 
及 如 
2 是 9 他 1 局 下 p 
Bai di = prdu’ du = FT 7 dn dy 
序 得 
Ou 
站 
从 (2),(3),(4) 极 易 推 得 


dn 一 Ou gi 09 一 Ou 人 9 
Hr Be Or’ Oa 


ee 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 
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网 
Biri = pst 3 1 。 (4 
议 在 求证 
i a Ou Ou 
BE" =—g! “Br Ba (5) 
由 
人 
及 (4 ) 得 A Bu 
如 ee 一 如 ， 
EArt Ow 
乘 以 SO 及 对 | 加 之 得 
Os 


Br Bt Br HW Om 


Ou’ | Or 
— 8 ， 
由 于 人 2 ~ 副 人 c， 故 得 
Dos Dr ， A Oa 
ti ”| 
( Bur Bul 2 
Otel, wr) 、 
一 0， 所 以 
由 于 Ol, w) 
Dn” On’! = 
(# 8 人 一 5 
ry kl 型 了 上 
$B Gu 
下 证 蛆 了 (5) 式 ， 
由 (2),(3),(4),《5) 可 忆 构 括 出 一 个 稚 念 ， 
如 时 有 各 下 的 关系 : 
2 qm Bn 3 Onin 
Tm Tn Be Our Oun ,Ou 6) 
Pi bn Ws Bn Bum Bra’ Or ta ( 


TT 是 志 志 的 国 数 ,TT 是 吉 ， 牛 的 图 数 , 则 TE 和 粹 为 训 阶 迹 变 ,2 阶 协 变 的 张 量 ， 

上 面 的 例子 诅 朋 ;矢量 (zi, az) 是 一 航 北 变 张 量 ,一 图 数 锌 的 梯度 忆 ， 如] 是 一 

' . 至 I 

航 协 变 张 最 , gi 是 二 级 坟 变 张 量 , gi 是 二 级 洲 顾 张 量 ， 

关于 张 量 有 有 以 下 的 一 些 代数 运算 . 

1) 二 国 一 类 型 的 张 量 的 和 、 闪 仍 为 张 量 ,其 理由 是 ,如 果 

LT i Bet wm 站 Ouis 
Tor 一 Ba 和 Bw 提 Dem ? 


gm Sm On, wn Ou Own 
Hp Ys Qn Bum Hw un” 
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朋 了 十 5S' 与 TT 十 8 也 适合 同样 的 关系 式 ， 
2) 二 张 量 的 乘积 定 六 为 


Dd 1 


站 re， Use 了 了 (ie 
EW Lm 
了 一 » Ti, 


PL “pmil ty Pl"F 
这 基 一 个 1 十 各 阶 道 变 # 十 广 阶 协 奕 的 张 凶 ， 
3) 入 合 ， 把 一 个 张 量 的 上 标 与 一 个 下 标 等 同 而 加 之 ,得 时 的 结果 仍然 是 一 个 张 量 . 
例如 ， 


Tr TF 
Ki = To 
和 S12 Hn 


是 一 个 za 一 1 般 道 变 > 一 1 般 浴 变 的 张 量 ， 最 简单 的 例子 是 一 个 浇 恋 笑 量 世 与 一 个 协 
弯 张 曹 六 的 乘积 


ie， 和 
猎 过 缩合 得 内 积 wivy， 张 量 积 goww' 可 以 先 过 两 次 和 能 合 臣 为 guiwt。 如 果 兆 过 几 度 篇 合 
之 后 ， 才 无 自由 指标 , 卓 畏 果 是 一 绩 最 ，sww; 及 Best 都 是 例子 . 
在 应 用 中 邦 常 晶 现 ,用 gi 来 "降低" 张 量 的 蒋 标 和 用 gi 来 "提高 张 景 的 低 标 的 方法 。 
们 如 , 张 量 了 站 就 可 由 外 ,gi 升降 ,如 下 法 : 
有 
Rn tn Tm, go Tie (7) 


划 
这 
He 


TR giT RR Th guagim TR, Tm — gugngtp tt, 
注意 ， 以 上 的 规则 是 可 省 的 ,如 由 (7) 的 第 一 式 可 得 
BimT he 一 gmtB" Tik) 一 mT Ht = 了 mi 
有 时 为 了 表示 发 "提升 ”下 降 ” 后 的 原 痊 位 ,用 点 表示 之 ,例如 (7) 第 一 式 可 到家 为 工 负 , 
4) 张 节 的 求 商 法 如 . 


mF 
mr 


命 TE 及 Tn 各 为 一 粗 x!' 及 x” 的 图 数 ， 如 果 对 任 党 逆 变 矢 晤 与 4 及 任 


一 足 标 ps, qs 党 使 
Tm A TA 
成 为 苯 量 , 基 原 来 的 荆 就 是 张 量 . 
例 斯 ， T86 与 工科 各 为 i 与 x 的 两 数 , 阐 且 
Ba Bar9 ut Bu” 
On: Bi Ou Bur’ 


TRA 一 Th 


Tp Tha Ns Oe Ou Ow Do Br 


Bu On Dam dx" Bu 


， 有 ) r 
了 部 人 了 则 mn yo 了 入 人 
' Vn Oy Bi Bur Ou Au" 


对 所 有 的 洲 都 对 ,所以 其 括 弧 中 的 表 式 等 和 于 0, 即 ?im 是 张 量 ， 
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张 量 的 特点 是 : 从 一 个 华 标 系 变 为 另 一 个 坐标 秒 , 张 量 的 变化 荐 十 分 朋 显 的 ， 例 如 ， 
我 们 让 明了 ,在 -特定 的 坐标 柔 中 张 量 的 所 有 支 量 阁 等 十 0, 则 在 任何 坐标 条 中 都 对 ， 岂 
极 易 看 出 ，s 810 等 者 是 不 因 坐 标 而 变化 的 不 变量 . 


$ 17. 基本 方程 之 一 Gauss 方程 


在 轩 中 已 和 猎 将 三 秋 量 mm, tm 作为 我 们 研 竹 曲 曾 性 盾 的 出 发 点 ， 我 们 现在 研究 宇 
们 的 偏 徽 商 , 把 笑 量 OT: 探 王 ，m :如 分 解 ,得 


OT; 一 [二 《TD 
现在 算出 族 与 瑟 ; 的 天 示 式 ， 由 于 bm 一 987) 一 6.(B,r) 一 Dim， 可 得 对 称 性 
m= Ty, Hi = Hy, (2) 
求 (1) 与 m 的 肉 积 ,得 出 . 
Dr = Hi, (3) 
币 商 mm 一 0 得 fm 一 一 9m， 国 此 
Hii = 一 让 im 《47) 
所 以 
Hiadrida = — (rid)(O,mde) = —dr'dm, 
这 就 是 第 二 基 目 型 , 即 
有 一世 ， Hs—Hy—= M, Hye— WN. 
昌 ; 也 是 二 执 协 变 张 量 ， 


理事 TE, 求 
Bia 一 KF;'Fo 


对 sw 的 微 敲 ， 再 以 (1) 代 大 得 
Ojgio (OF) “Ts tr (Os) 一 站 十 Tsrs ris 


印 香 . 
交换 , 4 Ojigia = 了 ge 十 Th gis, (5) 
SH, 行 
再 交 和 杭 ; 千 Bgio 一 Tiigse 十 Vigs, {6) 
2 
Dug, Tiges 十 Lig, (7) 


(9) ,C6) 相 册 , 沽 去 (7) 式 , 得 出 
Bjgia + Oigis 一 Ogir — 2 gs, 


由 Baal" i 得 
2 = (Bjigio 十 Dgjo 本 Bg gt. 
会 a Q a 
- _1 ( 性 定夺 gr ) 
， -一 (二 一 
下 大 二 人 8 
a 


| 中 Re. 
i 
这 各 称 为 Christoffel 第 一 类 ,第 二 类 符 卫 ,而 得 


但 


| 
266 。 


思 此 有 
Bx 一 | r, + Hjm. (8) 
jt 
这 种 为 Gauss 沪 程 , 
用 原 符 号 EE, 下 ,各 及 xm 生出 


1 = Se 2 {0 }- 6 } ~ SE FG 
11 2EG— FY) 2(EG 一 FE” 


人 _ 2GF,— GG — FG, 上 } = 2EF, — BE,— FE, 
22 2EG— FY) 11 2CEG— FD 


全 人. 一 人 { }- _ EG,— 2FF, + Fo 
12 21 2CEG — FY)’ 22 2CEOG— FY “ 


我 们 的 问题 是 : Christotfel 符号 是 否 成 一 张 量 ， 答 案 是 再 定 的 


Ei 


Bm Oa! 
jf 
Dmr Om 


[a 
Bpy ™ 


得 田 ~ 


站 gp 站 go Bt Or Br gg (2 局 于 Bui DO? ) 
加 ar Dut Ou” Du? On’? Bur Br Ou Bs OurOur/” 
交换 指标 易 得 
Opgra m Ogy [a Our Ont 十 (2 Oz! 十 Oni Oa ) 
Amr Dar Ou? Du” Bu 8 站 or Bu" Ou? Baus 站 Da 
Opp _ Og du’ Ou’ Ou’ 4g (2 Oe 十 Bu On! ) 
Qa Br du” Ou? Ot HOw? Or a Bm Ou” Bur Ou 


此 二 式 之 和 城 去 前 式 除 2 得 


- . Omni Oi 全 wt dn Ol! 
3 一 + Te i 3 9 
[pa r] {sy. 所 】 Dut | Bu” Bi Baur ee RE C ) 
这 儿 {pg, f+] 是 出 张 量 gi; 所 提成 的 Christoffel 符号 。 
如上 出 
srs i Ou” Om 
§ Bet Ox 
推 得 
i Os a Ou 
8 Ox 
也 此 王 (9) 的 两 边 ,再 对 求 和 得 
四 Br 加 Ow! On 而 二 mn 四 而] Oi 
OH pk pg 人 
Wd ry 
即 得 
站 下 站 - 
十 人 | Om Om {| 0 (10) 
[OP ji] Om? Ou pal Ow 


(9) 与 (10) 襄 明了，[ 疗 , 4] 与 长 ,上 都 非 此 二 . 
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$ 18. 基本 方程 之 一 


再 来 Bt ,我们 岂可 以 写成 为 
Dim 一 Ar + Lm. (1) 
由 mm 一 1, 所 以 Bmm 一 0, 央 比 芽 ; 一 0 及 微 分 :im 一 0, 得 


ri:m++ ri- dm = 0., 


Weingarten 上 方 牲 


以 Gauss 方程 伐 人 此 式 ,得 
Hit+r: m= 0. 


办 此 ,由 C1) 得 
Hi ~ 一 天 rr 一 一 天 gr 
因此 
Kl~ — Hig = — Hi. 
因此 得 Weingarten 方程 
Bm 一 一 本 5 (5 
命 
(am) " 《全 am) = Niji, 
剧 得 
Ni du! dn 
称 六 第 三 基本 型 ， 


AT 一 一 Na 一 四， Noo Go, 
不 难 底 照 , Ny 也 是 二 般 协 变 紫 里 ， 利 用 Weingarten 方程 .可 以 求 出 
Ni — (Om) (0m) = (— HE) — Br) 一 
= HF rs 一 grrIi. 
一 
上 节 及 本 节 之 箱 果 可 以 概 桥 成 为 矩 信 形 式 : 
Phy Th Hu 


Tr 1 Tl th Ta Hn Ty 
os)-( TE ni, mw (5) A Th T3; mm | (中 


m — Hi—Hr: 0 m m —Hi HY? 0 mm 
即 三 甘 量 二 ; m 的 一 反 博 微 商 公式 ， 下 攻 的 半 题 在 于 二 航 依 微 商 ,和 芥 往 和 意 
10, -= 0,. 


$ 19. Gauss 与 Codazzi 方程 


周 Gauss 再 程 


O07; 一 A (jj 十 Hm) = BB: {ls 十 由 全 :rs 十 


i fi 


站 上 
+ BE + Hi(Om) 一 EE + { | 全 一 Ga ;+ 
- i Ra 1t 


[ee 
+ | ow | } i | m, 
i 


26Ae 


在 这 式 了 里 次 换 上 与 j, 然后 相 城 得 


-|e 的 4 一 [的 [=e se 


+ ai 一 aaa 于 ao 一介 
由 于 rw 与 mm 线性 无 关 , 所 以 


全 生得 全 -ma 


BH 一 OHsi + 1 His 一 (a = 0, 


因此 ,如 果 命 
二 机 克 4 A a 
rit = 0 {}— od} + lee) {a} — {i bi 0) 
及 

YA 一 xi 一 {0 Hai 一 {n} Hiss 2) 

则 上 两 式 可 以 写成 为 加 网 
Riri = He Hi HY HE (3) 
Veli = ViHe, (4) 


这 两 式 子 分 别称 为 Gauss 方程 与 Codazzi 方程 . 

Gauss 与 Codazzi 三 各 可 以 看 威 为 Gauss，Weingarten 方程 的 求解 条 件 , 惟 得 更 有 具体 
方程, 凤 丰 一 个 站 而 雇 于 为 第 一 、 第 二 杠 分 于 ， 趴 未 一 个 们 各 这 册 而 是 只 -- 庄 害 的 ,我 们 
不 证 明 这 个 定理 ,但 号 可 以 把 它 谨 得 更 明确 些 :存在 男 数 

x = 区， 
使 ?一 (zyy，s) 适合 于 


下 
OF 一 Ti， 自卫 | 一 1 | rat Him Om 一 一 再 iT 
1 


fh—g mm ol, mr 人 0. 
$20. 曲 牵 虐 策 
命 


Riis 一 REE he 
这 Raiia 有 以 下 的 性 慎 : 


Rua ™ —Ritss Riis = — Ress Ros ™— Rt (1) 
Ria 十 Rss + 及 As 一 小 (2) 

最 后 一 式 称 为 Bianchi 恒等式 ， 由 (19. 3)， 
Riis — HHi — BH (C3) 


族 称 为 Riemann 第 一 类 赵 率 张 量 , 而 Ri 称 为 第 二 类 曲率 张 量 ， 现 在 下 接 鞍 上 明 , 它 确 是 
一 个 张 星 ， 
前 马 算 得 


ee 0 


Ou'? Ow’s Du'? Ou's pal Bu 
对 n" 求 偏 微 南 , 再 沽 去 将 时 式 宗 gq,r 互 次 丙 得 量 的 式 子 , 则 


芭 鸭 - 译 扑 名 名 从 ， 
Om Mik But isl’ Ber Ou” Om" 


(Ow) 
i Du? Ou Bu Hx? ur dru'? 


ss Yr 上 He Ee 2 i | 

(5 和 和 Bor {, ) 这 + {, BE 和 ( ET 

化 式 中 的 二 阶 仿 徽 商用 (4) 代 玉 , 则 得 
Rn Ri 

我 们 为 什么 再 熔 一 个 直接 瑟 明 ? 裘 达 式 (3) 与 第 一 基本 微分 型 有 关 。 但 无 答 是 对 
Christoffel 符 鞭 与 Riemann 张 量 来 ,都 只 与 第 一 基于 微分 型 有 尖 ， 因 此 ;, 开 了 一 局 门 , 音 
从 第 一 基本 微分 型 由 发 可 能 进行 不 少 深信 的 研 光 一 “这 样 就 媳 生 了 Riemannian 几何 学 ， 

现在 举 一 个 例 来 说明 张 量 的 好 处 ， 共 最 简单 的 = 一 0 平面 出 发 , 它 的 第 一 微分 二 次 
型 是 


dr 十 四 于 
换 蛮 数 zx 一 xfay vj, y 二 y(n, 5), 得 出 一 个 直 常 上 很 不 清楚 的 东西 ， 对 原来 的 愉 达 式 
来 座 ，Cbhristoffel 符 恕 等 于 0, 俱 换 了 变数 之 后 却 并 无 保 总 。 用 张 痢 来 静 ， 屠 台 可 以 知道 
了 ,不管 你 用 什么 寒 杰 量 ，Riemann 张 量 总 是 等 于 8 的 ， 


由 (2) 二 知 
Rp = HuHa — HuH» 一 ad 一 LN, 


经 过 关系 《1) 所 得 出 的 另 一 些 支 量 可 能 帮 0, 但 其 怀 的 支 量 一 定 等 于 0， 因 此 ,在 曲面 博 
中 Rw 占 特 别 重 要 的 地 人 位， 如果 回 到 本 章 中 的 符号 ，Gauss 由 模 


二 [LN 一 一 Kuve | 8 ge ， 
EG— F’ & Rha Ea 
而 下 均 丰 率 
n= LCFMIENE 1 wp 
2{EGO— FF 2 
又 


Hi;; 一 HiHisg®™ 一 (HH, 加 Hi,Hos) a 士 HH 一 一 Kg;; 十 2HH» 


由 于 一 名 ,由 一 疏 一 一 全， 咏 一 全 .这样 就 建立 超 第 一 ,第 二 ,第 三 基本 型 的 关系 


es 


由 


Kadr'adr — 2H dr-dm + dm- dm =~ 0, 
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第 十 九 章 ”Fourier 孝 数 


§1， 汪 人 衣 落 数 的 正信 性 
我 们 马 经 知道 
BIN Cosk 

是 以 27 为 周期 的 六 数 ,及 任 一 以 @ 为 周期 的 融 燥 作 #2) ( 即 信 zx 十 器 ) 一 大夫) 可 以 用 换 变 
数 法 变 为 

glF) 一 i *]. 
这 是 一 个 以 2x 为 周期 的 画 数 ， 我 们 的 问题 是 要 研 泊 一 般 的 以 2x 为 局 期 的 画 数 ， 我 们 知 

sin RX CDS 二 下 
都 号 以 2z 为 周期 的 画 数 ， 双 显然 可 知 , 以 2z 为 周期 的 英 数 的 烧 性 租 合 
这 a0 十 > Carcosizr 十 Pesin kr) 
二 1 


仍 以 3r 为 半期。 这 使 自然 地 引 田 了 研究 收 禾 胡 数 


2 qay 十 > Carcoskr 十 Bhsinkr) 
所 代表 的 丽 数 Fo 
为 了 全 帘 国 数 几 xz) 与 系数 ms Br 的 关 肥 ,我 们 要 用 汉 三 角力 数 的 正 交 关系， 
首先 ,不 难 许 朋 
1 cos xdx 一 0, | sin Rxdr OE 二 1,2,3,'-: 
其 次, 由 已 知 的 三 角 翁 让 


sin hx cos lx 一 了 《sa (KR 二 Dr sin(kR— Dr), 
sin hr sin Ix 一 于 (cos(R— Ir — costh + Dr), 


cos Rrcosilx 一 cos 让 十 Dx 十 cos (RCO Dx), 


可 以 证 朋 
空中 
cospxsin lxdx — 0 
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及 沙 环 拓 时 


了 本 
| cosRxcoslx 2x = 0, | sn kxsinixdx 一 全。 
让 0 


也 由 于 
Cos 大 < = es, ni 让 x 一 二 
可 知 当 上 和 0 时 
3 2 
| cosihrdr — x, | sinkx 一 x 
总 括 这 些 精 果 :可知 
1 1 1 , 
1, coskr, Lo sinhr, k=1, 2 
J 


是 一 条 列 画 数 , 其 中 任意 两 个 之 积 由 4 到 2 求 积 分 得 0， 自己 的 平 浪 的 积分 得 1。 前 性 
称 为 一 个 函数 系 的 正 变 性 ， 后 者 称 为 就 范 性 。 根据 这 个 性 持 ， 如 果 级 数 (1) 一 致 收 角 于 男 
数 (x), 朗 


fw) = dn 十 pp (qrcos Rx 十 Brsin Kx), C1 
由 二 1 


逐 项 求 积分 可 知 

{far 一 rm 
乘 以 cosix 而 逐 项 求 积 分 , 可 得 

人 fix) coslxdr 一 pa. 
及 苹 以 sin 产 和 而 受 项 求 积分 , 可 得 

| sin lxdx 一 ro 
因而 得 出 ， 

mt faar， 
x 


0 


1 pa | (C2) 
ai 一 元 人 Fe cos Ixdr, Bi 二 元 人 fx} sin Lxdx. 
这 些 系数 区 为 函数 f(x) 的 Fourier 又 数 , 而 闻 数 (1) 称 为 图 数 x) 的 Fourier 服 数 ， 
由 此 可 网 ,一 个 一 散 归 人 敏 的 Fourier 级 数 代 类 一 个 加 数 f(x), 而 (x) 也 训 以 由 (2) 得 
田 它 的 Fourier 级 数 来 对 于 任意 一 个 可 以 求 积分 的 画 获 fxz)] ， 我 们 都 可 以 由 (2) 造 出 
Fourier 狂 数 来 ,但 得 甘 在 于 ， 这 Fourier 航 数 在 怎样 程度 上 代表 原 图 数 f(x)， 
附 记 1. 如果 不 假定 一 致 收 误 , 而 仅 很 定 圈 收 伊 , 以 上 的 儿 壕 仍 为 正确 ， 
2. 以上 的 区 了 量 (0, 2z) 洲 换 为 任 瘟 一 个 长 魔 是 3r 的 区 间 志 轩 , 即 (ec, eo 十 24) 
特别 ,如 ( 一 x, mm) 


§2。 几 个 三 角 般 数 的 和 


如 果 注 意 三 角 航 数 是 需 航 数 的 实数 部 分 或 十 数 部 分 这 一 点 ， 我 们 容易 计算 出 三 角 航 
数 的 和 来 ， 
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例如 , 当 |z| 三 1, 我 们 有 


1 十 gs 十 Ed 十 一 - -i 
1 一 多 
如 果 我 们 以 x 一 re 一 rcos0 十 ir sin 生 代 六 .并 分 出 实数 与 磺 数 部 分 . 立 得 
2 十 2r cos 和 二 27ieos 20 十 *** = 一 Li 十- 1 一 2 2rcost 
i ren 一 re 和 1 一 2rcos 如 十 和 
及 国 
， . 1 1 217 sin 
2r sing + 2risin20 二 一 一 一 :一 五 一 。 
外 27 sin +" Sn ) | re 1 一 re 1—2rcosfd+r 


由 此 立 得 , 当 8 过 + 三 1 时 ,有 


1 1 1 一 
Ptx)y— 二 十 > rcOS RY = - 1 
之 * 21— 2rcos wr (1) 


玉 
* SINn * 
OAX) = risin x = ————— (2) 
之 1— 2rcos x 二 
本 
同 法 .由 一 log (1 一 2) 一 2 十 ~ 十 : 立 得 
COS x 二 1 log 1 (3) 
所 2 1 — 2rco05 x ri 
及 
二 sinkx kn ,i ?Snx 
立 盏 鼻 o aa 四 
ti 于 一 reosx 
此 处 0 < 二 11,1910 一 0. 
又 从 ， 
wt} 
1 二 zs 二 二 7 一 上 一 2 
1—z 
可 得 十] [二 
fxtntl tt 
2 十 Jeosx rrr 十 2eosnr—l < - 1 二 - 
1 ee 人 1 PN Pid 
4( sn 三 ) 4sn sinfs 十 二 jj 
2 Icosr -cosfi 1)x + 2cosnx 2 2 2 2 
。 2 
2 一 2cosx 人 sin 二】 
2 
， 上 2 
Sm 十 sin ( 十 SE 
sin 一 
因此 得 
e+ 了 
sm1 站 十 -一 | 区 
六 fy) 一 到 十 cosy 十 ， :十 cosnx 一 7 本 {5) 
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网 法 可 让 
四 cs 上 * 一 cos (n+) 
qu) 一 >, sin kr 一 -一 一 一 一 -. 《61 


Kt 2sinL 
2 


由 此 可 见 , 当 0 二 6 所 xz 达 27n 一 8 时 ， 


， 1 
pO! < 4)| < 
2 Sin -一生 S11 [a 
2 
现在 下 考虑 ps(*) 的 于 均值 
YN 一 1 N=- 1 sin’ -上 BE 
工 >， Pi 一 ”一 1 一 >, sin C -上 芽 ) = - 一 一 2 二 。 {7) 
N no 2 sin 工 > “= 2 (sn 上 上 = 
2 2 
此 和 式 之 姓 明 可 用 谱 法 
-1 
sin 一 : (5 sin 人 fo 十 过) | 二 
凡 二 有 
1T SR 1 A 
一 一 》) Ccosnx 一 cos(n 十 11) = “(1 CO— cos Nx) 一 sinz 一 二 ， 
之 罗 二 人 0 2 写 
1 了 


最 值得 注意 的 一 点 是, 如 (人 z) 的 平均 仁 了 永远 是 下 的 . 
又 从 正 交 性 立 列 得 到 


LT pa | dl, (8) 
开 .0 TA .| 
eo SD ~ 
2 
pa ax cos 上 上 TO CO C -二 +) 艺 
| da) x 一 | -一 0, [| 
' " 2 SR 一 将 
加 Si — Nx dx 
TT zw (sin x | 
流 些 式 子 以 后 都 很 有 用 ，, 
§3. Dirichlet 积分 
我 们 善 虑 画 煞 捷 z) 的 Fourier 般 数 的 缉 分 和 
中 和 solr) 一 六 [al] 荆 >», (qx cos Rx 十 be sin kx), (1) 
R=1 
此 处 
1 1 10” : 
人 一 二 | AD cos 各 ae tr— | TD sinkeds, 
XJ Eh 


+ 274 4 


上 煞 此 代 大 (1 或, 可 知 


zn ?本 六 和 
gy = 上 | Ft} d+ ( COs Rx | fC) cos Ride + sin Rx I FL sin hede) 
2T 4 开 和 


在 二 1 9 
. 上 
, 装 on 
= 工人 已 + Dcosk tr — Of = 三 | De . 
元 


2 ‘= “ 5 (x 一 


- 合 z 一 x+ wn， 则 得 


-一 一 
Fn 


fx tw) de, (C2) 
过 下 


1 全 sin (。 十 二 ) 下 


号 蛋 


Hr de, 


1 站 sinfz 十 二 ) ft 
Sn 


此 称 为 Dirichlet 积分 。 太 可 以 把 以 上 的 积分 分 为 两 部 分 : 


(fx + wm) + fs — ww) ) dw, (3) 


由 上 六 已 知 , 当 fx) 一 村， 一 1， 部 


sin(s + T)a 
1 人 2 
1 一 二 ~- 4 
2x 


在 


2 
. 1 
Sn 
冬 以 flx) 再 在 (3) 式 中 撼 之 ,可 得 
， 1 
snln 二 ln 
gn — Fir) se ai 
2 


Fr 


《其 十 ww) + fr — 2f Cx) du, C4) 


Sin — # 
六 
所 以 5 是否 收 租 于 fx) 的 间 题 ,一 变 而 为 以 上 的 积分 是 敬 收 合 于 0 的 并 杆 了 . 
售后 我 们 将 研究 怎样 的 汞 数 在 那些 点 TT 8 好 坡 喜 于 fx), 在 旋 收 敬之 前 ， 先 讲 允 过 ， 
9 4. 下 方中信 误 闫 及 Bessel 不 等 式 
假定 f(x) 是 (0; 2x5) 上 的 一 个 图 数 , 问 题 蚌 管 样 的 三 角 多 项 式 


g(x) = 十 >, (orcos fr 十 Bx sin Rx) C1 


Ra 
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使 在 方 中 值 视差 _。 
人 ro ~ st bas (2) 


县 小 . 郎 定 出 系数 田 , 及 来 使 (2) 最 小 , 
我 们 把 (2) 写 成 为 


人 《ee 一 字 一 by (orcoskr 十 Bisin kx)) ax 一 人 (xa 一 


和 二 1 


—2 | (a + > xh cos kx + Busin kx fas + 
十 | 人 十 > (ar cos kx¥ + Br sin ko) ax = 
=] 
一 全 fx) dx 一 2 (和 十 > (maak 十 Bu) 二 x |2 (2) 十 > 《co 十 pb| 
一 f fix)iAdxr +n Ge) 十 > (Cas 一 AR) TB OO— Be) 一 


一 (+ 2 (i +) )> 人 far — (+ it 后 ))， 
即 (2) 的 最 小 值 等 于 
| ar — (+ Cait 6 让 
县 尺 当 a 一 mrs 4 一 占有 时 取 这 最 小 值 , 
总 起 来 一 句 语 , 如 果 三 角 多 项 式 的 膝 数 就 十 f(x) 的 Fourier 系数 , 那 来 原画 数 和 这 多 
项 起 的 平方 中 值 识 差 最 小 . 
又 因 积 分 (2) 总 是 0 的 ,所 以 得 不 等 式 
10 zx 上 a 4 
. 1 (xP dr > i 二 
我 们 现在 乔 一 下 ,在 f(x) 上 已 经 用 了 些 什 么 假定 ,我 合 要 的 是 
人 有 fagx ， 人 flx) coskzradr, | fx) sin kx dx (AY 
都 存在 ， 如 果 我 们 假定 fx) 是 Riemann 可 积 的 《注意 并 不 是 广义 可 积 ). 则 f(x) 有 界 而 
且 (A) 中 各 积分 部 存 在 (这 儿 用 了 两 个 Riemann 可 积 芯 数 的 乘积 仍 是 Riemamn 可 积 )， 在 
这 假定 'E, 合 sa 一 co, 可知 
二 人 Forae 要 + 3 (+ 以 ). (3) 
TJ = 
右边 的 收 融 性 可 击 单调 拥 增 有 界 ( 训 左 边 ) 这 些 性 质 得 之 ,不 等 式 (3] 称 为 Besse] 不 等 式 ， 
击 此 立 列 得 出 


a4 一 二 fx) cos hxds > 0, 54 一 工作 ffz) sin kx dx — 0 
疯 .0 二 J0 
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定理 1 Riemann-Lebesgue}、 对 任 一 有 限 区 闻 1e, 村 及 其 上 上 任意 一 个 Rizmann 可 积 
酌 数 乒 妇 ， 常 有 
tfim 人 ftw} sin Ax et 一 站 lim | ffxy cos ar dr = 0, 


证 ， 先 将 [a, 1 分 成 # 个 部 分 


4 {4) 

分 囊 用 Mi 及 mm; 末 替 示人) 在 xi, zx] 上 的 确 上 界 及 和 确 下 界 ， 四 此 

理 一 工 2 二 1 革 一 1 Ti 

人 Fx} sin AxX 一 >) | " {fCx) 一 i) sin Ax dr 十 > ”| " sin Ar ds, 
f i=0 "7 FET TF 
由 于 
| sin Xx dr| 吃 室 ， 
x A 

故 得 


于 Hw) sin Axadx 
全 给 8 > 0, 由 于 x) 为 一 Riemann 可 积 图 数 , 上 所 以 迁 取 [4,5 的 分 法 (人 ,使 


#1 

. E 
> (Mi 一 mi 一 x To, 
了 一作 2 


n=~1 ns—1I 
< > CM mi) {xin 一 zi 十 > Ec 
££ 二 向 


一 


六 一 于 1 
分 法 确定 后 , 出 了 71m;| 为 一 山 定 的 数 ， 取 4 一 二 1m, 歼 当 4 之 A 时 
FE 三 少 过 二 用 


< 全 


rs 
小 Fx) sin Ax dx 


fh fix}ecos hr dx| a 


5 35. 收 伍 判别 条 件 
我 们 再 向 济 $3, 仿 旧 保留 4 的 假定 (A), 考 喜 在 什么 条 件 下 , rw > s。 当然 趋向 可 
以 有 多 特意 义 , 例 如 ,在 某 一 点 so 一 :或 在 某 一 区 域内 , s, 一 至 趋向 * 等 ， 
为 了 简便 起 见 , 命 


Ge) 一 和 十 回填 光一 同一 25。 (1). 
这 样 $3 的 收 租 条 件 就 变 为 
sin ( 十 +) 得 
lim ee aa 一 0 (2) 
六 二 机 sn 一 zr 


十 Riemano-Lebesgue 定理 可 知 , 对 任 一 > 0， 我 竹 语 有 
ij sin (2 十 十 ) 地 _ $n) dx = 0, 


时下 zy 本 


(3) 


Sin 下 


mT 


原因 是 (x)/ sin 地 * 在 [6， x] 上 Riemann 可 积 适 合 于 条 件 (AY, 
由 (2) 诚 (3) 评 知 , 收 均 条 件 变 为 


sin (n+ i) 
| 2 


km $n) dn -= 人 0 
的 SID -一 # 
2 
肯 和 由 Riemann-Lebesgue 定 旨 有 亲 知 
， 3 ， 1 1 1 dn 
| sin (n+ 二) 人 )e Yd 0， 
sin 一 wu 一 
2 2 
记 以 路 航 条 件 又 变 为 
Lim | $1) sin C 十 ) nudx = 0, 
Hoo 0 下 2 ° 
如 果 把 
lm 名 
Cl i 


的 存在 性 作为 条 件 , 则 有 买 由 Riemann-Lebesgue 定理 可 知 (5) 下 是正 确 的 ,因而 得 出 
定理 1。 如 虹 1(x) 泛 合 于 条 件 (A), 而 月 在 > 一 如 这 一 点 极 条 
lm jim 其 和 十 二 二 其 各 一 站 一 2 


村 = 站 至 | i 


存在 ,上 则 当 w 一 时 


Fn 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


如 末了) 在 这 一 点 连 粮 , s; 就 正 于 s 二 1?)。 如 果 fx) 在 x 二 加 时 是 一 第 一 类 间 


断 点 , 则 再 (8) 可 知 
4 (Ka + 0) + fxs — 0)), 
部 
2 了 To 二 Ha 一 0). 
这 出 间 样 永明 了 
四 3jn € 十 +) 开 
lm 二 人 fd 一 (0 十 天 一 0 


Si 一- 天 
2 


处 理 积分 (6) 还 有 共 他 的 方法 ， 例 如 , 中 tw) 是 单调 范 数 ， 则 由 第 二 中 值 仆 式 可 短 ( 如 


果 中 缮 的 单调 士 升 》 


228 。 


但 积分 人 3 du 是 收 化 的 ,所 以 获得 千 哈 (6) 仍 为 正确 . 


由 此 可 扑 得 
定理 2. 如 果 f(x) 公有 有 隔 个 极 太 规 小 及 有 有 限 个 第 一 党 间断 点 , 央 它 的 Feurier 好 


数 对 所 有 的 x 都 收 租 十 (flz + 0 + fx 0)), 


现在 在 碎 究 在 区 疝 上 收 钱 的 十 秆 。 有 这 称 的 是 能 性 ,对答 一 x<，Fourier 般 数 都 收 敲 
于 这 个 遇 数 ,但 该 级 数 并 不 一 禾 收 项 十 这 个 隐 沼 ， 

定理 3 如果 在 (a, 台中 fx) 是 琴 个 单调 坪 训 速 秆 画 数 的 莽 , 则 在 任 一 姓 于 《e; 全 
岗 部 的 于 区 症 中 , 它 的 Fourier 航 数 一 改 收藏 于 f(x)， 

假定 忒 2 一方 人 一 态 人。 此 处 天 与 天 都 是 单调 增 烛 的 速 入 男 数 , 由 一 拆 违 续 性 可 
知 , 对 于 任何 8 0, 有 ,使 

iCxt+ hl <e (Cay), 

这 的 选 样 仅 与 有 关 而 与 x 无关， 

由 以 上 的 证 明 就 可 以 得 出 积分 的 一 至 收 合 性 , 

从 1， 在 区 并 (一 x, +) 中 把 丽 数 * 恨 开 为 Fourier 释 数 ， 


因为 x 是 奇 琅 数 , 所 以 
完 人 XCosRr dx = 0, 
而 . 
bs 一 全 人 rsin keds 一 2 一 | 十 和 上 cos kdr | = 从 一 人 一， 


因而 * 在 《一 x x) 上 的 Fourier 航 数 等 于 


2 ( 训 f 一 各 到 + rl Sinkx | 小 
1 2 及 


由 定理 1 可知， 当 一 x 之 * 室 x 时 ,上 级 类 的 科 就 是 x， 把 * 当 作 为 周期 菌 数 , 即 在 (一 x， 
r) 中 嵌 此 定义 ,但 出 了 这 个 区 关 之 外 ， 则 用 周期 性 闭 得 而 数 的 数值 ， 如 此 有 芭 这 个 型 束 在 
> -= 二 这 一 点 着 不 速 钙 , 蓄 级 数 译 当 等 于 二 (Jr 十 0) + fx 一 0)) 一 0。 所 以 


Sin 和 sin 2 和 【一 于 3 sin Rx 


至 … :十 二 


2* 洪 一 x 之 x+ 之 区， 


洲 x 二 十, 
在 这 个 式 子 里 , 取 x 一 本 ， 立 得 正式 
1 1 


1 一 二 十 二 一 ，…. 一 
3 5 


机 2， 求 巡 在 (一 *,xr) 间 的 Fourier 般 孝 ， 由 于 图 (0 


[3 


好 是 偶 范 数 ,所 以 


于 油 
| xisin fxdx 一 0， 
和 J0 


册 2 
a 2 #2cos kxdx 一 2 位 塞 臣 
Fi 站 


-se 


由 于 fx 十 号 一 大 一 0 所 芒 


， 一 人 | COs Rx zz| 一 (—1)* 和 4 


2 的 
1 en 


R= 
尼 所 表示 的 男 数 如 图 110. 
偷 YY 一 0,， 则 得 
1 
4 9 16 
I 
2 十 【一 1 a 
医 襄 
s 二 {+ 上 + 土 + 上 圭 . 
4 9 16 
四 1 则 有 
stl ri Le) tl 
4 16 36 (2k) 12 
所 以 得 
4 9 16 6 
各 3， 命 
C1 圭一 x 三 *+ 之 0， 
{0) 一 二 7 


如 0 一 工 | Fw 一 工 FY Cdx + | cas| 一 Lh 站 Ci, 
TJ-” Te LJ 9 


于 自 可 
dk 二 二 fr) eos Rx dx 一 二 | CcosgRxdx 十 | Cacoskzdz| == D， 
一 性 一 玫 总 


Bi = 1 | F(x) sin kr dx 一 
下 一 省 


2 工人 Cisin kx dx 十 | Csin hx ax) 一 (ci 一 的 


只 


"2280. 


所 以 


C1 GAC (snr sin3x | = 


2 Tt 1 3 
Ci Tt， 
-le DY 

C+ Ca， x 二 0, 
之 
它 的 图 形 是 
Th 
Ce 
| 1 


各 111 


$6. 在 区 间 (0, x) 上 的 展开 式 
出 上 节 的 例 1 与 例 2 已 炎 看 出 来 ,对 于 (一 zz) 中 的 奇 鸭 数 fx) .有 

a 一 工 | f(x)cosnz dz 一 0， 名 一 全 人 f(x) sin ay dxs 

故 奇 男儿 的 Fourier 般 数 只 合 正 驴 项 , 印 
fx) 一 > Br Sin mx， 

同样 ,其 ft*) 是 候 画 数 , 妈 

an 一 二 | 1(x) cosnx dr, ba = 二 人 fx) sin nx dx =— 0. 
因此 人 惕 苘 数 的 Fourier 雪 数 共 合 余 续 项 ,如 


f(r) = 2 十 > qn COSAX, 
如一 1 


(1) 


(2) 


C3) 


(4) 


如 时 给 四 区 闭 (0, x) 上 的 任 一 画 数 拨 s)， 则 这 个 画 数 可 以 层 开 成 只 合 正 识 集 的 级 数 
(2) ,其 系数 &, 由 (1) 深 定 文 。 也 可 以 尾 成 内 合 余 落 项 的 稻 数 (4) ,其 采 数 由 (3) 定 义 , 不 过 


和 
一 皂 0 2 2 Yr 
所 112 图 113 
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在 (0, zx 之 外 : 蕊 个 所 表示 的 西数 就 党 至 不同 了 ， 正 弦 航 数 答 负 的 画 数 是 奇 画 数 :在 开 区 
玉 一 关 近 + 所 0 闪 为 一 拨 一 x)， 
藉 一 乓 一 一 扰 二 9) 式 一 天 十 呈 一 一 其 天 一 号 
且 藉 0 == 碎 x) 一 9, 而 余 喜 稻 数 在 (一 =， 0) 内 所 输出 的 旭 是 偶 男 数 : 
大寺 的 一 大 0) 式 一 将 十 遇 一 其 工 一 D 一 天 站 0。 
饲 1. 将 x 展开 为 祭 驴 般 数 。 


om 一 三 人 xAdxr C= rT, 
To 


KE 一 2 x Cos Rxdr 一 zr (— 1 11, 
钴 下 


= 一 三 一 二 | oz 呈 玫 + 二 Se 二 十， (0 <x < 
拓 上 


C28 + 1 
在 区 间 (一 xs,4) 上 , 帮 边 的 徐 数 和 就是 一 *, 因此 ,在 【一 = zx) 上 ,这 一 级 数 与 |x| 完 信 
想 澡 (图 114)。 


人 


和 


me 
i 
™ 


图 ”114 图 115 
例 2. 将 妇 展 成 正弦 级 数 。 


村 | ， 
一 三 人 妇 sin Rxd¥ 一 2 1 x 十 1) 1 
i 


不 0 Tz 
故 得 
x 一 2 [型 :一 昏 们 二 和 | 3 | 十 sin 3x 上 sin 3x | | 
1 2 3 Cr 型 53 : 
{加 115). 
全 3 coszx 是 x 的 人 帆 男 数 , 故 可 以 在 《一 x, wr) 上 展开 为 余 统 级 数 . 
2 人 2 singx|” 23sin 和 rs 
看 一 一 1 cosgydt 一 一 一 -一 | 一 一， 
人 和 不 时 站 TF 
dk 一 | COS SH EOS AEA 工 | [costs 和 Kr 十 eosfz 一 下 jx 二 
下 让 区 ou 
了 Za sin ms 
(1 2 
区 于 一 名) 
因此 
2 Sih wy | 1 CO COS 2% EOS 3 | 
cosgy 一 一 一 一 | 一 一 十 一 二 十 ，"， 
不 2 Pg Rw Sg 


* 了 82 。 


太一 天 代 人 ,得 
agrs = | — >, 27 |. 5) 


了 = 和 


这 称 为 ctgrs 的 分 忒 展开 陈 。 对 = 求 微 商 ,Bi 


sin2rz | 二 2 > 《天 2 一 zy 


Le 但 


1 [1 
加 Eee 外 + -之 Gi 
在 (5) 式 中 以 二 代 z， 则 得 


2 
cgs 一 ] 一 
A 


当 |z1 二 x 时 ,出 于 


2 2 _ (i 台 Ed ) 
kr’ 一 be 2 Rr 中 可 hr 2 
Rx 
故 得 
a 1 zl zi 所 1 
getkgzs 一 1 一 2 一 一 一 了 一 : 一 一 一 二 一 一 1 
二 名 让 名 页 5 和 


再 以 二 代 x， 得 


如 2 1 2n B, 2 
一 et 一 一 二 一 一 一 一 工 一 一 
2 多 Fes > 让 | 2 Gn (0) 
邮 籽 
2-(2xa)1 tu 1 
Br 一 -一 了 7 
Cx) 说 色 7) 
ey 
称 之 为 Bernoulli 数 , | 了 |, 可 知 诬 B, 都 是 有 理 数 ,例如 
2 
Bi, B=i, B=t, B=li, B75,..., 
6 30 427 30 66 


因此 也 算出 了 Riemann & 酌 数 在 偶数 所 取 的 值 


A) = Yl (2B, ,1 2，.. 
CC2n) 2 i (z= 1,2,.*°), 


在 (6) 中 以 一 5 代 z, 则 得 


Ea 
CoS 下 £ 
# 2: + ete zt 
和 
sin 了 ce 
1 


"2839 


2 + 
A {8) 
er 2 2[ 4! | 
此 处 
一 Tt 
Ll, di Aa DB no) 《9) 
(2)1 


称 之 为 Euler 数 ， 


§7. Gibbs 现 复 


以 上 为 了 保持 Fourier 经 数 的 收获 性 ,我 们 在 攻 *) 上 加 了 两 个 条 仰 ;在 加 知性 之 外 又 
评 了 另 一 个 性 盾 ， 我 们 于 以 举 出 例子 , 仅仅 可 线性 并 不 能 保证 Fourier 般 数 的 收 做 性 , 这 
税 的 例子 星 P. Du Bois-Reymond 首先 举 出 的 , 即 一 个 Fourier 绥 束 在 一 点 是 套 遇 的 , 虽 
然 对 应 的 田 数 在 则 一 点 是 这 入 的 . 

关 十 不 速 接 出 数 的 Fourier 级 数 的 情况 ,更 有 所谓 Gibbs 击 锭 . 


已 , 知 
Et 车 0 之 7 
sin (2r—1)r i 
1 = 2 Ds 2 一 二 一 沙 一 Tz 之 * 之 和 0， 
0, 戎 == 0, 一 左 。 
合 
sin (2r—1)x 
一 一 
全 > 27r 一 1 “ 
到 
in 辽 了 2 艺 
x) 一 2 cosf2y 一 1ze Se 
> Sin x 
璇 以 ， 
7 Sin 327 
gol) | 一 de, 
\ 5 sinf 
妇 此 
T x 
sux) -| -2 -| sin 2ns ( 1 一 +) drt, 
0 0 sinz E 
即 


WE 中 ， zt £ : 、 
sx) 一 | SDE gp = | sin 2nt i (三 一 下 圭 . …) 总 
- 和 下 曙 


| St 


六 为 当 :由 0 增加 至 十 x 时 , -一 速 开 ; 观 当 0<rsCLm 时 ，0 二 三 
2 sint 2 之 3 


. 所 以 , 当 0 <x 所 本 时 ， 
5 31 


sn) — ta| < | 二 
[1] [| 
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对 仔 音 8 > 0, 存在 8>0, 当 0<yY 一 8 时 ,对 任意 正 整 元 ”， 上 有 


| ep — | Sa (1) 


命 
pn ne 
9 上 

由 于 CD np = 

snt a | CD sn jy,, 

kn f o RT 二 Ta _ 
所 以 当下 一 0.1.2…… 时 , 正 负 相间 瑟 杷 对 值 单 调 北 沽 , 故 两 数 y 一 中 (在 一 下 .3r， 

… 有 极 凑 值 二 庆 Mi 这 MM; 这: ， 而 在 * 一 27z, 47; ar 月 极 小 值 m2 之 mm 

< 了 8“ 


用 
20 和 
FF 
FAT HH 


进取 志 7: 则 由 C1) 可 得 


TT x 
| (三 ) -| sint yg | 一 e， 
2 0 


El 


因 忠 尽管 对 每 一 国定 的 x(0 之 x 之), 当 ww 一 00 时, (x) 趋 于 本 但 是 zx 一 0.0 近 》 
所 9%(z) 中 的 所 有 的 点 ,部 是 曲线 y 一 s(x) 上 面 的 点 的 极限 点 ,而 区 间 u 去 ys pix) 的 
长 度 是 (0, 万 十 0)) 的 长 度 的 
z=[ Dt 1.1789795。 

oy 天 
倍 . 

由 于 so(x) 为 奇 画 数 , 故 在 * 一 0 的 左边 亦 有 类 位 的 情况 , 序 在 x = 0 的 附近 . 曲 狠 
完满 了 区 出 一 kr) 反 了 < 扫 0. 这 一 现象 叶 Gipbs 现象 (图 116) 

一 般 首 之 , 合 画 数列 和 人 1 在 区 阅 为 之 x 之 加 于 到 中 收 禹 于 国 数 lx)， 基 湖 # 及 
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1 


| 


彼此 独立 地 赵 于 十 加 时 ,有 


Tmf lx) > fro + 0) 
或 
limf, (x) < fro 十 0), 


划 称 {Ft} 在 %% 的 右 方 有 Gibbs 坊 象 ， 同 样 可 以 定义 在 加 在 太 的 Gibbs 塌 象 。 


8 8. 均值 求 和 


定理 1。 命 
sn 十， 十 an 
表示 一 级 教 
之 ， 本 
的 部 分 和 , 叉 


才 示 平均 和 .。， 如 果 


基 也 有 


证 ， 由 假定 可 知 , 夫 任 一 8 > 0, 则 存在 一 > 9, 使 z 之 N 时 , 1 一 :| 二 s， 命 
了 为 
的 上 界 ,如此 则 


1a 一 | 过 


{so — sl fas|, ***, {sw ~ sl 


em ne 
此 
站 距 


《 当 * 充分 大 时 )， 搞 以 定理 待 族 . 


芭 之 ,如 果 
lim oS, — 3 
者 不 一 定 可 以 得 出 
Hm sr 
例如 ， 
an 一 人 一 |) 


岂 wo 一 1，po+t 二 0, 页 演 有 极限 , 但 oa; 的 极限 等 于 172， 
定义 ， 姐 果 一 个 器 数 的 5; 的 极限 存在 , 划 称 为 平 询 收 化， 或 抱 CC 1T) 收 仇 ，a 的 
极限 * 称 为 能 稻 数 的 (4C, 1) 和 . 
我 们 现在 运用 斑 均 并 和 法 到 Eourier 报 数 ， 
证 
5 一 a + > (arcos hx + besinkr) 


和 


及 


了 如 填 站 十 "二 了 
Ee 
如 此 用 
。 sin 一 十 sin ox 十 -十 sin (2 — 如 
Gs 一 | 人 Cx ti) + fx Oo a dn 
Te Sin -一 于 - 
， 了 
1 rz Sn nn 
-二 | Ux 4 + fr — NY da, 
a J sin 六 


这 公式 称 为 Fejtr 积分 ,其 重要 性 在 于 (sin 十 mu /sn 十" 是 定 正 的 ， 在 公式 中 取 


fw) = 一 1 则 香 
， 1 
| sin 一 
1 一 | 2 | 2an， 
2 0 sin 上 je 
2 
因 上 时 得 负 


。 1 3 
Gy 9 一 sf 2 I 


圾 fx) 的 Fourier 级 数 的 CC 1) 和 是 sx) 的 必要 且 充 分 条 件 是 这 积分 一 0。 
依旧 引进 
pl) = 二) 十 其 一 让 一 2 


出 于 
1 f sn 1 f ( | 
La EL es 
si sim : in 
2 
显然 趋 于 0， 所 以 4 ,1) 上 收 项 的 条 件 一 变故 为 
sin? 1 好 下 
lim 上 ln) dn 一 0. 
sinz 一 如 


又 由 王 


8 
[| sin 工 i 1 一 pin) dm 
中 JJ 之 Pe 1 ( 1 ) 
SLD py 本 一 


| 
<4| ( 1 一 - 天 
0 


"2B7 + 


所 以 该 条 件 及 变 为 


im + | 2 gdu = 0. 


村 -号 I 


定理 1 《Feitr)}。， 假如 六 x) 仅 有 第 一 类 间断 点 , 则 f(x) 的 Fourier 级 数 的 4C: 1) 和 是 


去 (Kx + 0) + f(x — 0)). 


特别 是 对 fry) 的 连 炳 的 点 , fx) 的 Fourier 级 数 的 4C， 1) 和 就 是 f(x), 
证 ， 在 上 公式 中 会 
一 了 (Kx 0) + f(x — 0)), 


剧 当 jy 玉 0 时 四 (w) 一 0. 区 有 存在 ,使 # 之 gg 时, | 中 a)| 筷 &。， 如 是 交 


= 了 ] 3 这 
Sin nu | Sin rn 
| | —— edx 二 
t Js re ne na 
sin? nae 
1 人 2 
十 .一 一 一 一 一 pia) da < 扫 
Ei 中 x 
=- 2 1 
本 sin ~ nu jr (| 
< 和 人 2 dt 二 | -的 -一 五 十 硬 (如 是 定义) 
ib Ea Ei 3 于 
现在 
sinz 工 Ff 1 
1 人 2 Bi = 1 siniw < sihzr dy 
na i 2 如 we 30 


基 一 常数 , 帮 了 二 As， 对 周 定 的 3, 当 w 一 02 时 显然 五 一 0。 定 还 证 毕 . 

定理 2. 人 吉 果 fx) 在 (a, 上 昌 中 巡 往 ， 则 硅 共 所 包 有 的 任何 一 个 团子 区 间 fx) 的 
Fourier 把 数 的 平均 和 5 一 下 收 散 了 于 Te) 

施 明 完 全 与 定 1 相仿 ,但 须 广 意 , 3 的 选择 仅 与 8 相关 而 与 * 无 关 ， 


§9. Parseval 等 式 


入 入 我 们 已 述 知 游 Bessal 不 等 式 
1 ; - a 2 < 工人 2 
> wh + 2 十 六》 寺 | fey)? dx, 
我 们 乌有 有 要 进一步 泪 明 
定理 1，。 ”如果 1(x) 是 连 落 商 数 , 旭 
用 + (及 十 态 ) 一 二 (fe)?ax, 


多 呈 1 


新 ， 由 此 已 知 , on(%) 一 至 站 敏 于 x), 所 以 


2H8 * 


im | CC) — oul) fr)ds 一 0， 
而 ， 
好 Cr] 一 1 > 已 gq 十 六， (Carcos Rt 十 本 km kx)) 
如 mb 妇 k=] 
= 立 dg 十 4 > Y， (Caicos Rx + be sin ix) 
# A 全 
评 一 下 
一 = a 十 > {arcos kr + rsinRx) (1 一 二). 
以 此 代 大 旦 王 项 求 积分 ,可 知 


1 人 2 一 1 :_. 局 1 大 一 > 
i 
由 Bessal 不 等 式 知 道 


So 一 44 + 3) Ca + 缀 ) 


k=1 


收 租 于 4, 由 定理 8.1 可 知 
闻 一 4 由 一 和 
4 s+ (a+ 肌 ) (1 一 入) 
由 A 站 


FE 二 是 2 


也 履 铬 于 4， 邹 得 


工作 (F(x) :dx 一 + > Ca 十 器)。 
下 “0 2 k= 1 


防 式 子 称 汶 Parseval 等 式 . 
命 另 一 连 禄 图 数 gf) 的 Fourier 展开 式 是 


da 十 > (ar cos ks 十 Er sin kx), 


上 二 了 

则 由 

工作 [Co + ee 一 PCD 一 PCD]as 

一 二 [Co 二 os 一 起 一 宅 ] 
， 
十 |{(m 十 ai 一 厂 一 吁 十 (有 二 本 关 一 瑟 一 明 
所 二 T 

可 得 


" 2 ” 1 - = 下 r 
工人 FeJRKE] cd 一 2 十 > {Caran 十 有 
大 二 省 


这 称 为 Plancherel 区 深 式 ， 
该 些 肥 式 在 很 普 绝 的 假定 下 仿 然 正 侈 。 但 为 了 简单 计 ,我 们 不 次 波 了 。 
$ 10， Fourier 般 数 可 以 逐 项 求 积分 


完 理 1 任何 一 个 Fourier 执 数 ,不 管 志 是 收 竹 或 安 散 , 我 条 可 以 在 两 限 之 间 乏 项 求 


二 ZB9 


积分 ， 积 出 后 的 稻 数 的 和 等 于 藤 男 数 的 积分 的 Fourier 级 数 ， 
Li I(x) 的 Founrier 系数 是 yy Dns 现在 考 虚 图 数 
x i 4 
F(x) 一 | (1 5 di. 


如 此 则 (x) 是 周期 的 , 连 挟 的 . 


双人 命 
fn) 一 福生， 当 f(D 一 名 之 0， 
nD 一 ， 
日 当 f(A) 一 也 二 0, 
fe) 一 地 当 fCe) <0， 
ht 一 ， 
0, 当 了 (7) 一 也 宇 0， 
因此 
fCr) — A 二 (A), 
因为 E93 
人 ar (=i 
都 晨 递 夫 酌 数 , 丙 


F(x) = AOE 一 (na, 
因此 上 E(x) 是 递增 陋 独 的 益 ， 出 定理 5.3， 所 以 有 收 襄 的 Fourier 级 数 


FX) 一 py <0 十 > (Acos nr 4 B, sin sr), 
. < 


出 处 
1 位 1 sin nx | 人 
A = 一 Flix)cosnrdr C= |F() | 一 
Tn 完 ln 
2 aa 
一 工人 (ro - 荆 mjsnozdz 一 一 二 | fx) sin nr dr 一 一 名 
HA 0 2 位 抒 
及 


2 2 
了 ,一 工 | Fier) sin nx dx 二 工 (rzG LOS <) 十 
” 并 3 是 


1 


十 二 人 (Fa — a0)cosnxdx = 一 Lj) og 
2 nT 0 四 


(注意 RU2z) 一 了 (0) 一 0)， 所 以 


E(x) 一 广 1 > Tn Sin nr 一 Butos Hw 
二 二 1 


Fi 
命 x = 0 即 竺 
up 
> 
n=1 将 
合计 


FU = py ansin gr 十 Fn (1 — cosnr) 


si 和 
即 得 定 尘 . 
宙 此 也 周 使 元 明了 


攻 黎 . 
本 定 芷 还 有 另 一 个 有 趣 的 蒜 明 ， 已 知 


sin (x 一 站 下 sin 2Cx 一 - 


1 2 十 一 由 (ft)， 
1 |x— (rz)]. 湛 0<x 一 :3 
(xx 中 (站 -| 2 ) 略 收 佑 , 均 可 缚 以 fC) /x 且 逐 项 
” 0, 沙 x 一 1 0 27, 


积分 。 由 0 到 2x 积分 ,左边 等 子 


2x we . 
> +| sinn tx — fd = >, SS 
0 


re 拉 喘 | Er 
而 治 边 等 于 
1 全 sof@ a rn Tt fd 
> 1 -一 总 一 1 ” 交 = Fi ll 和 
去 | 十 .20 人 站 轨 人 Flr)ar 


(用 站 F(x 一 2x) 一 上 (x) 和 i 二 te 一 (一 已 ]&e 一 0)、 定 至 趟 举 , 


$11. Fourier 采 数 的 和 性质 


出 前 已 知 
HA Fr 
我 凋 现 在 析 蒜 条 件 来 证明 重负 确 的 车 台 ,例如 ,只 2) 基 单 请 .上 齐 有 界 图 数 , 其 由 第 二 中 信 
公式 ; , , 
| 了 二) cos kx dr 一 KP)|. cos Rx Ex = of 
即 竺 | | 
人 “ (b A cf) {1) 
如 时 区 闻 50.2m3 可 以 分 为 有 限 候 ,而 每 一 狠 痢 是 单 户 的 ,以 上 的 和 结果 人 ) 仍 然 成 立 。 
站 时 斤 s) 的 微 商 有 以 上 的 性 质 ,区 由 分 部 积分 靶 可 钳 


人 fx) cos hx dr =— Flr) 本 | 一 工 人 Fx) sin kx ds 


| 


-- 人 rc sin Rx dr 一 oa) 
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及 以 消 
a o(B) 及 两 一 o (二 
局 法 可 以 永明 ,如 果 Ts) 的 上 次 微 商 有 以 上 的 性 质 , 则 
2 of 全 一 oo 人- zr). 


1 合 大 ，Fourier 吸 数 站 但 得 合 快 ， 当 == 1 时， 


do 十 > Carcos ke + besinkxr) 


r= 
< 十 ial + > (au 二 ia tml + o( 人 与)， 
所 以 Fouriar 稻 数 一 致 收 孝 , 且 经 对 收 黎 . 
如 时 一 个 图 数 仅 有 有 限 个 间断 点 ,我 们 可 以 用 下 法 来 向 出 一 个 演 有 阐 断 点 的 除 教 . 
由 例 5.1 已 知 


fx) = Sa 一 2 二 ,十 《一 十) 一 sin A 


二 


Ea 车 一 zf 达 * 之 ， 
0 


y 若 一 士 交 
仅 在 点 * = 有 了 疝 断 点 ,而 且 嘱 r 一 0) 一 二 x, fx + 0) — — 二 =， 考虑 画 数 


(x) 一 gfx 十 x 一 zo) 十 所 
一 个 在 x 一 zw 时 有 间断 点 的 事 数 ,入 


gtxo + 0) 一 一 半 m 十 4 gm 0) 一 二 ar 二， 


解 得 
一 工 > glx +0+gw— 0), a= 二 CgCx0 ~ 0) — glxs + 0)), 


序 如 果 gtx) 是 一 个 仅 在 x 一 za 时 有 阅 断 点 的 加 数 ， 于 ea 十 中 与 区 加 一 站 都 存 
在 , 它 的 Fourier 级 数 等 于 
sD) = Dn t ro 


< 一 此 十 了 > “一 中- 一 -一 一 一 "(coskln 一 xo) sinkx + sink(n — xo) eos Rr). 


K+ 

如 采 一 个 图 数 有 有 让 个 则 上 ;天 且 在 菩 些 间断 点 的 左 夺 极限 络 存 在 , 旧 我 们 可 以 减 
糠 有 限 个 上 述 的 函数 使 亡 谈 为 连 炉 的 . 

所 减 去 的 这 些 国 数 是 “站 粮 周 期 玫 数 ”, 因 而 在 计算 时 可 以 先 减 去 几 个 直线 周期 曙 数 ， 
使 得 所 剩 下 的 画 数 的 Fourier 极 数 一 致 收 笋 . 

这 个 右 法 当然 可 以 用 来 处 理 有 以 下 性 扶 的 闻 数 :可 以 把 区 间 分 为 有 起 蜗 ,在 每 一 各 中 
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者 有 有 了 次 微 商 ( 直 洗 Euler 求 和 公式 )。 


4 了 2，。Fourier 甫 数 的 其 他 形式 
先 讨 请 复数 形式 的 Fourier 级 数 ,现在 关 


1Cx) me >) Cones 
引 处 
一 工 Ei 下 
CH | jx) 好 疝 
厂 者 试 葱 昌 与 前 相 术 的 结果 . 
又 姐 昌 周 所 是 2 站 4， 划 我 们 有 


Ko 一 一 二 十 人 {arcos 好 Basin 好 )， 
2 k=1 下 和 


时 处 
La bi 
好 大 = I| f(x} cos dx br | ftx) sin Rx dr, 
加 a A 下 a A 
合 
hy = PRSin Pas dh icos Prs 
则 得 
1 < , 
I ~ ~ a 2) pr sin 攻 十 p 收 
z FP 


pn (Ep) 
企 物理 上 代 央 调和 振动 .振幅 就 是 pi, 简 2x4 是 周期 , ps 是 初 位 相 ， 
§ 13. 实用 静 和 分 析 一 一 有 限 询 和 分 析 
折 晶 , 知 图 数 展开 成 Fourier 级 数 的 运算 叮 做 畔 和 分 析 . 如 虹 {x) 是 由 分 析 方法 宪 叉 由 
来 的 ,而 央 邮 又 不 难 算出 定 积 分 Co == (WE dx 的 数值 来 , 划 这 个 融 数 的 Fourier 


展开 并 便 立 剂 得 到 ， 但 如 果 1(x) 仅 是 由 若干 实验 数据 折 洽 定 的 ,或 者 即使 天 x) 出 分 析 注 
法 所 定义 ,而 Cs 不 易 算出 , 那 时 就 出 现 了 如 何 去 找 Fourier 系数 的 娩 题 了 ， 解 这 样 闻 题 
的 运算 称 为 实用 调和 分 析 ，、 人 们 往往 容易 产生 这 样 的 错觉: 当 取 定 阁 干 分 点 后 ,全 多 算 几 
项 .就 会 得 到 钨 精密 的 精 果 ， 我 们 将 着 各 指 出 ,事实 上 并 不 然 ,过 多 的 计算 不 仅 浪费 人 为 ， 
而 且 会 导 政 人 鳄 来 龟 大 的 谭 芋 ， 我 们 在 这 儿 所 介绍 的 有 限 调 和 分 村 的 须 限 点 也 就 在 寺 此. 
本 靶 用 的 万 法 是 “从 有 限 到 有 限 ”, 庆 研究 了 让 有 限 多 个 数据 所 应 计算 的 最 恰当 的 项 数 . 

洁 从 复数 形 臣 的 Fourier 级 数 芋 起 ， 要 定 在 [一 rzj 中 答 定 国 数 基 休 的 以 二 4 本 1 
个 数 瞻 
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一 拓 型 )， 1 = 0. 土 1,:-…, 土 n 


利用 
1 iil 0， 若 3 
> {i 车 nln, 


en 


可 专人 欠 
SY arm J 


m= 一 


中 定时 Cw 来 ， 定 册 Co 的 方法 是 生 (3) 记 a 和 *, 而 对 了 加 之 ,由 (2 得 出 


人 如 earitgin 一 六 人 3 itm alia = => Ch, 


】 一 一 不 7 向 二 一 本" 站 一 一 ff 


因此 ,我 位 建议 用 
一 2328/ 


人 
p> Che™, Cn 一 二 之 ye 


四 一 一 中 


S(t) 一 


来 到 近 x)。 现 在 来 估计 Stz) 与 藉 z)] 的 误 郑 . 


定理 1. 
sx 之 忆 ,网 
40 
fr) — SCx)| 去 Cri 
证， 已 知 
ffxy = > Cae m, OC, =- 工人 | fr)e im dx, 
分 部 积分 rf 次 得 
= 1 ” fr 一 过 
27t im) 人 1 (Ce 
所 成 
1Cm! = 
[ml 
因此 
{fm >，Coee| 所 1Co 
mo lar 
二- SC 2C 
2 .2 ne “ | se 
当 |m| 技 六 时 


1) o15 去 示 < 能 束 除 5, a6 故 孙 4 不 能 签 除 五。 
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(1) 


{3) 


(4) 


(5) 


假如 并 x) 在 [一 x, x] 中 有 所 产 2) 阶 囊 秘 微 商 ,各 阶 微 商 均 有 周期 2x、 


《6) 


C7) 


Ca) 


nm 
Cn 一 ji = Cn 一 1 >» em 


eo 
1 _ ; 
= [a > 2 TH > Coli 


机 是 一 一 让 二 一 吧 


加 此 


EE 
| 人 Cm | < >, | Cr 


上 五 一 中 


光 处 之 表示 除去 :一 0 这 一 项 ， 因 此 


| > (Om — Cm )em| 去 > > | Crned 
ad a 全 忆 1 
< DD 


tr 二 一 了” 是 一 一 中 j 坟 十 mt) [=n'+1 


< (9) 


【在 一 整数 地 可 以 唯一 地 考 成 为 好 十 [| 所 #2) 的 形式 , 但 : 志 0, 所 以 从 所 有 的 整数 
中 除去 适合 于 11 之 # 之 庄 整 数 , 改 得 所 云 ), 
因此 ,让 (7),C8),《9) 可 得 


Jf) 一 So < 4C 


fr 一 
有 时 为 了 沽 少 计 等 最 .在 有 了 = 个 数据 一 所? (| 之 和) 之 后 ， 我 仿 只 希望 于 


算 玉 十 1 个 系数 Contjiwm| 委 外 此 处 和 二 二 算法 如 下 : 定 出 Co 私 训 来 使 


站 


bp > 上 >, Ch ei “ 


是 一 一 2 中 一 一 是 


晨 小 值 ，: 


号， > 一 > (Che i 


于 一 一 7 徊 一 一 是 

上 
C4 ea (G5 加 CC om) 
-六 | S ， 间 


时 三 一 名 一 一 是 
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于 


和 Y yl:+n ») Tee1 一 - 六 阿 到 CC eilgit 一 


二 一 一 天 二 一 上身 攻 二 一 上 = 一 二 


— > 六 yiC, 一 aryn 


r=— ja 


呆 一 一 由 1 = jg 


= > (cs 1 Tye (6 1 SB here 


十 六 lw 一 二 >| > wel 


二 一 T=- 


> 位 iy? — 1 > | D3 vein| ， 


mr 


r=—n! 


此 姓 等 号 成 立 之 沉 要 条 件 为 


-1 > 1 em 
好 | 二- 


因此 仍 用 
Satr1C#) 一 > Ce Cm = 一 1 写 ， ye Mim 
人 Hm 
率 汉 近 tx)， 


在 定理 1 的 条件 下 ,与 定理 1 相仿 可 得 


间 2C /1 1 
(f(x) sn) < 0 (二 a) 


这 建议 我 他 ,如果 只 计算 2 十 1 项 ,可 以 沙 用 一 些 数 据 . 
在 实际 证 算 的 时 个 ,sx 有 以 下 购 素 达 式 : 


。 (2 ) 
a snl——— x! 
Sx) 一 工 2 
" nl (一) 
2 Er 


Se) 一 > Cmer Tm” 


Ei TF 
1. > > Ye” am em 
莉 


人 好 
一 1 > yi > 人 一 2 
a 
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) + 


(10) 


(11) 


如 果 f(x) 是 一 个 以 2r 为 周期 的 实 两 数 , 则 
ge) = coem 


焉 一 一 并 


Li 
一 C+ 2 Chem + Cne mr), 


m= 1 
这 上 几 
1 Hl1 
人 一 一 人 yo Do 2, 
各 = 一 可 如 0 
1 忆 
人 一 一 - > ye mn 
Le 


划一 1 其 一 二 
1 ( we 2 。 ， a ) 
一 一 > Cos ———— 4 > sin -< 一 一 
‘fp > 和 Yi 7 


I=n0 


| 


1 4 ，- 

《am 一 bmi), 
TV， ， 

Cm ™ 3 {iam 十 bmi Y. 


因此 


里 
Cme™ 十 C ome 


一 = {am — Bd) cos me Tf sinmx) 十 
二 志 《en 十 Bf) Ceosmr — fsin mx 


= qm OS DEY 十 Bm Sin tmx, 


内 此 


重 " 
Snkx)》 一 了 + BS) (ancosms 十 ésin mx), 


Crp | 


此 处 


{12) 
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-一 二 58 yr Sin C2 (C13) 


这 就 是 实数 形式 的 有 限 Fourier 概 数 . 
定理 2. 如 果 x) 为 在 16, 2z] 中 有 并 空 2) 阶 束 糖 微 高 的 实 夯 数 ， 各 人 阶 微 商 部 有 
周期 2z, 县 Fe 过 C, 则 


1 <! sin (Tnx 一 | AC 
Fe) — | < (14) 
sin 工 (= 一 , ) 
如 果 分 点 不 是 等 距 启 的 , 朗 已 知 


4 一 fx}, £ 一 1, 2,""*, 2 十 1), 
期 可 由 联 立 方程 组 


， mr 
y; = 也 十 >, (Cacosir; + Bsinlr), ls 六 
i—] 


y = f(x) 一 机 十 > (arcosilx + Pisinilx) 


?7 二] 
中 消去 rm 中 , 己 通 得 出 7 与 加 ,和 因 的 英 夭 。 因 而 开题 归 糊 为 解 联 立 方程 宜 的 间 题 
了 . 
习题 1.。 研究 分 点 个 数 # 为 颂 数 的 情况 , 
附 记 . 人 em 总 了 5 的 积分 ， 因 此 得 出 


然后 用 


上 ri 
Stt) 一 四 十 > Ca cosmr 十 Bo sin mxey) 
- m= 


来 逼近 f(r)。 虽 然 用 这 一 方法 得 出 的 smn(x) 的 表达 起 颁 无 两 样 ,但 由 于 
Um 一 At Sn O— bss 


上 押 己 极 数 


em 

是 和 有 站 

了 十 > 【eeos mr + Bsin mxy 
sp= 1 


是 发 散 的 (除非 四 一 er 一 疝 一 人 一 一 全 .因此 取 Fourier 级 数 的 便 数 仿 儿 ， 
变化 亦 剑 大， 如 果 原 来 的 酮 数 忒 沁 有 一 定 的 光 衫 性 (例如 有 过 入 的 赢 阶 微 商 等 )， 用 这 个 
方法 米 外 理 , 当 项 数 算 多 了 ,偏差 反而 会 更 大 , 换 车 之 ,这 个 方法 容易 个 人 产生 引入 迷途 的 
可 能 性 一 一 床 以 为 硕 数 写 多 人 意 精 密 ， 另 一 方面 , 当 葵 了 几 个 贷 帮 的 数据 时 , 亦 不 必用 连 纺 
性 的 方法 来 处 理 . 

关于 实用 族 和 分 析 和 进一步 的 计 葵 ,请 读者 看 华罗庚 与 王 元 的 "数值 积分 及 其 应 用 ”一 
书 , 


§ 14. Fourier 积分 
把 $12 的 公式 写成 为 


f(x) 一 二 f(D dr + > | fC) eos 2 dt, (CD 


现在 使 一 如 ， 恕 村 命 mm 一 一 ， 刚 该 级 数 等 


pC) 十 > 《ass 一 a Ps), (2) 


班 让 ， 
Plu) = 工作， ft} cosate — 1 dt. (3) 
el 


如 果 我 们 且 不 答 p(w) 与 的 尖 杀 , 则 (2) 式 就 相似 于 Riemann 积分 的 和 ， 所 以 当 
A 一 00 时 ,我 们 得 出 


ttx) 一 二 了 du 全 cos (x — A)n fer af C4) 


迁 称 为 Fourier 积分 公式 ， 狂 之 十 Fourier 级 数 在 有 限 范 国内 表示 一 个 夯 数 ,Fourier 积分 
在 无 限 范 围 内 索 示 一 个 画 数 ， | 

加 和 杷 以 上 六 法 严格 化 并 不 简单 ,我 们 现在 用 另 一 故 法 来 寻 理 公式 (4). 

假定 

人 zola 
是 存在 的 , 则 积分 _ 
人 cosulr — Of a 

对 * 在 任 一 有 限 区 间 丙 一 致 收 敌 ， 故 可 由 0 到 了 对 “积分 ,日 变换 符号 , 妆 得 


(a | -se — A a = 全 区 一 站 fC de 


箱 与 sa > 0, 可 有 取 工 充分 大 ,使 
人 Hole<e 人 Ole<s 
取 国 定 的 x, 大 假定 工 > |*| 十 1, 出 对 所 有 的 可， 
(A 2 fa < 8 I 一 2 fd 8, 


—m 5— 


固定 了 , 责 Rismann-Lebesque 定理 可 则 ,尊王 一 加 时 ,积分 


| sin Ue — 2) fA dt, | sin U(x -一 | fn ds 
四 区 十 昌 -一 


TT Je 万 一 


工 (a 人 cosulx — fd = i 位， SnUx A nd + eo (1) 
0 —%m 下 


~- 二 | 各 呈 {fz + + Kx 一 月 2 十 ofl)， 
Jo £ 
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如 此 ,把 我 倍 的 间 题 一 变 而 为 前 所 讨论 过 的 Dirichlet 积分 相仿 的 辣 题 了 ,部 如 朵 假定 
全 ppte 
存在 以 及 在 = * 附近 六 zs) 是 两 递增 画 数 之 莽 , 则 


jm 工 fa conus — Nf a + {f(z + 0) + fz — OY 


Drm KR i 


§15. Fourier 恋 换 
如 果 帮 x*) 是 人 避 栈 数 ,由 Foureir 积分 公式 (14.4) 蛮 为 


re 


x} = + [Ea Ccos x cosrtn 十 sin x sin tw) (i) de 
Ei Le -0 


br 


天 [13 -0 


这 称 为 Fourier 余弦 会 式 ， 双 如果 f(2) 是 奇闻 数 , 则 得 Fourier 正弦 怪 式 
x) 一 全 全 sam du [in fe. 《27 
TT 二 站 [1 


如 果 我 们 命 


ECT) 一 2 人 cos xf fA ds, 
fx) 一 /2 人 cosxt otf) az, 


郎 大 幻 与 民 旨 处 于 互 道 的 关系 .如 此 所 关联 着 的 一 对 函数 ,彼此 称 为 Fourier 余弦 变换 . 
当然 这 是 仅 束 形式 则 之 ,严格 些 改 , 在 我 们 常 遇 到 的 条 件 下 , 必须 修改 了 (x) 的 数值 为 


出 由 {1) 得 出 


= Gx + 0) + Hx — 0)). 


同伴 


k(x) 一 人 人 ma rf dd, fx) = 上 | sin rr CA ds 
Er 0 加 0 


伍 称 为 Fourier 正 蔷 变换 ，。 泪 意 ,这 也 须 修改 f(x) 的 数值 为 过 (Kx + 0) + f(x—0)), 
在 x 一 0 时 , 葛 必 须 福 意 ， 我 们 是 假定 了 1(x) 是 奇效 数 才 著 得 这 公式 的 ， 所 以 j0) 的 数 
值 是 0 
例 1， 画 数 
1， 当 0sSxr<< 1 时 ， 
f(2) ~ 人 当 * 之 1 工时 


1 


的 Fourier 祭 臣 变换 旦 
2 


I， 当 10s*Y 近 1 时 ， 

| | 当 + 一 1 时 ， 
也 如 2Z 

0， 当 + 时， 


倒 2， 取 
亲人 一 ee 有 > 
宇和 的 Fourier 正 荡 变换 竺 了 


2 {1™ po. 2 x 
之 ps == 和 
e nsinntar = 

/zi Ymt+a’ 


所 以 
oo 下 . er 上 当 x> 0， 
/2 | din ue du —| 0 当 x 一 0 
同样 可 证 
入 六 
他 3， 画 数 


是 所 们 自己 的 Fourier 余弦 伍 柳 ,而 着 数 
x ze Lt 1 
ea 一 工 ¥ 22 


是 它们 自己 的 Fourier 止 纺 变 斤 ， 


§ 16. Poisson 公 式 


一 人 ee ad 人 fF FY Pos ut de | Co ux dit | cos ur dt 
x J i zo 0 


假定 fx) 是 一 个 在 《0 00) 中 定义 了 的 商 数 , 蕊 速 鞠 而 且 当 * 一 e 时 单调 递减 趋 近 


于 0: 和 并 稻 定 
人 fx) ds 
存在 , 命 必 记 0, aB 一 2x, 上 自 g(x) 是 了 Cx) 的 Fourier 余 粥 灾 狗 . 即 得 


Va rd + Dn) = VE Gs) + Dp)}. 


该 公式 称 为 Poisson 公式 ， 


证 。 由 g(x) 一 /2 f(a) cos tx dt 本 得 
区 [+ 


VB{L 0) + Baimp))} — 


2 


CL) 


ss A301 二 


一 /玉生 人 下 十 > 人 fF cosm Bidt| 
-ef (人 (二 十 > eosmpr) di 


= 二 全 全) 仁 + 加 oo] 科 ( 才 本 歼 


zx 月 Jo \B = 
二 fa sin {a 十 过] 
一 - | ! GS 2 sin Em 2 
-友人 全 2 
Sin -一 于 


ym inla + 二 

pl 
2 

用 第 二 中 箔 人 发 式 到 积分 .上 , 划 得 


。 1 
位 ( x ) Sl1Nn (a 十 二 业 
fm 一 


2m) 


] dx 
Bb Wi 28in 一 .时 
由 于 
| 一 th 
I{ ) sin (e+ 工 )* em 1 _ 1) az| 
2m—1)x 
4 2 si ly X 2 
2 
轩 3 1 《一 ] ] 
< 一 | dx — Ol) 
tm ，。 tT—7 
2 sin 
及 


¢ sin(a + 1)s 
| 


Lm 1 工 一 了 的 于 


好 dy 


， I 
[ne Sn (2 + i) > 


一 林 入 


__ sin 2 


一 Zp 十 读 }x 
| 1 


一 (ze 十 二 
这 儿 用 了 人 村 Sinz gs 是 收 考 的 , 因 讲 得 出 


D2 


(1 (5) 
ww tm +1) 


D0 Di (ee)-o(S 4) 


本 到 1 


从 而 


_0o (fa) — 0(1), 
换 冯 之 ,公式 (2) 是 一 个 对 4 一 致 收 镶 的 级 数 ， 命 一 oo, 并 且 每 一 项 如 此 取 航 限 ,由 


sin (a 十 二 】 x 
2 


im 二 1 总 ) 一 (0), 
2 


1 . 
one 


2 sn 上 x 
2 
得 出 最 后 续 葵 
VB{L lO) + Dy eng)} = Ve {E10) + D0)}. 


EE 1 1 
例 1， 到 I(x) {TE 则 


锣 2. 永明: 和 落 z 盖 0。 有 


Y， EA ee 4 D3 i (3) 


友和 + 
破 得 公式 (3). 
$ 17. Fourier 变换 的 复数 形式 
西数 加 
F(x} = 广 ( (er dt (1) 


称 为 fx) 的 Fourier 变换 ,由 此 得 出 
一 - iir " eitsg 
F(x) /二 (全 fr eer + 人 Cn 中 


一 - 1 人 (Ff Cx) ers 十 HO—Ae Ti) a 
2 


在 和 3 位 守 和 


= 工人 40 十 藉 一 中 jcoszz + Ef) — 1(—A] sin tx} ds, 
Var ? 


GY) 一 2 | + eos rr or 
下 Jn 之 


Hlx}=? /2 人 | sin zx dt, 
区 Ja 2 
显然 可 上 见 G( 一 科 一 G(z)， 昌 (一 +) 一 一 HH(x)， 用 友和 革 公 式 亲 知 ， 
{2 + A- 一 /2 人 OUx) cosxr dr, 
2 Jn 
由 于 Gtx) 是 偶 办 数 ,所以 


| G(r) cos x dr 一 了 | GX) cosxt dx 
ow G 


及 
人 GEr) sin xt 2¢ = 0O. 
旺 得 测 


fe + fo = /2[ G(x Ycosre — isin xi)Adx 一 NE Gre gr, 
x J- Tr J- 


及 由 十 HtY) 是 可 族 数 ,所 以 


| Hlx) eos xt dx 一 个 
一 各 


由 [2 
| HlxY sin xt dx 一 了 | HCOx) sin rr dx 
一 四 0 


因而 由 反 转 俊 式 得 中 


故人 CO— fA) = /2 全 【一 ;本 (77 sin rr dx 一 2 (aa, 


(5),《5) 相 加 得 
fn — 


由 (2) ,(3),( 作 即 得 (1) 的 反 转 公式 


ft) = 一 一 -一 人 Fixe dr, 


yo 
也 可 以 由 (7) 推 出 (1) 来 ,读者 试 举 出 在 怎样 的 条 件 下 , 反 转 公式 (7) 能 镶 成 立 ， 


人 (GE) 4 HO Ye dx, 


$18. 其 他 变换 


在 常用 的 变 痪 中 ,我 们 介 招 以 下 的 两 种, 条 不 笋 出 这 些 公式 成 立 的 条 件 , 
wy | 
$6) — [fear, 


30 和 二 


《2) 


(3) 


C4) 


C5) 


(6) 


《7) 


这 称 为 殴 数 天) 的 Laplace 变换 ， 把 变数 * 符 成 为 十 坟 . 项 香 


中 LG 二 i) 一 (00 dX, 
沼 回 定 1 为 变数 , 世 


his + ieYy 
是 画 数 
F(x) 二 foo 上 站 0 
a EE 
的 Fourier 恋 块 
. I ™ 一 |; 
ple 十 i) 一 一 一 已 (xc 一 天 好 
27 全 
由 所 炉 公式 得 
™ . ， 
FLX) = 中 [rr titye's dr, 
V2n | 
部 得 
F(x)e 二 - 全 四 (re 
df Ji “ 
砚 以 


1 ri fx) 当 a 0D, 
= 一 eds — 
2 | $s) | D 当 x*0 


Te 


( 当 x 一 0 时 ,这 积分 的 数值 等 于 去 1(0)), 这 公式 称 为 Laplace 的 反 寺 次 式 . 


又 我 们 有 Mellin 变换 


SG = {Hea 
朗 


SG = (fmm ds, 
换 变数 yy 二 iagx, 则 得 


$0 一 人 Ke)erem ay, 
序 了 (0) 是 图 数 Y2z 1 Le’yer 的 Fourier 变换 ,因此 


人 和 (ae Hg 一 nfl ete 


即 得 
4 人 Fr) etin fr = fer), 
2 J 一 四 

序 得 

1 人 St) ds = fix), 


Di dar 


注 称 为 Mellin 变换 的 友 轩 公式 


S09 = 


第 二 十 章 ” 常 微分 方程 组 


$1. 化 任意 的 微分 方程 租 为 一 阶 微分 方程 租 
假定 有 考 程 相 


我 们 可 灸 如 下 引进 新 变数 ?名 【《 亚 命 太一 3 各 ) 
2 下 一 01 2 一 2 一 1 2 (2) 
轩 而 得 峡 半 的 为 程 租 :(2) 与 
上 (cy ?种 ， ,2 ss yD, yD pe 2 一 D， 
2 (3) 


如 果 玖 程 组 (1 有 解 , 则 能 从 yztw 得 出 yz(x) 的 微 商 来 ,使 官 傈 适合 于 (2) 与 (3)， 反 
泛 , 如 于 有 一 粗 沙 数 yj9 泛 合 于 (2) 与 (3), 环 易 证 醒 娄 yi 一 1， 2， 7 一 定 适合 于 
(1 ,也 就 是 在 方程 租 (2) 中 的 不 接 次 取 90, 1,2,……', sw: 一 2, 部 得 出 


dt yo 


(+1) 一- 
Ys dr 重 


困 此 友 程 粗 4) 与 右 程 组 (2) 人 31 是 等 价 的 ， 


对 dyt™ days 
来 桔 ,(3) 是 ?个 方程 # 个 未 知 数 的 方程 租 ， 我 们 仿 定 它 从 已 炎 解 出 , 妇 
2 
dx 
f= 1,2,° C4) 
济 加 (2) 式 在 内 得 出 一 沪 程 粗 , 它 是 方 和 组 
2 一 Wifzi 0， 1 EIEN {5) 


的 特例 ， 分 后 我 们 仅 讨 葡 形 如 (5) 的 态 程 租 . 

在 寻 理 方程 各 5) 时 ,最 好 有 些 拭 阵 论 的 知识 作为 工具 、 我 们 现在 假定 已 多 知道 了 以 
下 的 最 简单 的 结果 , 

定义 1， 假定 


HL 一 HC XL | x ), 


oa -ve (C6) 


Hm Hm Ly ~”, zo) 


3 


ba ~ 


是 # 个 变数 的 个 连 炉 次数 ,而 且 有 一 阶 速 力 癸 徽 疝 ， 如 果 有 一 非 零 商 数 
Fla, -um) 
存在 , 当 ( 全 代入 此 画 数 时 ,得 出 一 个 对 坟 ， ,xr 恒 等 于 0 的 式 子 ， 则 这 亚 个 西数 称 为 
栈 数 相关 ,不然 ,别称 为 画 数 无 关 . 
主要 的 精 果 是 
定理 1 命 嫩 一 # 《6)] 所 定义 的 汞 数 是 交 数 相关 的 必要 且 充 分 条 件 旺 巩 数 行 烈 式 
【或 Jacobian) 


dm Ou 
Gx! ” 日 x 
站 Ed 0, 
Dao Ous 
[BE ? ? Gx, 
如 畦 在 荣 一 点 渍 数 行 烈 式 之 人 往 到 0 ,期 由 
yi Hx tn ), lf 


可 以 解 得 在 该 点 附近 有 
x gi Li 
现在 的 讨 稿 , 实 慎 上 县 眼 定 在 森 一 狂 定 区 域内 和 的 ， 引 册 这 个 千 果 不 难 乒 电 C3) 地 以 解 
成 为 (4) 的 条 件 . 


$ 2. 常 微分 万 程 租 


在 §13.27 中 已 证 明了 以 下 的 结伴 . 
站 个 来 知 亢 数 的 寺 个 一 阶 广 程 所 得 成 的 微分 方程 粗 
ay 


了 一 fr; yy 本 yr) 
st (1) 
dy 
一 fl, ps “a y1), 
在 给 了 亡 妈 条 作 
pi CO ?3 和， 《2 1) 


之 后 ,有 一 个 解 而 且 仅 有 一 个 解 y; 一 w(x) 葡 忠 
. 2 1 

当然 ;对 三, ,让 在 #* 二 为; 入 二 一 y 的 近 帝 震 作 此 假定。 为 了 方便 
进 见 ， 我 们 用 比 $13.27 富强 蛙 的 条 性: 假定 所 在 这 成 近 劳 三 连 粮 的 , 而 且 对 
yt S 去 站 有 连 敌 仿 微 商 ,放样 所 得 出 的 戎 论 也 是 关于 在 点 nw 的 近 旁 的 . 

我 们 改变 初始 荣 件 中 和 操 的 值 , 则 方程 粗 (1) 的 一 般 解 命 有 # 个 任 瘟 常数 这 些 党 数 
当然 可 以 作为 利 始 值 xP 在 解 中 出 现 , 但 也 可 以 点 更 一 般 的 形式 

yi x cs) (3) 


出 更 . 

给 了 ce 的 圣 定 值 及 x 二 zo, 旭 得 出 一 租 y; 的 初 姑 箱 ， 反 之 ,对 任何 初始 值 y 欠 ， 
我 们 也 希望 由 43) 能 解 出 cy …， co 的 数值 来 ,也 就 是 希望 从 

y= pr cb ye， 一 1 2 (3 
中 可 以 解 出 cy … cs， 因此 我 们 要 求 几 对 变数 c ,co 帮 阁 是 图 数 无 关 的 ， 带 有 这 
样 节 数 上 :ev 的 解 是 一 般 解 ,例如 
y(t ext es pr cw y= H+ exw et er 

大 不 是 一 般 解 ;, 因 为 命 ce 十 ca 一 cc， 就 盾 上 只 有 两 个 任意 常数 , 

从 3) 解 出 


Gi Px yo 人 1 攻 4 7 
这 算得 片 程 粗 的 一 般 解 的 另 一 形式 . 
4) 中 的 任意 一 个 叶 做 方程 粗 (1) 的 一 个 积分 ， 于 是 ,要 作成 (1) 的 一 般 积 分 ,就 需要 
有 # 个 这 样 的 积分 ,大 且 宅 们 对 加 ys 的 痪 浆 行 刻 式 不 为 害 。 这 桩 我 倍 便 可 出 (4) 
解 出 1," ys 来 . 
方程 条 (1 可 以 配 成 为 下 面 的 带 比 形式 : 


过 . 
fi x, 有 py) fo, 本 5 (5) 
如 果 用 为 ;xs Xotl 求 代替 加 yo 我 们 不 难得 出 完全 对 称 的 形式 
这 里 XX， Xm 都 是 ma， 轨 ，… x to 的 图 数 。 在 新 记号 下 , 方程 粗 的 积分 也 变 成 
四， 一 (7) 
假定 态 程 粗 (6) 闪 上 个 积分 
四 区 mo (C8) 


有 时 我 们 衣 方 程 组 的 积分 不 吓 指 等 式 (8), 而 是 指 鞭 左边 的 图 数 pi zp) 出 就 是 
说 ,和 如果 把 方程 租 的 任何 解 代 坟 责 数 p(n zon) 中， 巧 恋 为 常数 ,这 样 的 画 数 兄 束 称 
为 方程 组 的 一 个 积分 ， 这 蝶 当 然 假 定 Cn, xoti) 本 身 不 是 常数 ， 

一 个 非常 恒 要 的 性 扎 是 : 方 各 组 (1) 的 医生 积分 的 图 数 仍 然 是 方程 粗 (1) 的 积分 ,也 就 
是 ;如果 Fl 99i 是 Bi 一 Pi 的 凡 数 , 则 对 变数 坟 ， "xori 来 祝 , 责 数 F( qh， 
:Pr) 也 是 沪 程 租 (1) 的 积分 。 原因 很 简章 ,把 方程 钥 届 ) 的 值 代入 , 解 然 pi， ''*， Pk 
都 是 常数 ,当然 FL 中) 也 是 常数 了 ， 

也 可 以 站 搂 证 明 : 由 于 (8) 是 积分 ,所 以 


nt! 
Pi 2x) 一 0， 
= Xi 
邹 
了 1 
i=1 Ox; 


" 3098. 


月 小 二 +1 下 
2 Oz 0 2 2 Bor Be Bz 和 4， 


F=C. 

假定 (全 有 有 # 个 积分 (站 ,而 从 和 px 这 二 十 1 个 变数 中 可 以 解 出 关 个 习 ,这样 
和 解 田 后 ,一 个 变数 为 自 变数 ,其 他 的 是 这 个 身 变数 的 曾 数 ,也 就 是 从 方程 组 (1) 的 关 个 图 数 
开关 的 积分 (7) 以 给 出 古 程 租 41) 的 一 般 各 名 


饲 1. 
dx Ee He 
E44 5 一 (十 y 9) 
出 
dv _ dr 
ye 攻 
得 
$1 
及 在 
dx ds 
EF 一 (十 入) 
中 代入 y 一 ctz， 印 每 
(1 + eijrdx + se 一 上 
内 而 
《1 4 De 6 
也 就 是 
人 十 十 下 二 67, 
具 而 两 个 织 分 是 
ye 二 (10) 


不 难 证 朋 , 落 数 “一 之 ， 2 一 娠 十 内 十 时 是 画 数 无 关 的 , 印 2 区 2 a 0. 


第 一 个 去 程 代表 通过 # 四 的 平面 族 ， 而 第 二 个 方程 代表 球 心 在 原点 的 感 面 族 。 这 方 
程 租 的 一 般 积 分 是 
y 2 2 1 
F (Zs yd 2) 0， 


这 里 下 一 F(w, ty) 是 阔 个 变 明 x, > 的 任意 两 数 . 

性 题 1. 通过 下 纺 一 0， 一 0 外 的 一 点 ,方程 租 49) 一 定 有 唯一 解 ， 通 过 此 应 笠 
上 的 一 点 的 解 的 情况 如 何 ? 
着 题 2， 解 出 


DY 


此 钼 
X=art by 二 cert 2, 
了 一 ax 十 古寺 es 十 了 
Ze xst+ eye rt 
建议 : 3 引进 变数 1, 考虑 
dt ldr + mady + nds (= 符 ) 
A IX 十 mY + on2 XE/ 


求 1， mm my 4 使 
IX FmY tnz 一 NE 二 my 十 pr) 十 了 
权 据 的 三 什 解 方程 组 . 
习题 3。 解 方 程 租 


到 十 TCex 十 四 一 1， 
et 


dy ， , , 
Thott by) TIT, 


是 外 了 .Ti Tz 是 上 的 醒 数 ， 
党 题 4，。 解 访 程 租 


£ 
《于 ] 1 
}y 
rt) ot 
lt A = mn(y— 2), 
de 
《这 > oo = nll 一 人 
可 = 
xz 一 一 Mopx — y). 
好 


时 站 r= (x, ys 2), 和 一 一 一 (ay 5， c), 


43. 质点 的 运动 方程 


及 :代表 时 间 ,r 一 (x,y, 2) 代表 一 原点 在 空间 的 位 什 。 ww 代表 它 的 磺 量 . 
r 是 :的 关 量 册 数 , 达 度 儿 最 是 


aT dx dy de | . 
二 一 一 1 一 ; 1 
az dz di dz/ C1) 
加 津 讶 类 量 是 | 
_dv ( dx dy < (2) 
3 + 下 


=" S310" 


Newton 的 基本 定律 用 :质量 和 莱 加 速度 等 子 力 ,用 方程 发 出 为 
ma F, F—({x,Y,2), (3) 
这 里 邓 是 为 ， 岂 就 是 如 果 在 袜 四 每 一 点 有 一 为 FF 一 F(z, y, 2) 作 用 于 这 导 点 ， 央 这 找 点 
在 衬 怖 的 运动 方程 是 (3)。 
分 成 分 蔓 写 出 得 


人 全 了 一 了， (3 


命 2 一 和。 全 二 ,其 得 坟 个 方程 所 形成 的 微分 方程 组: 


一 一 一 下 一 一 一 万 ， 

ods Az 

dt ” Af > (4) 
A mA 

[a dz 


因此 给 了 在 * 一 和 时 zy， sy aa py 的 值 , 就 可 以 唯一 起 解 出 《43 来 ， 由 就 是 如 果 在 
:一 和 时 ,和 给 了 
r(x ys 2 Vs, vw) 
的 数 储 , 则 可 以 得 出 让 程 C3 的 解 来 , 岂 就 是 知 渤 了 初 妨 位 置 了 二 rm 及 初 录 梁 度 YY 一 mm， 
我 们 就 知道 慎 点 的 运动 认 律 了 . 
| 最 简 昔 的 例子 是 自由 落体 ,部 仅 仅 由 于 地 疙 骸 力 把 一 物体 向 “下 ” 苍 ， 骏 ， 翰 的 负 庙 
向 为 这 方向 ,期 力 的 三 去 量 是 


其 一 DY 一 一 2 人 = 0， 
名 得 
mA = 6， mm 一 he, oo = 0 (5) 
如 时 在 = 0 时 ,静止 物体 在 高 雇 向 下 疾 , 则 得 
都 她 条 人 省 
本 《0 p00 VW (0,0,0), 
由 而 解 得 


x = 0, $y 一 一 廊下 十 局 = 


图 117 


稍 龟 末 的 例子 是 无 空气 阻力 的 陪 道 :从 高 度 在 么 射 : 仰角 为 ge， 初 速 为 YW， 仿 取 y 轴 
为 研 直 方向 ， 在 Y 怠 与 徊 速 矢 量 所 决定 移 举 面 上 , 取 定 * 圭 | 
“ 311。 


如 时 浏 得 初 既 位置 一 《0, 8 0) 及 初速 为 
Ve = Cecosm, vosina, 0), 
不 难 求 出 汶 程 粗 (5) 的 解答 是 
x — {vcosa)s, 
一 一 ee 十 (wosin er 十 不 ， 
二 0D, 
一 般 讲 来, 解 方程 租 (3) 常 异 助 于 以 下 一 些 塘 虑 : 
12 水 (3) 式 与 矢量 y 的 内 积 , 得 


ma T 一 上 -了 ， 
Ar 
邹 得 
过 | 如、 .一 < 
A ") F de” 
部 
2 . 
eo0) =F dr， 《67 
此 处 


odY dy drt 
"vr (CO + 名) + (分). 
6) 式 就 是 力学 上 的 劲 能 定理 :“ 动 能 去 We 的 增加 等 于 沿 扶 点 玫 道 移 惑 全 ， 力 FF 所 做 


的 动 “ 
如 并 轨 FF 是 基 一 个 依赖 于 x,y,z 的 妙 数 口 的 俩 微 商 , 这 个 而 数 也 称 为 这 个 方 的 位 执 
图 数 ,而 一 上 称 为 这 一 点 的 位 能 , 孝 


= 5 到 2 一 2 
Ox Oy [3 
由 (6) 可知 
了 Uo=e, (C7) 


印 在 运动 的 整个 过 程 中 ,动能 与 位 能 之 和 优 为 常数 
2) 求 (3) 与 兴 世 7 的 舌 量 积 ,得 


mE xrFx r, 
dr 
即 得 
EE (my,x r)=Fx7, (C8) 
和 


mv XY 乏 为 动量 矩 ， 动 晤 答 的 变化 等 于 力 定 . 
如 柴 力 的 到 癌 总 是 指 敬 一 定点 , 联 这 点 为 原点 ,得 


E39 y g" 


nm 1 


出 (8) 得 


dz et 
dx 2 | 
fn 3 一 一 一 | 一 闻 
at dz 2 


出 此 立 列 看 出 
即 圾 迹 在 一 举 而 上， 


cx 二 cy c= 0, 


§4. 人造 卫 星 的 束 道 方程 


有 具 地 球 淡 面 上 一 点 正 傅 水 平角 <， 速 度 mm 射出 一 个 质量 为 苦 的 物体 《体积 比 起 地 球 
来 相对 地 很 小 ,不 妨 看 作 一 个 质点 ), 求 这 物体 的 运动 融 道 ， 

这 是 上 上 节 结果 的 一 个 具体 的 例子 ,我 们 把 定 计 得 较 详 尽 些 , 而 且 计 算 到 底 . 

以 通过 发 射 点 和 地 心 0 的 直线 作为 了 轴 ， 这 轴 和 撑 射 
访 向 所 成 的 平面 作为 《x, ?7 平面， 在 这 平面 上 通过 口 点 的 
重 直 于? 理 的 垂 线 作为 * 轴 ， 取 其 正 问 使 发 射 太 问 在 第 一 
象 版 内 

用 :下 示 时 间 , 取 发 射 时 副 为 : 一 0， 物体 运动 的 华 标 
用 (x， 7) 没 示 。 击 万 有 引 方 定律 知道 有 一 为 


nNd 
1 
把 物体 拉 呵 妹 心 ,其 二 支 量 是 
一 fm 时. fnM yy (1) 
十 y Vr 他 二 Vy 十 yy 陪 i118 
这 里 
jd 一 5.98 X 107 页 (2) 
是 地 球 质 最 ,而 引 图 常数 
/一 6.685 x 10 避 [会 里 ]V[ 克 ][ 秒 (3) 
( 往 时 斯, 季 英 列 娃 著 普 通 物 理学 , 114 页)， 
因此 得 出 物体 的 运动 方程 : 
网 dx 下 
ER 【xz2 十 yy 
diy fr y (4) 
i 一 一 (x? 十 ye 
这 就 慰 人 造 卫 星 的 运动 五 程 。 现 在 解 方程 (4)， 
由 (4) 可 知 a , 
了 (和 2 
A dt 7 全) Sar a (5) 


"313+ 


在 开始 发 射 时 ,四 离 是 与 时 俱 增 约 , 扩 


以 


dy 
dr 
与 (9) 详 并 , 诅 兴 4 得 
ar 
a 
多 变数" 一 二 ， 则 
lds 
u* 4d 
郎 
20 — cdn 
Veit Mu— e 
解 得 


音 3 芋 下 


2 
[ 了 et 

[a 一 2 
了 r 


二 Vcs 十 2M 一 ci， 
ey 


4 [3] 十 ( 才 j| 一 2 2 + 和 2] 一 
五 ds de dr de dr 
一 一 -2 (* 至 +y* 锋 j= 一 PH dr 二 
(Cx: 十 2? ae Ar 攻 32 十 2 dr 
积分 (5),(6) ,六 济 得 出 
sy 
ds di 
a 
dx 和 ( dy ) 2804 _ 
— 十 oo 
( Aart ) dt 人 2 十 yi 2 2 
换 为 极 沦 和 标 : x 二 rcos0, y= 二 + sin8 得 
dr = dr:cos0 — raind .dh, 
dy = dr singdi rcosd dd, 
代 玉 7) 8) 得 
0 
i 
及 


_ 一 da 
i 
fu 3+ (到 —(— 以 

CI cs ct 


{7) 


(8) 


(C9) 


(C10) 


i fh 2 JM 31 
+r ci ' EE ( “)| coste ‘7, (11) 
注意 , 当 
Pd 
人 + < C12) 
这 .11 下 无 意 冯 。 
命 
ct 1: 
一 各 (者)， (13) 
cc 记 率 )， 1 
‘+ (MY 1 
得 出 未 习 浪 程 
疡 (15) 


"Tecostd ey 
这 里 有 三 个 常数 cy cay ce， 可 由 开始 发 射 时 的 情 瑰 决定 : 
地 面 , 郎 
xz 一 0，y 一 民 【地球 牛人 径 )， 


也 就 是 有 一 了 r 一 玉 。 再 由 初速 得 
dx | dy _ , 
0 — 2 wo Hl 


由 (7 及 (8 给 出 ci， ez 的 数值 : 


当 :二 0 时 ， 假定 发 射 点 是 


kl1 一 Rocosd, 
| G6) 
再 由 (415) 得 出 
R= p 一 所 
上 十 ccos( 三 一 <] 1 csine 
解答 
了 
sinc 一 R - 。 (17y 
由 (14},(16) 得 
| oz 一 十 (2 2fd } Rip? CoS 
民 (CFM) 
1 《有 
2 2 主 
= 人 (一 二) 二 总 ta2 (过 一 1 (13) 


因此 (2 中 的 < 基 一 定 存在 的 , 


» 315%, 


§5. 畔 道 讨论 一 一 第 一 、 第 二 学 宙 浪 嵌 * 


再 进一步 研究 加 道 (4.15) 的 狂 持 ， 特别 应 当 注 意 鸭 是 下 0 及 4 一 1 这 两 个 数值 , 
首先 , 妆 sO 二 0 时 ， 由 (4,18) 可 以 看 汉 


=1, wa= 0, 
印 可 以 得 出 < 一 0, 户 一 R， 由 (4.16) 第 一 趟 及 (4.13) 得 
一些. (1) 
RR 


把 卉 二 宇和 人 径 尺 玉 质量 邮 的 数值 代 及 , 印 得 


. 一 与 ,与 8 ” - 
0X 5.98 X107 1 有 四 /种 让 二 号 76[ 有 里 / 秘 ]2 


6370 
所 以 
m 一 7.9 公里 / 秒 ， 
这 是 第 一 宇和 宇 水 度 ， 
基 当 < 一 工时 ,可 以 算 山 
中 一 2 《2) 
a 


所 求 出 的 m 是 第 一 字 宵 速记 的 W 2 迟 , 朗 得 
vo 一 11,2 从 里 /种 , 
这 是 第 二 字 宙 速度 . 

当 e 近 1 时 , 郎 始 速 小 于 第 二 空 宙 津 庆 时 , 琶 道 (4.15) 是 一 天 周 . 于 蚌 一 个 夭 过 PP 点 的 
柄 图 ,在 P 点 的 切线 斜 座 是 营 & 如 果 顿 道上 有 一 点 与 地 妹 中 心 的 些 焕 小 于 及 ,出 萄 体 便 
落 在 地 球 上 而 不 能 完成 酉 加 吉首 ,也 就 是 画 数 

Tg 


的 最 小 数 应 当 是 及 (因为 开始 时 是 一 R). 易 此 这 一 画 数 的 散 小 值 等 子 -: 因 叱 
P RR, em£-l. 
1+e R 


由 (4.18) 可 人知. 这 仅 当 4 一 0, 换 首 之 , 仅 当 沿 地 求 方向 发 射 才 有 可 稻 。 
另 一 方面 ,又 由 e 裕 9 可 知 p 空 尺 , 即 


RR ct Rn 
fd 1M > 


序 
人 (EY (第 一 字 密 速度 )。 
R 
这 就 说 明了 ,当初 速度 在 第 一 ,第 二 宁 罕 速度 之 间 , 浴 地 不 广 向 发 射 ,我 们 才 可 以 亦 得 髓 加 
隐 道 . 


a 316é" 


在 洋 际 进行 的 时 候 , 我 们 并 不 用 在 地 面 上 洛 水 平方 鲍 发 射 的 方法 ,而 是 用 先王 直 向 上 
然后 倾 料 进 入 坝 道 的 方法 ,其 原因 是 符 气 阻力 大 , 不 但 要 销 耗 大 量 能 量 , 而 且 时 间 长 了 还 
可 能 使 火 入 因 感 擦 生 热 而 晓 山 ， 所 以 需要 尽快 地 褒 开 大 气 屋 ， 而 三 伺 向 上 飞行 时 ， 在 大 
气 层 中 停 密 的 时 间 最 短 .不 但 这 样 ,发 射 方 向 即使 各 诈 偏 离 了 水 平方 向 ,也 不 致 子 卫 星 蓝 
地 ， 当 然 ,速度 可 能 比 第 一 字 扼 速度 要 稍 许 大 一 些 ， 

者 题 1。 在 高 地 200 公里 处 依 水 面 方向 前 进 的 物体 , 需要 怎样 的 速度 才能 不 落 回 地 
面 ? 才能 形成 图 形 赤道 ( 序 。 一 0)? 若 把 形成 图 形 轨 道 的 速度 命 之 为 wm， 会 此 四 但 角度 
仿 咨 水平, 在 怎样 的 限度 内 , 才 不 至 于 落 回 地 球 ? 

前 已 诈 过 井 道 的 最 低 点 为 R 一 T 而 最 高 点 与 球 心 的 距离 是 Te. 

再 研究 速度 vw， 由 (4.8) 得 


2 2 
El 


遇 此 可 网 ,速度 是 下 区 与 的 , 因为 由 
po 玉 sr 魏 ? 


a (r 人 Ry, 


2 一 


» Es 
他 本 le 
部 知 
内 一 Me pei 
p 
出 于 
3 r2  ， 
A— EM 2 ) ， 
名 妨 下 3 下 Rvp 
因此 
27M 一 一 Ed < 1 < fp 人 
Roo 


这 再 次 计 明 了 , 初速 度 应 当 在 第 一 ,第 二 宇宙 速度 之 间 , 同时 也 说 明了 最 低 点 速度 最 
快 ,最 高 点 最 慢 ， 束 道上 每 一 点 的 速度 不 比 初速 快 . 
如 果 v4 大 于 第 二 字 宙 速度 ,部 e 1, 思 省 方程 是 一 股 双 是 线 


fF 下 ， 
1+ ecos( 昌 一 ce) 


假定 “< 二 


我 们 塌 在 证 其 ,随时 间 瑜 大, r 永远 玲 天 ,而 且 趋 向 于 co 

在 开始 发 射 时 ,7 显然 是 一 个 时 间 的 增 画 数 ， 如 果 宪 并 不 是 永远 瑜 加 的 ,期 一 定 有 一 
个 信使 + 极 大 , 郎 使 1 + ecos(8 一 <) 极 小 ， 计 是 一 个 连 炽 国 数 ， 极 小 什 是 1 一 。 < 0. 
这 是 不 可 能 的 ,所 以 这 一 物体 一 定 治 专 道 高 地 僵 来 您 远 ， 但 知 不 是 晨 的 飞 向 无 稚 , 因 为 此 
时 虽然 地 球 不 能 自主 ,但 太阳 的 引力 可 能 使 它 不 能 远 痪 ， 

这 物体 的 违 度 平方 


= 3 


也 就 是 加 度 永远 大 于 | 中 一 20， 并 月 仿 远 意 兵 近 于 这 个 速度 
2。 读者 自己 讨论 以 下 两 种 情况 
(i) 恰好 是 第 一 宇宙 速度 时 ， 
(i) 重 直 发射 时 ,分 w 一 二 时， 


3 以 上 的 研究 ,不仅 对 地 球 为 然 , 疗 括 理 来 ,可 以 有 以 下 的 千 论 : 
一 个 夺 量 为 M 克 的 天 体 ,在 吝 中 心 至 里 处 发 射 一 物体 , 对 这 个 天 体 来 襄 , 第 一 宇宙 


速度 等 于 / 伴 , 第 二 宁 宙 各 度 等 于 /2 


例如 ， 月 球 千 从 是 1750 公里 , 厦 量 是 7.25 X 105 克 ,因此 月 补 上 造成 卫星 的 速度 是 
(5685 X 103 X 7.25 x 1 _166 
\ 1750 “ 


冲 出 月 球 引 力 的 速 床 等 于 W 2 X 1.66 == 2.34. 
营 者 试 根 据 世 下 数 撕 算出 各 行星 上 的 第 一 .第 二 宁 宙 速度 : 


尘 量 (以 地 球 为 单 短 ) 直 和 谷 ( 以 地 球 汐 单位 ) 


* 星 .07 0.37 
金 星 0.81 0.97 
地 球 1 .00 1.00 
次 星 0.11 0.52 
未 是 318 10. 07 
土 星 95 日 .对 
有 王 星 15 3.8 
海 亚 星 17 条, 失 
家 于 是 D0.039 0.456 


$ 6. 佛 三 宇宙 速度 


数据 : 

太阳 质量 : 1.983 XX 103 坎 ， 

太阳 和 地 球 的 距 商 : 1.495 X 10 公里， 

地 球 久 太阳 旋转 的 速度 : 29.76 公里 /种 ， 

第 一 步 ， 在 离 太阳 1.495 X 10 到 里 娃 发 射 物体 ,怎样 的 速度 可 以 逃 由 太阳 引力 ， 由 
55 可 知 ,速度 的 平方 应 当 大 于 或 等 于 


2f Xx 太阳 质量 _ 2 X 6.685 X _ 1033 X 1.983 X 103 
1.495 xX 108 1.495 xX 108 


第 二 步 ， 地 球 镜 太阳 的 一 度 是 29.76， 所 以 如 果 地 球 上 发 射 时 的 速率 醒 超 过 42.11 一 
29.76 一 12.35 公里 / 称 ,就 可 以 达到 自 的 ， 


= 318* 


一 1.773.43 = (42,11¥ 


第 三 步 , 命 wo 是 从 地 球 .上 发射 的 始 湾 , 则 由 55 知 ,这 物体 的 速度 


IM > 一 2 一 125,5。 


如 果 wo 取得 使 
vi 125.5 2> (12.35), 
序 
2781 一 【16.7 六 
朗 得 所 求 。 如 果 取 
mm 六 16.7 公里 /种 ， 
就 保证 了 脏 离 本 阳 的 引力 前 一 去 不 复 返 了 。， 这 就 是 第 三 字 害 速度 ， 
这 恕 是 发 , 当 我 们 在 地 球 上 上 申 闭 珊 球 明和 进 的 闫 阿 发 射 【 鲍 如 , 在 下 汞 的 时 候 向 月 车 方 
向 射 去 ) ,如 果 初 速 是 16.7 肥 里 / 秒 , 则 在 坚 地 刺 引 力 落 国 的 时 候 , 蕊 对 地 球 的 速 庶 将 天 于 
12.3 公里 / 秘 , 加 之 地 球 前 进 的 速 魔 29.8 到 里 / 秒 , 所 以 对 太阳 来 坝 ,这 物体 获得 了 42.1 公 
至 / 移 的 速度 .因而 可 能 移出 太阳 系 . 
必须 主意 ,如 时 不 依照 顺 着 地 球 舟 道 态 向 发 射 , 和 情 驶 就 完全 不 同 了 . 
这 也 同时 说 明了 苏联 发 射 宇宙 火箭 为 什么 取 顺 着 地 球 前 进 古 向 发 射 的 道理 ， 也 总 时 
了 为 什么 戌 了 "外 "行星 ,而 不 是 "内 ”行星 . 
必 题 ， 读者 需 根 据 下 列 数 据 算 电 行星 上 的 第 三 宇 册 速度 , 水 , 金 , 火 , 木 , 土 ,天王 ， 
游 王 , 丑 主 比 是 与 杰 阳 的 距离 各 为 58,108 ,228,780 ,1430,2830,4500 ,5900 百 万 公里 , 写 
们 入 太阳 的 尘 询 速度 是 47.83,34,99 ,24.11,13,05 ,9.64 ,5.36,5.43,4.73 公里 / 砂 。 


§7. 质点 各 一 一 多 体 隔 题 
在 罕 旱 到 定 一 个 举 标 柔 , 有 = 个 盾 虚 , 写 们 的 党 标 是 


本 


一 (xi, j1s x1), 
。 


I CO 一 { xs, Vey za) 
# 个 质点 则 有 内 力 , 闻 其 中 任 癌 二 在 点 关 的 互相 作用 的 方 ， 例 如 ,种 一 持 点 对 第 一 搬 点 的 
作用 力 Jz 与 第 一 大 点 对 第 一 质点 的 作用 图 几 数值 相等 ， 但 方向 相 皮 ， 加 之 第 守 帮 点 所 
受 的 外 力 以 下 来 代表 ,如 此 得 由 运动 方程 组 


mn 十 于,， 


2。 
et (2) 
nm A dnl 十 J 十 Ja 二 "十 本 十 B,, 
{ 


最 有 名 的 例子 是 天 体力 学 上 的 # 体 开题 。， 假定 有 个 天 休 ， 慎 量 各 为 mm，… 12,， 


® 3]9 = 


天 不 添加 欠 力 , 求 出 仅 拥 万 有 引力 而 得 员 的 坝 省 ,由 久 二 0 及 


J ;= Ji( 生 二 五， 下 一 六， 所 二 二) (3) 
1 Pr pi py 

这 里 周二 | 下 一 下 | 朗 第 i 个 天 体 与 第 1 个 天 体 的 距 高 ,了 是 引 为 浓 数 ,方程 租 

如 加 

~ 

(4) 

Mie 2 人 (一 —r), li 
称 为 # 体 天 休 广 程 ， 站 有 6# 个 一 次 态 税 求解 54 个 以 1 为 变数 的 加 数 这 ye 他， 
dy dui 
dt de 


# 一 2 时, 蕉 本 上 就 是 我 们 以 上 几 节 所 讨论 过 的 天 是 ;+# 二 3 就 是 历史 上 没有 解决 的 
有 有 各 的 三 体 癌 题 ; 全 3 了 更 不 必 说 了 . 

但 我 们 还 是 可 以 答 出 以 下 刘 个 税 分 ; 

1; 蛋 心 积分 


将 (4) 总 加 起 来 ,得 
. dV 一 上 
之 人 总 (5) 
积分 得 
> mr —ia++b. . C6) 


分 成 支 量 写 一 其 是 3 个 方程 ，(6) 融 明 了 这 ?个 质点 的 重心 恢 等 速 运 动 ， 共 有 6 个 常数 
&,b, 因此 可 以 作为 56 个 积分 , 

2) 扫 面 积 积分 . 

求 方程 (4) 与 的 矢量 积 ,得 


dv ni 
TH ~ i XxX Ti 一 一 上 人， 《Fr —r;) Xr FX Fr, 
dt 天 后 了 pi i py 


由 于 


这 和 | 四 
一 一- x F; OO— —( Vv r; 
tr dr ?， 


所 以 
了 和 mv XT;) = 0, 
即 得 
> mV XP) (7) 


i 二 1 
读者 抚 自 己 回 答 何 讲 挡 面积 积分 , 
图 119 3》 人 能 二 积分. 
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0 一 | 人， 《8) 
< 
册 
OU ( Li 十 er } _ Mr (x4 — wi), 
Te f = —1 XE 
xx OxE 1 Pin ki 闪 嫩 之 ol; 
轩 下 (4) 式 可 以 改 等 成 为 1 
me — (oe, S50 a7) i C9) 
dr Ox; By; dz: 
求 此 式 与 和 关 量 w 的 兴 积 ,得 
mS ( 守 符 dU su + BV de), 
dr Or; A Dy; df Oz: dz 
求 和 得 
1 < ( 艺 Br BP )= 
LL mE, := dx 十 dy 二 过 si 7 
于 md 了) > (四 ” dy; 和 四 =， 
因此 积分 得 
T—0U=», C10) 
这 里 万 是 是 常数 ， —U 是 位 能 ,和 而 
T= > Ty " Wr | ‘11) 
i 


是 动能 . 〔〈10) 称 为 能 量 积分 . 

我 们 已 多 找 田子 10 个 已 知 积 分, 述 一 步 的 研究 谨 于 天 体力 学 范围 ,我们 不 在 这 里 计 
蓝 了 . 

习题 。 具体 解 出 盖 一 2 的 情况 ,并 旦 与 $9 3 一 4 的 畏 果 相 比 豆 ， 


§8. Lagrange 区 性 方程 


在 $5 9 一 11 中 将 计 葡 一 些 一 阶 仿 微 分 方程 , 这 些 偏向 分 注 程 的 特点 是 宪 们 的 求解 可 
轨 和 精 为 常 徽 分 方程 组 的 求解 问题 . 

先 从 一 个 最 简单 的 情况 出 发 ,假定 
| Pn, v) = 0, C1) 
其 中 对 是 任意 剖 数 ,而 x, wv 是 x， yz 的 六 数 。 我 们 来 消去 这 任意 夯 数 四， 对 *， y 求 微 
商 ,得 


de or ) ~ 


Bu \Ox Bz/ Be Oz/ ， C2) 
P(E ra) + P(e rg) =0 
Br \By dz Or “ay Hz ? 
站 = 
本 一 -~ 因此 
其 中 Bx 了 By 
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整理 一 下 得 


Pp+ Vago R, 
此 处 
”PP -8 RR. 
Bu Bu| jou Ou| 16 eu 
Dy Oz Gx Bx Ox Oy 
Br» Be Bs Bsr By Or 
Oy 日 > 2 Ox Ox Oy 
芍 与 之 等 价 的 形式 
On On Be 
P Br 十 总 十 民 一 0， 
Ov 


PF 


2 Oy 
Bt trRa 0. 


在 求解 俩 微分 厂 程 (3 的 时 候 ,我 傈 主要 的 困难 是 找 出 sp 来， 


我 们 现在 考虑 
Kg, 2 一旦 3 
这 里 好 3 加 是 常数 , 投 分 则 得 
Dr px 二 De gy 二 Dees 一 0， 
Or Oy Oz . 
GO» Ov Op 
tt 
因此 
_ Ry EE 
On Dz On De Dr 
Gy Bz dx Bx Ox 
Br By Or Ov Dw 
Oy 2 Oz Bx Ox 
| 


这 个 常 微分 方程 组 以 wr 一 em 一 和 为 解答 ,因此 得 出 解 题 法 妈 。 


为 了 求 侦 微分 方程 
Pp OF= Rk 
的 解答 ,多 家 下 沿 微 分 态 程 


. Pp 2 RR 
来 ; 求 出 此 常 微分 方程 的 两 个 图 数 无 关 的 解答 


凤 偏 微分 方程 .3) 有 一 解 
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(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


C77 


(3) 


(7) 


《6 


《1 


这 里 四 是 任意 画 数 . 
反 过 来 看, 如 有 果 仿 微分 方 穆 有 一 解 


z= 其 二 7)， 


防 些 代 大 常 微 分 万 程 的 解答 (6) ,名 得 


由 此 
Or Ou ,0 8m dr ,0 
Or Ox ‘Br’ Bx Dr Ox” 
Ont da Dn Du* Or wr 
一 一 一 十 , -一 一 士 了 一 一 
Oy Oy 4 Or Oy dy 9 Gs 
由 了 此 os、 对 fy 的 ]acobian 是 
J 一 Ou 站 tp Ou* Ou* ~ 
Ox By Gy Bx 
De On ) (到 Dv ) (2 ou) (之 ds 
一 [二 十 过 二 49- 一 十 十 
后 fb/ 八 5 “oz 和 
Bu Bu On Br Bu Bu 
dx Oy = By 上 Ox 局 > 
bo Qo| Fla Bs| le, Bo 
Br By Bz dy Br Oz 
另 一 方面 ,人 (6) 是 (7) 的 解 ,因此 
” Br 了 Or 


因此 


于 u(t, a 立 ] 一 u[x, J}, fx, y)] 一 Cr, y) 一 wy 


和 一 vx, }y» 2) 一 wv[x, 六 > f(x, y)] 


du = dx 十 
如 


上 


Oy 


sx, 一 四 


27 十 一 ”中 一 日 
Oz >” 


Or po R= 0, 
Ox Oy Ox 
Dr Be Ov 
P+ 二 人 R 二 
Ox Oy 4 EE 
.PP . = 9 2 一。 
Bu Bu| jou On Ou 
Oy Bz Bs Bx Ox 
Or Ov| | dr| | 
Oy Ox Os Bx Br 


这 里 MM 是 全 比 ， 代 入 (8) 林 知 ， 


由 了 于 民 一 Pp— QF = 0, 因此 ,如 果 闻 二 0， 则 可 知 


1 
J ‘ p— 09), 


二 一 0， 


(8) 


(9) 


(10) 


时 和 站 


也 就 是 ,wv* 是 面 数 相 关 的 ,也 就 是 有 一 曾 数 外 使 
Pr, v*) = 0, 
世 就 是 把 己 徽 分 方程 和 的 解 代 信人 
Pius 站 
时 , 它 变 为 零 , 妇 在 
pln rr) == 0 
中 包 合 了 和解 2 二 ft, y). 
因此 , 琉 上 所 提出 的 解 题 法 则 开 不 一 定 得 出 所 有 的 解 来 ,还 有 那些 使 
MO= Mtr, y, 2) = Mr, y, Hx, y))—0 
的 zg 一 其 #,y2 可 能 是 便 外 ， 但 由 以 一 9 得 出 来 的 解 基 不合 有 住 窟 巩 数 秧 ， 因 此 含有 任 
全 攻 数 的 解 一 定 可 以 由 以 上 的 解 题 法 划 推 算 曙 求 , 
人 己 请 入 站 , 伍 微 分 方程 还 可 能 包 有 一 坚 特 解 
倒 1，。 解 广 各 


并 不 包 有 任意 七 数 的 解 , 


Xp yg 一 各 


甸 2 解 涩 程 


家 
dx oo dy _ dx 
me Ry HX 一 fe ly 一 #92 
得 出 
dz + ydy + zd7 = 0, 
[a 
六 十 六 十 守 = 二 4 
及 
tadx 十 mdy tt nds 一作 
齐名 
tr 十 my 十 pg 一 起 
因而 得 
了 十 rpy 十 mg 一 四 ( 妇 十 内 十 对 ) 
向 3， 解 方 程 
[ts 一 * 一 ?2 十 了 一 2 
出 
a _ 
1+ tx—x— yy 1 2 
可 得 


2y 一 3 一 2 yy 十 2 一 一 ?2 一 百 
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但 特 解 


s— xy 
却 不 能 麦 成 为 
Pl2y 一 ss， 7 十 20s 一 < 一 ?一 0 
的 形式 ， 要 痰 寻访 点 :以 zx 一 * 十 9 代 人 wz 得 
yy 一 
v=yt 2 — x y=y, 


因此 w, vz 是 不 相关 的 图 数 . 


这 个 解 是 从 
M=_ 9 = {gs y= 人 0 
Bx Be 
Bz Br 
Oo 站 
Bz Bx 
得 来 的 , 
全 4.。 求 方 程 
Dz Oz 
C30 so0 
2 By 十 3 Oy 名 


的 解 之 纸 过 兰 线 


Tr yy 二 Hz 一 人 3 地 


者 ,这 里 mm， aay as 是 闪 娄 :而 3ai 一 22 天 0。 


先 由 
dx _ dy _ dx 
2 3 —5 
得 解 
下 一 ry vx 2 
因而 得 一 般 解 


5x + 22 = p(x — 2y), 
这 里 中 是 任意 夯 数 ， 以 让 和 纯 代 大 ,得 
{5a 十 2ea)z < 一 pil3a 一 2a2)0), 


所 以 
-一 Sq 十 2 
PA) 3 2a, 下 
因 商 得 由 所 求 的 解答 
(C38 一 265z 十 28 一 《5a + 2a) (3x 一 2y), 
和 例 5. 求 | 
.xz 十 2 -一 
Or By y 

的 解答 之 适合 于 


z(1, y) = Py) 
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者 ， 


先 解 
ox dy yd 
人 
由 了 阐 二 项 得 1 
Li ls 
E93 » 
及 由 一 ,二 项 得 
本 
蔡 
印 得 
1 > _ 区 
3 一 YY 一 一 6 玉 十 页 一 二 了 十 一 -十 二 
2 2 
因而 得 一 般 解 
2 
一 一 x 一 一 -x (1 1), 
2y 3 


玉里 是 任意 图 数 。， 利用 zt1, y) 一 qly)，, 定 出 
1 1 1 
GO) 一 (i+ 二 x (1 5), 


算得 
. 1 1 
六 == (i ) i+ 
Wn 了 1 2 
轩 乓 解 管 
2 
zt-1l+li(t iro (—2Y = 
2 2y 2 “x 了 zy 一 4 十 天 
2xy sy y+ x/ 


$9. 线性 方程 的 一 般 解 


以 上 的 解 是 法则 可 以 推广 成 为 二 个 变数 的 情形 、 求 


四 = Hz 
(一 二 Xs 一 = 1 

! Be Be (C1) 
的 一 般 解 ,可 以 先 解 

tl dx 过 = 

一 =- 二 一 一 一 一 一 2 

2 (2) 
合共 # 个 男 数 无 关 的 解 是 


Lr ly "yy zy) Fay 
这 里 Fly 是 常数 , 则 人 微 分 太 程 <1} 的 通 解 是 
Dp, ”“” ”3 中 一 0， 
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这 里 区 是 任意 谓 数 ， 


币 1- 求解 
[a Ox 
-一 十 x23 一 一 十 十 2 一 一 一 一 了 9 
地 1 | 证 2 x Eg Bx nr 
这 里 严 是 常数 ， 先 解 
aa :一 -一 de 一 A 
了 了 Li ” 
得 出 
一 一 3 ol ply 二 一 上 
Yn Ys 7 
凡 此 
= 一 也 (2 s+) 
Ey Ey xe 
这 里 由 是 一 尾 总 函数 ,部 得 


区 和 一 
= 一 :30 {二 2 


3 Ln 
这 是 齐 次 画 数 办 Euler 定 还 的 道 定理 
如 果 污 程 (1) 中 Z = 0, 则 方程 组 时 然 有 一 积分 


= 一 < 各 数 )，。 
命 ma “to 是 

Lo 

妈 1 Xn 


的 #4 一 1 个 积分 , 剧 方 程 (1) 的 解 是 
多 $m, “ys Hol) » 


这 里 名 是 一 任意 曾 数 . 


§ 10. 一 般 一 级 仿 徽 分 万 程 的 解法 一 一 Charpit 法 
我 们 现在 考 卜 一 般 的 一 级 伪 微 分 上 方程 


FX, y; 2 p49) = 0 C1) 
如 果 届 的 解答 还 适合 干 男 一 个 一 般 仿 微分 方程 
Br, ys s, p47 — 0, C2) 
其 可 由 (1) 与 (2) 解 出 
p= 由 区 
但 人 不 能 是 伍 意 的 , 定 必 须 使 
| Hs 
By “Bry a ©3) 
如 果 这 条 件 适 全 了 , 则 我 们 可 由 解 
dy == pdx + qdy C4) 


水 找 出 方程 (1) 的 解 ， 因而 解 方 程 (1) 的 间 题 一 变 而 为 付 求 适合 于 条 件 (3) 的 夯 数 中 的 
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间 题 . 
对 x,y 求 偏 微 商 ,得 
Brief OF Op | OF 04 .0, 
Ox Og Op Ox Bq Ox 


0 09 + 3p 二 地 dq — 0, 
Bx Ox dp Ox Bx Ox 


OF | OF OF Ap OF Da 
二 人 g++ 人 -人 +0, 

By B29 Op Oy Og 日 y 

B09 , 90, | 90 9p | 90 04 nu 

Oy Fe Op By dq Dy 


从 前 一 对 方程 中 消 尖 2, 得 


DBFog BF 2 (2 Bp BF 地 
十 思 一 十 
\Bx dp Bp Br Bz Bp dp ds 
+ Ba (9F69 9F 00) 
Gr “Bg Bp Op Bg 


从 后 一 对 方程 中 滑 去 好， 得 


(azse O800) ,so(oF 04 _ OF 00) + 
Dy Bq Gy Gy Or Oo BF Hz 
op (ar 有 or 90) - 
Op Ba dq Op 


由 于 全 一 2 上 两 式 相 如 后 ,这 两 项 请 去 整理 之 得 
ar ervso /or Br\ aog OF 
+ + 十 十 
5 5 (3 7 5 六 (- 55) 2 
BF 8 合 斑 FY 8 
+{ 一 2 三 +{ 一 一 一 
5 By ( Pay 3? 3) Bz (5) 


(5 是 一 个 画 数 生 的 绥 性 方程 ,因而 由 上 闻 的 畏 果 可 知 ， 击 是 化 为 求解 下 列 线 性 方程 粗 的 
周 题 了 . 


dp 和 2 开 
OF ,OF Of [yOF pF yaF OF BF 0° 
Bx dz Oy Os dp Og. Op Gg 


这 设 明 了 如 一 0, 妆 册 是 常数 ， 这 是 (5 式 的 显然 解答 ,不 必 多 请 ， 
将 这 方 葵 的 解答 与 (1) 联 立 ， 作 为 +, y 的 画 数 解 出 p, 9， 然后 积分 4) 得 出 解答 来 ， 
即 为 所 求 ， 
外 1 解 租 分 方程 
Pr 二 oIpr— 2gy + 2xy = 0, 
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其 对 应 的 党 微分 方程 组 是 


dp oo dg 2 Ax dy 
2y—2p 24—2g ~—~2pt2x ~2g+2y" 

故 

dp + dg = dx + dy, 
序 得 

p—rxt+g— ya 
与 原 汽 积 

(一 # 关 十 (一 ?一 《一 了 

联 立 ,解答 


2p—x) = at [2r— yap, 
2Cg —y) =a [2x ya 
因此 ,dz 二 pax 十 qdy 变 为 
2d8 一 (zx Tayer + C2y 十 aey + ar — dy 2 — yo 
即 得 
2 bt 


-log C20(x —y})+ [2x yo ol), 
2 


伟 是 一 个 完全 解 ,不 难 推导 出 一 般 解 案 ， 但 注意 ,并 无 奇异 解 . 


韦 题 。 求解 
i} qo 2px 一 2d7 十 二 一 0 
直 ) 2pg + py 二 4) 二 于 十 一 上 0 


§ 11. 上 节 方 法 的 特例 


1) Lagrange 方程 
RPp— OF = 0, 


些 时 由 
F=R~— Pp Og 
得 
QF BF 
一 -一 哺 -一 一 国 
Sp ” Baq 9 
BF 总 五 
pq ==pPt =— 民 
? Gp a 87 它 a 。 
因此 得 经 性 方程 组 
A dA 
P oO RR’ 
最 为 前 所 就 过 的 方程 
22 艇 方程 


Pip, 9) = 0, 


二 


比 时 


F= wp 4q), 
其 中 xyz 都 不 出 更 , 故 、 
OF 一 得 OF -一 ， OF 5 0, 
Ox Oy Oz 
及 以 : 
4 
0 0 Em op” 
Op dq 
天 得 一 a，g 二 上 者 基 常数 ， 由 原故 程 可 知 
ba, &) 一 0, 
因此 
ds = padr + gdy — adx + bady, 
因而 
x = dx 二 by 人 te wa, 6) = 0. 
3) 和解 注 程 
bz, p, 9) 一 人， 
英 中 过 y 个 出 更 命 下 一 大 = ps 1), 其 
OR = 各 ， 日 下 一 0 
Ox Oy 
办 斑 
4 dg 
OF AF” 
fa “Bz 


故 得 了 一 ap， 与 虚 z, p,9) 二 0 联 立 ,我 们 可 以 解 出 P 与 9 来 , 训 p 二 1(2) 与 9 == os， 
代入 
dz =— pdx tT qdys 


得 
-= dr + ady. 
其 人 站 
因 比 
| ds c=r 二 ay, 
拟人 
4] 解 
F 一 Cr， PF) — wy, 4) ~ 0, 
区 
dF _ dm OF dp or By SF _ 8% dF yp 
Ox x dp Bp’ Oy Oy” 4g Sg Bs “ 
故 
dp ds 
dP dP 
Or dp 
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39 dp 十 dP dx = 0, 
dp Ox 
郎 . 
P(x, p) yy 
故 
dy, 9) =a, 
解 出 p 与 4 得 
» > Bx, 4), 如 一 by, a). 
办 此 
2 一 ax, a jd 十 ty, a)dy, 
而 


省 十 < 一 {acz, 4)ax 十 人 ex a)dy, 
全 1。 求 伪 微分 坊 程 
p99 二 1 

的 解 之 过 辕 周 避 十 六 一 1，xz 一 0 者 ， 

由 32) 已 知 ; 这 方程 有 一 完全 解 

zz 一 sr 十 到 十 ce， 十 天 一 二 
命 < 一 cos 有 5 一 sinl，c 一 cf0)， 求 其 一 般 解 
gs se= xcosB +t ysind + el0), 


0=— xsind + ycosd + oH), 
当 z 一 上 0 佬 ， 
1= w+ y= {xcosdti+ ysing + Crsind + ycos dy ~— 
一 【cf 也 十 【ce 的 六 
沪 个 微分 方程 的 一 般 解 是 cf 的 一 cos (8 十 旭 , 记 是 常数 ,而 亲民 和解 是 ct9) 一 土 1。 让 奇 
， 异 解 得 
《sg 士 ] 了 3 一 姑 十 地 

从 一 般 解 


a 一 (wu 十 cos 下 三 十 fy 一 Sn 页 位 ， 
这 并 非 所 求 之 解 ， 当 * 一 8 时 得 由 一 点 二 一 一 cos& y 一 sin, 而 不 是 整个 力 周 x 十 关 


= 一，2 一 
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索 引 一 


i 画 不 可 上 庄 糖 让 210 
一 致 收 数 55，62 ，272 五 和 闸 
一 私囊 结账 85 切 六 好，122 
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第 一 章 ” 复 数 平面 上 的 几何 


$1 复数 平面 


一 个 复数 可 以 窟 成 为 
xz 一 xz 十 条。 (1) 
这 儿 x 与 ”都 是 实数 ，x 称 为 xz 的 实数 部 分 ，y 称 为 > 的 纯 虚 部 分 ,各 以 Rz( 一 *)， 
Ia《 一 y) 表 之 . 如 果 两 个 复数 的 实 部 和 纯 虚 部 分 别 相 等 ， 我 们 就 说 这 两 个 复数 相等 . 
x 一 yi 称 为 的 共 辊 数 ,以 3# 表 之 . 
对 复数 的 运算 我 们 作 如 下 规定 : 人 尾 给 两 个 复数 zi 一 x1 十 fy， 2 一 富士 js 
两 数 之 和 为 十 2 一 Xx 十 x 十 iyi 十 y2)， 
两 数 之 积 为 zz 一 zlx2 一 ya2 十 的 xiyz 十 YX2), 
在 逐 面 上 取 冬 直 坐标 系 、 对 应 于 一 个 复数 (1), 我 们 有 一 点 了 , 它 的 坐标 是 (x,y)， 
这 点 称 为 复数 # 的 写 象 ， 这 样 就 建立 起 复数 与 平面 上 的 点 之 则 的 一 一 对 应 的 关系 .实数 
对 应 于 x 轴 上 的 点 ,因此 * 轴 有 时 也 称 为 实 轴 .同样 原因 ,7 轴 也 称 为 虚 轴 . 今后 我 们 不 
再 区 别 复 数 与 平面 上 的 点 , 例如 , 如果 我 们 说 点 1 十 斌 就 是 指 * 一 1,y 一 1 所 代表 的 点 。 
从 原点 0 济 P 作 一 线段 ， 称 为 矢量 Ob， 对 应 于 一 个 复数 有 一 个 由 原点 出 发 的 矢量 ， 
反之 亦 然 . 而且, 复数 的 和 对 应 于 矢量 之 和 。 矢量 OP 的 长 度 
p= Verte 
你 为 # 的 绝对 值 或 模 , 以 |z| 表 之 ,矢量 OP 与 * 轴 的 交角 6 称 为 辐 角 ,以 9 一 args 发 
之 。 度量 的 方向 以 反 时 针 方向 为 正 , 怀 然 有 
z=x+ yi=p(lcos0 + ising) = pe = |zsleiarsz, {2) 
术 难 证 明 ; 在 此 表示 法 下 ,两 复数 zi 一 pice，zi 一 pze 之 积 为 zz 一 pip2ze*9t99。 必 
颂 注 意 辐 角 是 不 礁 一 的 ，(p, 9) 固然 代表 z, 而 (p, 6 十 2x) 也 代表 xz。 更 一 般 地 说 


arctg 了 十 2kx 《如 果 z 在 I, IV 象限 ) 


P= Argz= 3 
Arctg 万 十 《2 十 1)=《 如 果 = 在 11, II 象限》 
这 儿 万 是 任意 整数 ,而 arctg 表示 适合 于 
< < arctg 二 < > 
的 反正 急 酒 数 。 适合 于 
—x p= gs 人 x 
的 中 称 为 主 全 , 岂 args 表 之 。 
这 样 表示 复数 的 平面 称 为 Argon 平面 或 Gauss 平面 ,或 运 称 为 复 平面 ， 
羽 c《 复 数 8 十 1Y》 为 项 心 ,以 p《 实 数 ) 为 半径 的 贺 的 方程 式 是 


> 一 <| 一 po， 《3》 
也 就 是 《sz 一 c)(z 一 c) 一 六 ， 即 
zz 一 2 一 cz 十 er 一 Do 
更 一 般 些 ,考虑 
azzO— cs— cyt 0, (4) 


这 儿 a, 5 是 实数 , 当 = 一 0 时 ,(4) 代表 直线 


Br ry 
这 是 一 般 的 直线 方程 ， 如 果 a 闪 0。 则 由 (4) 得 
(- 司 6 司 -区 到 
& & oo 多 
如 果 cz > se， 则 (4) 代表 以 二 为 图 心 ，\/ 2 一 过 为 半径 的 图. 当 cz 一 sa 时 ,(4) 


所 代表 的 回 化 为 一 点 三 ， 称 为 点 圆 。 当 ci < sa 时 ,(4) 没有 实 轨迹 , 则 《4) 代表 一 个 
庶 四 ， 

附 记 ， 把 《4) 的 系数 列 成 为 | 

(_ 小 

这 是 一 Hermitian 方 阵 。 一 个 _ Hermitian 方 阵 代表 一 个 圆 ,反之 . 不 同 的 Hermitian 方 阵 
可 能 代表 同一 圆 。 不 难 证 明 ,， 两 个 Hermitian 方 阵 代表 回 一 圆 的 条 件 是 它们 相差 一 个 实 
数 内 子 . 

如 果 吾 的 行列 式 是 正 的 , 则 它 代表 虚 圆 ; 负 的 ,代表 实 圆 ; 0 代表 点 加 。 


$ 2. 复 平面 上 的 几何 学 


考虑 变换 (或 称 变形 ) 
纪 一 4 十 避 a 0, (1) 
(ae, 2 是 复 的 常数 ?对 应 于 一 个 复数 z, 我 们 有 一 个 复数 w, 并 且 可 以 解 得 
1i p ; 
一 一 也 一 一 . (2) 


而 对 应 于 一 个 w, 也 有 唯一 的 一 个 x, 因此 变换 《1) 把 复 平面 一 一 对 应 好 变 为 其 自己 、 又 
如 
总 一 22 十 a 0, 
则 得 
w 一 aaisl 十 61) + b= qarit db + 5. 

依旧 如 (1) 的 形式 , 即 连续 施行 两 次 形 如 (1) 的 变形 依然 是 形 如 (1) 的 变形 ,这 些 性 质 可 
以 慨 笑 为 “ 群 * 的 概念 。 所 有 的 形 如 (1) 的 变换 称 为 成 一 整 线性 变换 群 . 

我 们 现在 先 研究 在 此 变换 群 之 下 的 “几何 学 ”. 

首先 ;任何 一 点 可 以 变 为 任何 一 点 , 即 如 果 给 了 任何 二 点 zo 及 wo 我 们 可 以 找到 一 个 


a 2 a 


形 妇 (ti 的 变换 把 mo 变 为 wo。 显然 
也 一 和 十 《oo 一 20) 
有 此 功能 ,这 一 性 质 称 为 可 递 福 , 即 在 整 线性 变换 群 下 , 复 平面 成 一 可 递 集 合 . 
湛 次 ,任何 两 点 可 羽 变 为 任何 两 点 ,例如 变形 


人 wi a L1H —— Sott1 (3) 
21” 2 TF1 2 
可 以 把 2 变 为 wa 把 z; 变 为 wz。 
得 次 游 虑 三 个 点 的 问题 ,并 不 是 任 党 三 点 都 能 变 为 任意 三 点 ， 三 点 nm， zz z3 依次 变 
为 wis zz ws 的 条 件 是 
Wi (4) 
1W3 一 tl 323 一 训 ] 
显然 (3) 把 mm， 2 变 为 ml, w;。 又 由 (4) 相知 
Wl Wy ga 十 S12 S20 wi (一 到 十 oa 所 - 二 所) 
3 -一 832 2 一 B27 oe 21 一 访 2 


和 fe 下 本 

cf = 二 和) 十 wy (和 二 和 一 了 也 3% 

旨 如 果 条 件 (4) 适合 , 则 |] C3) 就 把 21s 2 2T3 依次 变 为 Wl W223 Ha, 反之 ,如 果 
80i 一 了 8&i 6 

则 得 


3 3 1 
这 等 价 十 (4)。 概 括 起 来 可 以 作 如 下 的 说 法 :三 点 定 一 比 (名 二 皇 ), 三 点 可 以 依次 变 为 


~ 
男 三 点 的 必要 用 充分 条 件 是 比值 租 等 
比值 的 几何 意义 是 什么 > 命 


是 三 角形 两 边 当 长 之 比 , 而 8 是 夹 阴 , 也 虐 是 如 果 两 个 三 角形 有 一 角 相 等 , 夹 这 角 的 两 
过 的 比例 相等 , 则 可 专 由 整 钱 性 变换 把 其 一 变 为 另 一 . 
刚才 是 以 点 为 对 象 的 几何 学 ,现在 以 直线 玫 圆 为 对 象 来 进行 研究 : 瞧 形 《1) 显然 变 百 
线 为 直线, 变 圆 为 加. 


这 线 的 一 般 形式 是 
Tfcy 十 2) 一 0. (5) 本 了 


变换 中 一 cz 十 4 把 直线 (5) 起 为 jw 一 9， 即 变 为 实 轴 ， 因 此 ri 
复 平 潭 上 的 任 一 直线 可 经 过 整 线性 变换 变 为 实 范 ， 也 就 是 直线 成 
一 可 北 集 合 . 


图 
两 条 直线 可 以 变 为 两 条 直线 的 必要 旦 充分 条 件 是 前 二 直线 的 洋基 等 于 后 二 直线 的 夹 
作 , 读 省 坛 目 证 之 . 
硫 的 一 般 形 式 是 


(z 一 c)(z 一 c) 一 o 
经 变换 z 一 c 一 pw 可 以 变 为 w 弥 一 1， 即 以 原点 为 中 心 的 单位 置 . 因此 , 任何 ( 实 ) 轿 
都 可 以 变 为 单位 图, 也 就 是 在 鉴 线 性 变换 群 之 下 ,( 实 ) 贺 成 一 可 递 焦 . 
人 先 分 相交 不 相交 , 相交 的 看 交角 ，, 不 
相交 的 看 什么 


$ 3 线性 变形 (M6bius 变形 ) 


现在 研究 比 整 线性 变换 群 更 一 般 的 群 : 这 和 群 是 由 形 如 
w= (ast Bb)/(er tad), ad — bec0 (C1) 
的 变换 所 组 成 的 , 特别 当 ¢ 二 0 时 这 就 是 整 线 性 变换 . 由 所 有 的 形 如 (1) 的 变换 所 成 的 
集合 称 为 线性 变换 群 。 变换 《1) 称 为 线性 变换 或 Mabius 变换 或 称 射影 变换 . 显然 (1) 
布 闭 变 换 
zy 一 《dm — b)/(—~ew 十 a). (2) 
也 不 难 证 明 连 续 施 行 两 次 形 如 (1) 的 变换 其 结果 仍然 是 形 如 (〈1) 的 变换 ， 所 得 出 的 变换 
称 为 前 两 变换 之 积 , 
得 有 一点 需 注 总，(1) 并 不 反复 平面 一 对 一 地 变 为 其 日 已， 由 (1) 可 见 并 无 与 
z 一 一生 对 应 ,由 (2) 可 见 并 无 > 点 可 以 对 应 于 w 一 全. 
各 果 贞 求 一- 对 应 ， 我 们 势必 要 扩充 我 们 的 复 平 面 。 加 上 一 个 无 穷 远 点 ， 即 (1) 把 
一 去 变 为 无 穷 远 点 w 一 co 而 一 oo 这 一 点 经 (1) 而 变 为 二 
加 上 泡 穷 远 点 的 平面 称 为 函数 论 平面 或 称 一 维 复 射影 空间 ， 一 维 复 射 影 几 何 学 就 是 
研究 在 一 维 射影 群 下 ,一 维 射 影 空 间 的 性 质 ， 
较 严 格 的 定义 如 下 考虑 非 全 为 零 的 一 对 复数 (z1, #2), 如 果 有 一 -个 复数 p( 志 0) 使 
1 Pw Ty Piw2s 
则 两 个 复数 对 (a, #2) 及 (tw) 称 为 等 价 ,上 用 符 导 
《zi 及， 人 《zol w2) 
表 之 ， 等 价 关 系 显然 有 以 下 的 三 性 庄 : 
(1) (x1, 22) ~ 《zly sz2)3 
Gi) 落 《sa sa) 一 《pas 到 2， 则 《zol ta》 一 《st 32); 
《ii 著 《zi。 #2) 全 《ii 0 wis Ww2) 人 《as)， 则 《si 22) 一 《的 ，re)， 
依 等 价 关系 把 所 有 有 的 非 3 复数 对 分 类 , 凡 等 价 的 归 一 类 ,不 同类 的 对 一 定 不 等 价 、 每 一 类 
定义 一 点 , 这 些 点 的 集合 便 成 一 维 射影 空 间 ， 如 果 了 关 0， 则 一 zz 就 是 普 途 复 平 面 


上 的 点 ;而 (st， 82) 称 为 点 zx 的 齐 次 举 标 , 这 说 明 与 (2, #32) 同一 -美的 《psi，bzz) 也 代表 
同一 点 xz。 如 时 z 二 0、 则 (x1, #3) 代表 光 穷 远 操 ,页 于 《zi, 0) ~~《1, 90》， 所 以 无 穷 
还 闪 是 唯一 的 . 

在 齐 次 坐标 下 线性 变换 也 可 以 写成 为 


»4. 


1 = 6at 十 zs 


0 C3) 
tw = C21 + dg, | 


用 矩阵 符号 可 以 写成 为 


Co wd = Ca) (©). 


注意 ,并 不 是 对 应 于 一 个 方 阵 (”“) 就 有 一 个 变换 . 


由 于 等 价 关系 ,对 任 一 pC 去 0)， 人 2 ) 也 代表 相同 的 变换 ,这 一 点 从 《1) 也 显然 
可 以 看 出 ,因为 分 子 分 母 同 科 一 数 p, 其 值 不 变 ， 
a 
方 陈 人 


[人 


也 称 为 变形 《1) 的 方 阵 , 但 需 注意 ,对 任 一 p 一 0, p (。 “ 
对 应 于 方 阵 
| 
的 两 个 变形 之 积 的 方 阵 等 于 所 对 应 的 方 昨 之 职 
人 ' J- 网 十 Dic，2acl 十 下 
CN dl bat dB, cw +t dd’ 


$4. 群 与 分 群 


) 都 是 代表 辐 一 变换 。 


定义 1， 如果 一 个 线性 变换 的 集合 适合 于 以 下 的 三 条 件 则 称 为 成 一 个 群 : 
(i)》 包 有 单 冬 实 换 : w 一 z。 
(ii) 包 有 逆 变 换 : 即 如 果 它 包 有 w 一 《az 十 5)/(es 十 2)， 则 也 包 有 
w= (dz— 6b)/(—ecz 十 oa), 
《ii 包 有 其 中 任 二 变换 之 积 : 即 如 采 它 包 有 
w= (Caz it oles td), w= (a tt blew + di), 
则 也 包 有 
| 
一 [(ac 十 bci)z 十 (ab 十 Ba) /leat de)e + (cb + dda)]. 
定义 2. 一 个 群 的 一 部 分 如 果 也 成 一 群 , 则 这 部 分 称 为 原 群 的 分 群 ( 或 子 群 ).。 
鲍 1. 所 有 的 线性 变换 成 一 群 . 
例 2, 所 有 的 整 线 性 变换 成 一 群 ,这 是 线 伺 变换 群 的 分 群 . 
例 3. 所 丰 的 形 如 区 一 * 十 4 的 变换 成 一 群 , 称 为 平移 群 , 它 是 整 线性 变换 群 的 分 群 ， 
整 线性 变换 群 之 另 一 分 群 是 
ww 二 4x， 2 天 0 
而 这 个 群 又 有 两 个 重要 分 群 。 对 正 数 ,所 有 的 形 如 w 二 Xx 的 变换 所 成 的 群 ， 称 为 放 


® 号 。 


天 缩小 群 。 对 所 有 的 绝对 值 等 于 1 的 数 ee, w 一 cz 成 一 个 群 ,区 为 旋转 群 . 
例 4, 对 实数 9。2，c，a， 
二 (qz 二 bi(cs + d), ad — be 0 
也 成 一 群 , 称 为 实 群 ， 适 合 于 sd 一 Bc = 1 的 成 一 实 群 的 分 群 . 
例 5. 形 如 
w= (ag— 8)/(Bz + a), aa+ w=1 
的 变形 也 成 一 群 , 称 为 酉 铬 . 
例 56. 形 如 
和 一 gz 十 六 lal=1 
汐 变 换 成 一 群 . 如 果 窟 成 实数 的 形式 , 即 命 
Wivy X= 二 iy, Lm et, b=p+ ig, 
测 得 
红 一 ypos 昌 一 ysinb 十 也 
六 一 %sin 日 十 ycosb 十 9. 
这 就 是 我 们 所 习 知 的 刚 居 运动 , 即 旋转 与 平移 ,因此 这 群 也 可 以 称 为 刚体 运动 群 。 
例 7. 形 如 
J 
的 变形 也 成 一 群 ， 这 和 群 称 为 非 欧 运 动 群 ,或 称 JToGadepckaf 群 . 
例 3. 所 有 的 形 如 
以 二 十 0 让， 二 二 0, 土 1, 十 2，……: 
欧 变 换 成 一 群 , 称 为 以 中 为 周期 的 群 ， 它 是 以 下 的 双 周 期 群 的 子 群 
也 mg 十 oo 一 0. 士 1, 土 2， 
例 9, 如 果 a，56,，c, 4 是 适合 于 
ud — bc 二 1 


的 管 部, 则 形 如 
w= (as tb)/(es -Ht 4) 
移 线 性 变换 也 成 一 群 , 称 为 横 群 。 
例 10. 如 果 as, 5。c，2 是 适合 
ad — bco=l 
8 的 复 整 数 ( 如 果 oo mz 都 是 整数 ，a 一 a 二 ozi 称 为 复 整 数 .), 则 形 如 
zl =《es 十 情 )ffcz 十 2) 
的 变形 也 成 一 群 . 
定义 ， 在 一 群 CE 中 如 时 可 以 找 出 一 批 变换 , 使 G 中 任 一 变换 都 可 霄 为 这 些 变换 用 其 
赣 变 谨 之 积 , 则 这 批 变 渡 称 为 群 的 演出 元 穴 . 
例 11. 例 8 中 所 给 的 群 ,以 
为 出 期 狼 的 演出 元 素 。 布 冯 周 期 群 以 


Ww 二, w= 十 


为 共 演 出 元 未， 
例 12, 整 线 性 变换 所 成 的 群 , 可 以 由 羽 下 诸 元 素 泪 出 之 ; 


C1) w 一 2 十 5,， (平移 )， 
(31) wv 一 c%z， 《旋转 )， 
Ciii) w 二 9， 《放大 缩小 ), 多 之 0. 


“放大 缩小 ?或 称 “ 仿 射 >， 薄 出 元 素 有 风 下 的 功用 : 和 任何 一 个 性 质 经 平移 ,旋转 , 仿 射 
措 不 变 , 则 经 整 线性 变换 也 不 变 . 例如 , 两 直线 的 夹 角 . 反之 , 如 两 点 间 的 距离 虽 经 平移 
与 旋转 不 安 . 但 它 经 仿 射 而 变化 ,因此 距离 人 在 整 线 福 变 措 群 下 是 可 能 变化 约 . 
保 13. 再 看 线性 群 ,由 于 
w= (qs + b/c t+ dad), cA 0 


可 以 变 为 
a 1 ss c(ecz + a) 
二 一 二 2， 2 一 一 ,7 一 一 一 一 一 
< 本 六 一 ad 


之 积 ,因此 这 群 可 由 整 线性 变换 群 汪 加 w 一 二 而 得 之 .《〈 如 果 < 一 0， 则 本 身 就 是 整 
线性 变换 ,组 待 多 论 . ) 因 北 , 线 性 变换 可 以 由 平移 , 仿 射 , 旋 转 及 w 一 二 演出 之 . 


$ 5.、Neurmann 球 


为 了 把 无 穷 远 点 讲 得 葛 清 楚 , 我 们 引进 球面 投影 法 ,建立 起 球面 与 平面 的 关系 . 
作 一 球 , 其 半径 为 1, 其 球 心 在 原点 ， 设 球面 动 点 为 P(#,w，5)， 则 此 球面 的 方程 式 


总 十 这 十 娠 一 工 《1》 
从 点 N 一 《0, 0, 1》 把 球 上 之 一 点 已 一 全, 9) 投影 于 二 个 平面 上 之 一 点 0Q 一 《xz， 
?7， 命 工 为 以 ON 与 00 为 边 的 矩形 的 另 一 顶点、 命 SPF 平行 于 NO, 命 FG 与 89 平 
行 于 3 加， 则 0G 一 8，FG 一 1, PF 二 4，0OH 二 x，9H 一 y， 由 于 三 角形 NSP 与 
NTOQO 的 相似 性 ,可知 
(1 一 上:1 一 SP:TO 一 NSINT ~ OF:00 一 17 一 点:x。 


所 以 
一 2 
BD ey 下 《2》 
出 《1) 可 知 
i 
1 二 由 十 类 一 人 
GQ —5y 
i 
《1 —£) 1l1—& 
因此 
二 一 一 了 1 一 二 ,+ 二 1 十 站 十 
” 


写 zs 一 + 十 iy， 公 式 人 (2) 与 (3) 建 开 单 位 球 与 复 射影 平面 则 的 一 一 对 应 关系 (x 一 co 
对 应 于 N). 
平面 上 一 个 辐 
(e+ yt 28r+27y+ =0 (4) 


变 为 


“(Tl) + t+. 
即 
《ac 一 3) 六 十 285 十 27 二 ac 二 3 一 0. (5) 

这 是 一 个 平面 ， 与 单位 球 交 于 一 圆 . 反之 有 一 平面 (5), 我 们 在 复 射 影 平 面 上 也 得 一 回 
《4)。 现在 证 明 : 视 (5) 交 :, 切 ,或 不 交 单 位 球 而 决定 加 〈4) 为 实 罗 ,点 加 , 虚 贺 . 

从 几何 上 来 说 明 这 问题 十 分 容易 . 如果 《47 是 实 圆 , 出 投影 法 的 性 质 , 在 半 位 球 上 一 
定 有 轨迹 , 它 吓 单 位 球 与 (5) 的 交 线 , 即 (5) 一 定 与 单位 球 想 交 , 局 样 证 明 相 切 用 不 相交 
的 情况 ， 因 此 虚 回 在 三 维 空间 也 有 了 实 央 示 法 , 即 一 个 不 交 于 单位 球 的 平面 .。 但 必须 注 
意 叭 一 的 例外 , 即 虚 况 zz 十 1 一 0 所 对 应 的 (5) 是 2 一 0， 是 一 矛盾 方程 

现在 我 们 人 研究 球 上 大 园 在 平面 上 所 对 应 的 圆 的 性 质 。 一 个 大 图 与 赤道 交 于 两 点 , 这 
珊 点 是 平 夏 上 单位 圆 的 一 个 直径 的 目 端 . 因 些 球 上 的 一 个 大 贺 对 应 于 平面 的 交 单 位 融 于 
一 直径 两 端的 萎 , 反 之 亦 真 。 从 这 个 性 质 我 们 容易 证 戎 以 下 的 初等 平面 几何 上 的 定理 。 

定理 1. 假定 两 个 网 4, B 都 交 定 贺 T 避 直径 之 两 端 ， 则 4, 8B 一 定 有 两 个 交点 .过 
这 两 交点 作 图 C, 它 也 是 交 了 于 直径 两 端的 图 

证 ， 设 两 图 4, B 对 应 于 球面 上 大 图 41 ,3 ， 他 们 的 交点 是 球 的 直径 的 两 冰 . 假定 
C1 是 对 应 于 C 的 回 , 由 其 过 球 的 直径 之 两 端 , 因此 C1 是 大 图 , 其 对 应 的 C 当然 是 交 于 本 
的 直径 两 端的 回 . 


$6. 交 比 


现在 苦 虑 线性 群 下 的 几何 学 . 

由 于 线性 群 的 学 群 整 线性 群 已 经 能 把 任意 两 点 变 成 为 任意 责 点 ， 因 此 射影 空间 成 一 
可 递 集 ,任意 二 点 可 以 变 为 任意 二 点 . 

现在 再 证 任意 三 点 可 以 变 为 任意 三 扎 ， 由 以 上 的 性 质 不 妨 假 定 三 点 中 之 二 已 经 变 为 
0。co , 而 男 一 是 a, 则 再 施行 

中 一 arliz， 

可 以 把 原来 三 点 变 为 0, 1, %， 

由 于 使 0, 1 , ce , 都 不 动 的 变换 是 恒 等 变换 , 故 任 意 四 点 并 不 能 变 为 任意 四 点 . 

定义 . 
za 一 嫉 /as4 2 


《zl1， C2 TL33 z4) / 
27 一 和 3 罕 22 


称 为 《xl， S72» 3S3a3 zx4) 之 交 比 ， 特别 当 C81, 22s 23, 24) = 一 二 谓 四 点 Sl» F273 S33 人 组 成 
调和 点 列 . 


定理 1. 交 比 经 线性 变换 后 保持 不 变 ， 


命 
ct 一 《azi tt b/czs t+ 4d), 
则 
一 
Ce 
因此 


《tt ma， was WwW4) = (81 F23 S35 24), 
定理 2。 四 点 tw， ww2， ws Ww4 可 以 依次 变 为 x，z2，z3，24 的 必要 得 完 分 条 件 是 它 
们 的 交 比 相等 ， 
证 ， 前 已 证 明 如 果 mK1 委 < 委 4)》 可 以 依次 变 为 z:(1 委 委 4)， 则 交 比 相等 . 
任意 四 点 中 的 三 点 可 以 变 为 0, oo ,1, 假定 四 点 已 变 成 为 6, co , >,， 1， 则 交 比 等 于 
z。 即 任何 交 比 为 x 的 四 点 一 定 可 以 变 为 0, co , x*， 1。 证 毕 . 


其 体 地 看 一 下 ,线性 安 换 
= I I 
ws ee ee 和 2 
它 把 22 变 为 0， 21 变 为 co ， 而 把 ws 变 为 i, 因此 
(tw1, Wy Has w) 2 《siy 2 L39 2) {1) 
定义 -个 线性 变换 ,把 z 一 ms zz 2a 变 为 wr 呈 wis wi， 
3. 
蚀 于 交 比 的 不 变 竹 ,此 线性 变换 是 唯 具有 此 性 质 的 . 。 
因此 ，(t) 所 表示 者 力 线性 变换 的 一 般 形式 , 即 三 对 对 应 点 。“ ps 
唯一 地 决定 一 个 线性 变换 ， 这 个 变换 就 是 (1) 式 . 
考虑 交 比 的 辐 角 
ar 名 Ci， 和 2 CAF z) = arg 2 arB 一 A Ds 
S271 "一 23 82 一 避 图 3 


= L322 一 L811ga22, 
如 果 交 出 是 实数 。 BB zg 一 L131 可 网 z 在 经 二 点 R13 2 3 的 圆周 上 . 反之 亦 
然 . 

若 (zt zz， zs zx) 是 实数 ， 则 由 《17 所 定义 的 《eon wa， tw3， w)》 也 是 实数 。 因此, 当 
z 过 二 P13 RA2> SI 所 决定 的 圆周 时 ,w 也 过 由 His Ws Wa 所 决定 的 圆周 , 但 需 注 意 ， 如 果 
zs #2 33 在 一 直线 上 , 则 所 定 的 直线 亦 叫 "网 ” ,可 以 认为 是 半径 为 co 的 “网 ”. 

所 以 线性 变换 把 贺 变 为 辐 . 特别 取 zj 二 1,22 一 一 1],，%3 一 一 i， 则 过 #4， z1， zz3 的 
圆 是 单位 圆 . 取 Wi 00, wi 0, w= 1, 滥 过 WI HW3y HW3 的 辐 是 * 轴 ， 因此 得 变换 

Ww we (tw Ws Was W) 一 《sl 2s Has £) 一 ee (2) 

它 把 单位 圆 变 为 实 轴 ,并 且 把 单位 圆 的 内 部 ]>] 二 1 变 为 上 半 平 面 Iw > 0. 

如 果 取 另 一 次 序 一 一 1，a 一 1，z3 一 一 f， 则 得 
= 


wr i -一 一 . 
1 十 = 


它 自 贺 的 外 部 jy] 之 1 变 为 上 上 半 平 面 rr 盖 0。 
又 取 ce 0， 交 I 353 一 5D， 则 


pre = 
和 守 
这 变形 把 上 半 平 面 变 为 其 自己 .又 到 * 一 1，s; 一 0，z3 二 00， 则 
tw 一 
z— 1 


它 把 上 半 平 面 变 为 下 半 和 平面. 
《读者 试 求 出 : z,, zz, zs 以 任何 次 序 取 0, 1 , co 的 各 种 变形 并 且 区 别 哪 些 是 变 上 
半 平 面 为 上 半 平 面 者 , 骂 些 是 变 上 半 平 面 为 下 半 平 面 者 .)》 


$7， 圆 对 


以 加 为 几何 对 象 ， 上 节 已 经 说 明了 ,在 线性 变换 群 下 ,平面 上 所 有 的 贺 ( 包 括 直线 ) 成 
一 可 递 集 .现在 我 们 来 考虑 圆 对 的 问题 ， 

定理 1, 线性 变换 使 二 圆 的 交角 不 变 . 

证 . 假定 两 加 的 交点 在 s,, #; {图 4)， 在 二 国 上 各 取 一 点 ss，z4. 这 些 点 交 比 的 辐 角 

al 区 [ga。，24，R81》。22)》 — LH3g2d4 — - 忆 2a3124。 

当 有 3 与 xy 都 趋 近 于 zi 时, 即 得 两 区 之 交角 ， 由 交 比 的 不 变性 , 故 定理 得 证 . 

定理 2. 两 个 相 切 的 咒 可 以 变 为 任意 两 个 由 切 的 贺 。 两 对 相交 的 加 的 夹 和 朋 如 果 相 等 ， 
则 可 由 其 一 对 变 为 另 一 对 ， 

证 . 把 交点 之 一 变 为 co , 则 得 : (i) 把 相 切 贺 变 为 平行 线 ，(i) 把 相交 较 变 为 二 相 
区 的 直线 . 

任意 两 条 平行 线 可 以 变 成 为 ?> 一 0 与 一 1. 故 得 第 一 段 结论 、 任 意 夹 角 为 6 的 坦 
线 可 变 y 一 0 及 rsing 一 ycos9 一 0。 因 得 第 二 绪论. 

也 就 是 : 相交 的 两 贺 以 夹 角 为 其 昌 一 的 不 变量 . 

再 看 不 相交 的 情况 .假定 4, 下 是 两 个 不 相交 的 车 。 先 把 4 变 为 一 笨 直 线 4, 同时 
把 下 变 为 网 B (图 4 和 4 与 B1 也 不 相交 ， 遂 过 B, 的 中 心 作 一 真 线 慌 让 村 4 交 i 
于 于 。 风 对 为 中 心 作 一 贺 C 正 交 5B， 由 于 C6,! 相交 ,出 定 理 1 可 知 有 一 线性 变换 把 C， 


! 变 为 二 直线 ( 正 交 的 ),，41， Bi 变 为 与 二 直线 正 交 的 二 个 加 4， B;, 因此 4;, B; 是 同心 
圆 ， 因此 得 
定理 3. 任意 两 个 不 交 贺 可 以 变 为 两 个 同心 圆 . 
两 个 不 交加 的 不 变量 是 什么 ? 同心 图 过 圆心 的 直线 交 两 圆 于 四 点 。 这 四 点 有 交 比 . 
这 交 比 就 是 不 变量 (注意 勤 然 直线 可 以 不 同 , 但 交 比 始终 相等 ), 这 一 不 变量 可 以 改 述 为 : 
两 个 不 交 贺 4, 8B, 作 一 圆 与 4, B 都 正 交 :, 交 出 四 点 。 这 四 点 的 交 比 ,就 是 两 个 不 交 山 的 
唯一 不 变量 . 
附 记 1. 两 圆 
axzz 十 所 ) 十 28r 十 27y 十 5 一 0， 
aigxzz 十 办 ) 十 28x 十 277 十 6 一 0 
的 中 心 各 为 【一 全， 一 并 ) (一 各， 一 如),。 兴 径 各 为 一， 人 六. 
也 0 CI Ci1 4 Ci 
因此 它们 正 交 的 条 件 是 
2 ne 2 i 2 2 
B El m6 | +7? 0, 一 ( 鼎 一 皇 ) +( 工 一 二 )， 


儿 a? 人 oO 名 ci 


即 
atf8 十 7 一 6aB) + oR Ti 5) = (op — Po) (or 一 Tia)2， 
吕 
od 十 cp 一 2868 + 27Y7Y, C1) 
这 个 正 交 条 件 是 在 a 关 0，a 关 0 的 条 件 下 推出 来 的 。 不 难 证 明 , 当 % 一 0 或 mm 一 0 
时 , 它 也 代表 两 方程 所 定义 的 直线 的 正 交 性 . 
附 记 2. 把 条 件 (1) 改写 为 

288 + 2771 CO 一 o6, 一 é60%, 二 0, 
命 

0O=—288.— 277.-+ 08 十 S06, 
在 一 om， 8 一 8 7Y 一 yi 3 一 3 时 ， 则 当 允 > 盖 0 一 0,<0 原 方程 所 对 应 的 圈 分 
别 怀 庶 , 及 , 实 . 


$8， 例 惠 {Pencil) 


定义 . 纶 了 两 个 加 4, B. 与 4, B 正 交 的 圆 成 一 集合 , 称 为 与 4， 8 共 较 的 回 品 . 

定理 1. 贺 串 有 一 个 参 变数 ， 

证 . 首先 如 果 4, 8 相交。 我 们 不 妨 假定 4, 8B 是 以 O 为 交点 的 直线 。 与 此 二 直线 
正 交 的 图 是 以 如 为 中 心 的 任意 图 : 即 以 半径 尺 为 参 变数 的 殴 串 ， 

上 其次, 4, 8 相 切 不 妨 假 定 4, 8 是 二 平行 的 直线 ,与 4, 8 正 交 的 圆 是 所 有 的 下 
蕊 于 4, 8 的 直线 ,也 是 一 个 参 变数 . 

最 后 , 4, 8 不 交 ， 不 妨 假 定 4， B 是 二 同心 圆 ， 垂 直 于 4, 8 的 贺 是 通过 图 心 的 所 
有 的 直线 ,也 是 一 个 参 变数 . 

定义 ， 这 三 类 山 各 称 为 双 曲 的 ,抛物 的 . 椭 贺 的， 


在 定理 诗 的 证 明 中 实质 上 已 经 给 出 了 串 的 标准 型 . 

任何 一 个 双 坦 哩 可 以 用 线性 变换 变 为 “以 原点 为 中 心 的 所 有 的 圆 ” 其 中 包括 两 个 点 
圆 ,一 在 原点 , 一 在 .同时 也 可 以 推出 双 曲 上 只 中 任 二 加 不 相交 .两 个 点 副 P, 9 称 为 这 
串 的 极限 点 . 

任何 一 个 抛物 点 可 以 用 线性 变换 , 变 为 “平行 于 x 轴 的 所 有 直线 ,以 %% 为 急 点 ， 因 此 
抛物 捉 的 诸 圆 有 一 公 切 点 ,此 点 称 为 结 点 . 

性 何 一 个 椭圆 串 可 以 用 线 覆 变换 变 为 “过 原点 的 所 有 的 直线 ”等 一 直线 过 两 点 0， 
co 。 因 此 椭圆 串 的 贺 过 两 个 定点 ， 

因此 ,任何 一 个 串 可 以 变 为 以 上 三 者 之 一 ， 由 于 椭 区 捉 中 任何 两 贺 有 二 公共 点 ,抛物 
时 有 一 公共 点 , 双 曲 串 厂 公共 点 , 因此, 没有 变换 可 以 
把 一 类 性 质 的 汕 变 为 另 一 类 性 质 的 串 . 

也 显然 可 见 ,如 果 知 道 了 一 串 中 的 两 个 圆 , 则 这 个 
串 头 唯一 次 定 了 . 

由 于 “以 项 点 为 中 心 的 圆 > 所 成 的 串 与 “过 原点 的 
直线 ? 记 成 的 串 是 正 交 的 ( 即 一 串 中 任 一 图- 与 另 一 串 忠 
任 一 圆 正 交 ) ， 由 此 可 以 有 椭 山 串 正 交 于 一 个 双 曲 混 . 
同时 有 抛物 串 正 交 于 一 个 抛物 串 ， 双 曲 毕 正 交 于 一 个 
椭圆 串 。 这 样 的 串 称 为 互相 共 罗 (图 6). 

由 标准 型 可 以 看 出 : 给 了 平面 上 一 点 《 除 极限 点 
和 结 点 外 ) ,在 哩 中 有 一 个 圆 而 且 只 有 一 个 贺 通 过 此 点 . 

附 记 1. 参数 所 活动 的 范围 也 各 有 不 同 的 性 质 ， 双 曲 混 的 参数 与 射线 上 的 点 一 一 对 
应 (例如 (0, co))， 抛物 串 的 参数 与 一 直线 上 的 点 一 一 对 应 . 椭 国 串 的 参数 则 与 贺 周 上 
的 点 一 一 对 这 。 击 此 也 可 推出 没有 线性 变换 可 以 招 不 同类 的 串 变 来 变 去 ， 

附 记 2. 用 矢量 (x, 8, 7 ，5) 表 圆 

alxi + y+ 28r+ + 27y+ = 0, 
则 由 两 实 立 (a, 8, 7Y，5) 及 (@, 名 ,71, 61) 所 定义 的 贺 串 是 由 圆 

le, 8, 7, 6)+ po, Brs YT1s 51) 
所 组 成 的 ， 这 此 4, & 是 非 同 时 为 8 的 任意 实数 ， 

由 此 代数 形式 进行 分 类 . 由 二 次 型 
(he 十 pe) CAB 十 p68) 一 (28 + uB) — (NY + wr) 

和 人手 ， 这 个 二 次 型 可 能 有 三 种 不 周 的 情况 : (i) 标签 是 十 ,一 《 双 曲 迪 )，(ii) 降 秩 (抛物 
串 )，Ciii》 定 负 (椭圆 上 由》. 


$9， 网 族 (Bundle) 


现在 研究 三 个 圆 4, 8, C 的 问题 .假定 它们 没有 公共 交点 . 

若 4， B 无 交点 ,我 们 有 线性 变换 把 4, 8 变 为 同心 圆 4,，B8,。 假定 CC 也 变 为 C1. 过 
41, Bi 与 C; 的 中 心 作 一 直线 , 这 直线 正 交 A Bi 与 C1 三 圆 ， 因此 在 这 种 情况 下 , 我 们 
可 以 找到 一 圆 与 4, B,C 三 贺 直 交 . 


» 2» 


其 次 , 若 4, 8B 相 切 , 可 找到 一 个 线 狂 变换 把 4, B 易 为 二 平行 线 4 B.C 也 因而 
变 为 C,。 由 C., 的 中 心 可 以 作 一 直线 仁 直 于 41、 Bi 因此 ， 在 这 情况 下 也 有 一 圆 与 4, B， 
C 三 四 正 交 . 

最 后 ,如 果 4, 吾 有 交点 , 则 有 线性 变换 把 4，B 变 为 两 直线 41，B. 相交 于 0, 而 C 
也 同时 变 为 C,。 (iD D 在 Cl 之 外 , 我 们 能 够 找到 一 个 以 0 为 中 心 而 与 C. 正 交 的 圆 ， 此 
纯 是 在 这 种 场合 下 , 有 一 圆 同 时 正 交 三 网 4, 8, C (图 7); (ii》D 在 贺 C 之 内 ,以 0 为 


图 ? 图 8 


中 心 作 一 圆 r, 使 c, 与 了 的 交点 在 工 的 直径 的 两 端 (图 8)、 因 此 有 

定理 1. 射影 平面 上 的 三 个 加 一 定 是 以 下 三 种 情况 之 一 : 《i) 有 一 公共 点 。(ii) 有 
- -公共 正 交 倍 。( 贡 ) 有 一 线性 变换 把 这 三 贺 安 为 交 定 回填 之 直径 两 端 的 回 . 

定义 .与 一 定 圆 正 交 的 所 有 的 圆 所 成 的 集合 称 为 双 曲 的 圆 族 。 过 一 定点 的 所 有 的 加 
折 成 的 集合 称 为 抛物 的 圆 族 。 死 经 过 线性 变换 可 以 变 为 交 定 圆 于 其 直径 两 端的 所 有 的 名 
的 集合 你 为 禄 加 的 贺 族 . 

这 三 种 不 同 的 图 族 不 可 能 用 线性 变换 从 其 一 变 为 另 一 。 其 道理 是 : 楷 留 族 中 任意 两 
个 加 一 定 有 商 个 交点 ,抛物 族 中 两 个 国 可 能 有 两 个 交点 ,也 可 能 仅 有 一 个 交点 ,但 并 不 存 
在 两 个 圆 无 交点 的 , 双 曲 族 中 存在 有 两 个 圆 无 交点 的 . 

再 看 参数 变化 的 情况 。 发 曲 园 族 所 正 交 的 图 不 仿 候 定 是 * 轴 , 这 双 曲 贺 族 中 的 圆 是 
中 心 在 * 轴 上 的 图 ， 剖 心 的 位 置 与 直线 (一 co , oo) 相对 应 ,而 半径 大 小 
从 0 到 co , 所 以 它 是 一 个 两 个 参数 的 系 .参数 变化 范围 与 半 个 平面 有 相 
问 的 情况 。 抛物 贺 族 , 不 妨 假定 其 公共 点 是 co , 这 回族 中 的 呈 是 任意 直 
线 , 所 以 有 两 个 参数 ,变化 范围 与 全 平面 相同 。 本 名 族 的 定 图 不 妨 假 定 是 
单位 圆 , 它 由 过 单位 圆 的 直径 的 两 端的 加 所 组 成 。 定 圆 直径 的 位 置 决定 | 
于 它 和 zx 四 的 夹 角 , 加 的 半径 从 0 变 到 oo。 因此 是 两 个 参 变 数 的 ,并 且 可 下 
以 半 柱 面 表 之 ( 国 9). Be 

定理 2“ 如果 岁 族 包 有 两 个 贺 4 与 了 ， 它 一 定 也 有 出 4，B 定 出 的 
辆 串 中 的 所 有 的 加 . 

证 ，1) 如 果 是 抛物 族 , 即 有 一 公共 点 P。 无 疑问 , 因为 其 中 任意 二 贺 4 8 必 有 是 
为 其 公共 点 ,而 4, 8 囊 上 之 贸 也 一 定 过 此 公共 点 . 


2》 欢 则 族 中 如 果 一 个 网 正 交 4 与 也. 则 也 正 交 4, B 所 定义 的 串 中 之 回 . 

3) 椭 鸭 族 由 以 下 的 初等 凡 何 定 到 推 得 之 、 如果 4, B 各 交 T 于 其 直径 之 两 端 ， 则 过 
4 8 交点 的 加 也 交 醋 于 其 直径 之 两 端 ， 而 这 一 定理 已 经 在 $5 中 证 明 过 了 . 

不 难 证 明 

定理 3. 命 呈 是 平面 上 的 任 一 点 ， 族 中 开 穷 个 圆 过 王 点 ， 这 些 圆 或 一 串 (P 不 是 抛物 
族 的 区 点 )。 

定理 4, 合 4, B,C 是 一 族 中 的 三 贺 , 不 在 同一 喉 中 洪 ,D 为 一 第 四 同 ， 则 我 们 可 由 
4 B,C 用 逐步 作 串 法 得 出 DD 来 ， 

证 , 在 D 上 可 以 找到 一 点 P， 它 既 不 是 串 (4, 8),《4，C) 的 极限 点 或 共 点 ， 叉 不 
是 4 上 的 点 。 已 知 过 P 可 以 作 一 四 EE 属于 只 (4, 8), 作 一 图 忆 属于 串 (《4，C)、 由 于 
4 B,C 不 在 同一 串 中 , 8, F 不 相同 .由 定理 3 可 知 DD 属 于 《E,F) 串 . 

由 此 推 得 

定理 5. 一 族 由 其 中 非 同 串 的 三 个 贸 唯 一 决定 . 

以 上 所 谈 到 的 双 昌 族 及 抛物 族 的 性 质 , 二 经 线性 变换 而 不 变 的 . 但 焰 圆 族 的 定义 并 
不 适 经 过 线性 变换 币 不 弛 现在 可 以 补足 这 个 缺点 . 族 可 定义 由 不 同 串 三 加 连续 作 串 所 
得 出 来 的 集合 。 双 曲 族 波 物 族 的 定义 申 旧 , 而 禄 区 族 的 定义 可 以 束 为 族 之 非 双 曲 与 抛物 
漠 . 

附 记 . 命 

oar 十 和 刀 ) 十 28x 十 27o 十 0 一 0. 1 一 1.，2.3 
代表 三 国 。 出 


EL 


> aois Bs Yis Si)=0 


a 


所 代 民 的 诸 山 称 为 回族 . 试 由 此 研究 圆 族 及 其 分 类 等 。 
$ 10， Hermitian 方 阵 


现在 我 们 概括 地 提 一 下 用 Hermitian 方 阵 来 处 到 了 移 吕 的 方法 , 也 可 以 说 给 Hermitian 
方 阵 的 研究 提供 一 些 最 简 硼 的 几何 背景 . 
1) 一 个 是 
qzs 二 7 二 Ar 十 人 一 0 大 一 有 十 57 (1) 
Ep 
a 二 yy) 十 28x+ 十 2r7y 二 6=0 
对 应 于 一 个 Hermitian 方 阵 
G A\ 
P 一 全 ,). (2) 
但 扯 差 一 个 实数 因子 自 Hermitian 方 阵 代表 出 一 园 《 即 如 果 有 实数 4 关 0 使 开 二 4， 
如 如 , 已 代 浇 同一 个 于 让 . 
2) 五 的 行列 式 
ad 一 15 一 det(B) 盖 0, 一 0. 一 0 《3) 


公 


一 由 等 


等 价 于 它 所 代表 的 圆 古 虚 圆 \ 点 加 或 实 圆 这 个 条 件 可 以 改写 为 : 命 


Pr-(_， 中 
一 1 0/ 


则 
tr FHFE) 一 让 ( 人 . = 2(|8|?: — «5) 
一 CA/ ， 
即 得 
det Hs 二 tr (FHEFEIY. 
所 以 依 
tK《FEFE)<e -0 或 >0 C4) 


而 决定 互 代表 有 虚 贺 、 点 一 或 实 圆 . 
3) 经 过 变换 


2 十 2 p= C 1 5 
cz 二 a c a/” 3) 
以 瑟 为 方 阵 的 圆 变 为 以 
Bipzp als 十 zc 天 十 ci 下 十 |cbsSG。apo 十 2 十 号 5 十 a eS 
abc + cBh 十 ad 十 dc5， bbe +t bah + bak + dd 


为 方 阵 的 器 . 关系 
HP'HP 
就 是 我 们 所 熟悉 的 “相抵 关系 *.。 取 行 列 式 det Hi 一 ]det PP det H， 获 圆 的 虚实 性 不 变 . 
由 Hermitian 方 阵 的 相抵 理论 可 以 知道 ,图 可 变 为 以 下 三 种 之 一 : 
1 0 1 0 1 0 
(0 
4)》 正 交 条 件 。 不 难 证 明 , 两 个 圆 态 ,，H, 相 正 交 的 条 件 是 
wrFHFEH) = 0, (7) 
这 个 关系 是 经 过 相抵 性 而 不 变 的 ,也 就 是 
tr FCB'HP)FCPHP)) = wu((BFPRC(CPFP DH) 一 |det Pl* ul FHFE,). 


(时 PP-( (LY 9)( ») = Cer)r) 
5) 与 一 定 圆 Bo 正 交 的 诸 图 称 为 一 个 贺 族 .也 就 是 适合 于 
tr FHFHo) = 0 
的 诸 Hermitian 方 阵 昌 ， 这 是 一 个 线性 关系 ,因此 有 两 个 参 变数 。 由 相抵 的 条 件 可 知 有 


三 类 不 同 的 族 , 即 忆 
0 


GG C8) 


we 15 « 


分 之 ,各 为 


这 族 是 本 图 的 , 浸 物 的 , 双 曙 的 . 
6) 因此 在 一 族 中 可 以 找 出 三 个 加 本 ,Hi, 8H3, 使 这 族 可 以 表 成 为 
hH, 十 WH + L1H. 
就 《8) 来 说 ,椭圆 族 可 以 表 为 


i so 
I 
0 


《读者 试 指出 oe, 8, 7 适合 何 种 关系 , 才 是 实 圆 .) 
7) 给 两 个 定 贺 到 与 瑟 ， 形 如 


而 抛物 族 可 以 表 为 


而 双 曲 族 可 以 表 为 


LH 十 1 

的 圆 成 一 圆 囊 ， 如 果 一 个 圆 与 互 , 正 交 与 8H; 正 交 , 则 与 圆 捉 中 的 任 一 圆 也 正 交 . 由 

tr(FHFEH) 一 tw(FHFH,)= 0 
可 知 吾 的 元 素 适 合 两 个 线性 关系 。 因此 是 有 一 个 参 变数 的 , 即 可 知 有 二 圆 BH 与 ?使 
下 可 以 表 为 
ED 十 PE。 
这 是 一 个 区 串 . 
38) 研究 圆 串 中 点 圆 的 个 数 , 即 求 
tr FO + nH) FCOAH, + nuH))= 0 

的 解 。 这 是 一 个 二 次 方程 式 ， 共 有 二 种 人 情况: 《i》 有 二 实 解 ，(i)》 有 一 实 解 《 即 重 根 )， 
《ii) 无 实 解 。 不 淮 证 明 他 们 各 对 应 于 双 曲 ,抛物 , 椭 加 上 串 ,并 可 以 用 相抵 关系 各 变 为 


+(o Te _)) (二 个 点 圆 , 双 曲 串 )， (i) 
ia . GE (Go | 《平行 线 , 扼 物 溃 )， (ii 
6 8 全 ) 《过 原点 的 直线 , 椭 融 串 ). Ci 


并 且 GD) 与 GD 正 交 , (i 与 4(9 ，)+g(_， ，) 正 交 ， 极 易 看 出 给 了 一 个 串 


( 炸 侣 ,抛物 , 冯 曲 ) 则 存在 唯一 的 捉 ( 双 曲 , 抛 物 , 椭 圆 ) 与 之 正 交 . 
9) 加 族 中 经 一 点 《 它 不 是 抛物 族 的 公共 点 ) 的 诸 圆 成 一 贺 串 这 是 显然 的 事实 ， 由 于 
“经 一 点 ”与 正 交 一 "点 圆 ” 等 同 . 
对 一 区 族 来 说 ,也 可 以 考虑 
trCFOH, + gH + vH:) FCAH, + nH + »H3)), 
它 昨 一 个 二 次 型 。 可 以 看 出 三 种 情况 : (i) 有 唯一 点 圆 ,， 《ii) 有 无 穷 个 点 大 (ii) 无 点 


= 15 ， 


贺 , 不 难 证 明 各 相抵 于 以 下 请 例 . 
-1 0 0 1 0 上 | ee 
催 1 本 一 (一 
呆 十 由 一 0, 则 p 一 » 一 0， 即 得 一 个 点 页 万 (抛物 )， 
0 8 

鲍 2. 太一 (” 于 m=( . m= -> 二 次 型 是 一 十 记 十 名、 

十 葬 ， 有 无 数 个 解 ( 双 出 ). 
1 0 1 2 ee 

鲍 3， 本 一 (1) 本 一 (1 ，) 机 =-(_， 6) 二 次 再 是 如 + 十 
如 二 志士 如 二 0， 即 得 4 一 p 一 »v 呈 0， 故 无 点 圆 ( 顶 圆 》. 

这 三 个 例 就 是 6) 中 的 三 例 ,因此 结论 已 明 . 

10) 因此 椭圆 族 中 仅 能 有 机 网 串 ( 无 点 团 ) ,抛物 族 中 仅 有 椭 回 些 与 搜 物 毕 ( 和 而 且 一 定 
有 ), 双 由 族 中 有 三 类 率 . 

读者 不 妨 以 此 方法 来 推出 上 文 的 一 切 结果 ， 


$11l. 变 形 分 类 


变形 
w= (ag tb)/(ecr + d) 
的 不 变 点 (或 称 不 动 点 ) 适 合 于 二 次 方程 
cz 二 (2d—a)z—2b=0. (1) 
如 时 (1) 的 系数 都 等 于 0, 出 得 w 一 =， 即 重 等 变形 ,任何 一 点 都 不 变 。 
若 cc 天 0， 则 (1) 有 二 根 ， 
ee era dtVD 
2c 
视 DD 二 0 或 关 0, 我 们 有 一 个 或 两 个 不 变 点 . 正面 我 们 分 别 讨 论 < 一 0 和 < 天 0 的 情况 。 
1) 沙 “==0, 4 一 2 一 0， 则 只 有 一 个 不 变 点 中。 仅 有 ee 为 不 变 点 的 变形 是 
纱 呈 3 十 瑟 ， (2) 


D=(d— ea) + 4bec, 


这 就 是 平移 . 
若 < 一 0, 开 4 一 sa 关 0。 则 我 们 可 以 看 成 为 两 个 不 变 点 ,一 个 是 oo，, 一 个 是 
而 命 


2) 如 果 < 六 0。 了 一 0 则 & 一 于 一 于 一 二 二 全 《1) 变 为 


1 1 2¢ 


二 
MH 了 一 多 +d 


则 仍然 得 出 (2) 来. 由 此 (2) 是 仅 有 一 个 不 变 点 的 变形 


向 :一 3 5 一 a 
更 一 号 包 一 如 


的 标准 型， 
如 呆 < 关 0，, 呈 关 0， 则 命 


不 变 点 变 为 0 与 oo。 因 而 也 得 
zl 一 pa 《3) 
对 应 于 = 一 co， 我 们 有 ”一 全 及 地 一 1 故 由 上 式 


了 A Coy 

= = 一 一 一 -一 一 一 一 一 

a -一 C21 

即 得 
区 (4) 

a+d—vVD 


以 上 所 做 的 是 把 线性 变换 w 一 (x) 的 两 个 变数 经 过 同一 变换 的 结果 。 即 命 w 一 
g(wD，z 一 g(zD)， 它 的 几何 意义 是 原来 在 “平面 上 有 一 变换 了 T, 现在 把 = 平面 变 为 a 
平面, 在 * 平面 上 变换 了 所 变 成 的 新 变换 。 代 数 形式 是 : 如 果 原 变换 的 方 阵 是 M, 而 变 
欣 * 的 方 阵 是 P, 则 我 们 新 变换 的 方 阵 是 
Mi= PMP. 

两 方 阵 是 相似 的 。 相 似 性 是 等 价 关系 ,因此 可 把 线性 变换 分 类 - 

定义 ， 如 果 线性 变换 只 有 一 个 不 动 点 。 则 称 为 抛物 型 的 变换 ， 假 设 线性 变换 有 两 个 
不 动 点 ,如 果 由 〈4) 定义 的 。 是 实 的 ,网 称 为 双 曲 型 的 ,如 果 。 的 绝对 值 等 于 1， 则 称 为 机 
四 的 ,如 果 。 是 一 般 复数 , 则 称 为 等 纬 型 的 。 p 称 为 乘 数 . 

o 的 几何 意义 是 什么 ? 它 等 于 下 列 西 点 的 交 比 。 这 四 点 是 二 个 不 动 点 ,原来 的 4, 与 
其 映 象 w。 更 明确 些 

p= (1s za zs w). 

特别 是 一 00, zw 一 0, 和 一 pz 得 (co 0 ps) 一 p. 

p 的 代数 意义 是 什么 ? 它 是 M 的 两 个 特征 根 的 比值 . 

注意 ,二 一 (zy zs zy w)， 而 且 (二) 一 二 (二)， 由 此 可 知 ,如 果 2 二 p 及 工 ， 
则 ; 所 对 应 的 线性 变换 一 定 不 相似 于 "所 对 应 的 线性 变换 。 因 此 二 线性 变换 相似 的 必要 
且 充 分 条 件 是 它们 的 系数 相等 或 互 为 倒数 ， 


另 一 方面 抛 风 型 变换 w 一 = 十 4， 可 以 变 为 【从 ) 一 (过 ) 十 1。 因此 任何 一 个 抽 


物 型 变 搞 都 可 以 变 为 w 一 z 十 1， 即 任 营 两 个 扫 物 型 变换 都 是 相似 的 . 

绑 椭 加 , 据 物 , 双 则 变形 而 不 奕 的 合成 一 双开 些 , 抛物 申 与 祷 贺 串 。 杰 证 明 这 点 并 不 
瑾 难 , 这 只 过 从 史 一 # 十 1 使 所 有 的 平行 于 实 轴 的 直线 不 变 ，w 一 e%z 使 以 原点 为 中 心 
的 圆 不 变 ，w 一 tz 使 通过 原点 的 直线 不 变 ,而 且 无 其 他 的 不 变 贺 即 可 看 出 ， 
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$12. 广 闵 线 性 群 


定义 ， 在 线性 群 中 再 添上 一 变换 
w 一 了 《1) 
这 样 所 该 出 的 群 称 为 广义 线性 群 . 
因此 ,广义 线性 群 中 除 线性 变换 外 ,还 有 形 如 
w= (gz + blcs 二 + ad) (2) 
的 变换 .不 难 证 朋 , 除 此 之 外 便 没 有 了 ，。 殴 是 由 壬 交 比 定义 的 ,因此 广义 线性 变换 还 是 拒 


如 末 
Wi= (dw bi(cw + d), 
则 得 
wi= (a{(adz + 6B) TF bos +t a))j(elas TT 6) + de + a)) 
= ((aa tbe)s t+ ab tt haea tt de)s TT cd + dd). 


ar 2 /a 5 
EC 动 (, : 
和 邢 两 个 形 如 《2) 的 变换 之 积 是 一 个 线性 变换 . 
习题 . 任何 一 个 《2) 添 到 线性 变换 群 中 部 与 (1) 有 同样 的 作用 . 
现在 考虑 (2) 的 不 变 点 ，(2) 的 不 变 点 适合 于 
csst+ dt—as—b= 人 0. (3) 
趟 《3) 推 得 
csz 十 dz 一 5z 一 已 一 0 
天 而 得 出 两 个 加 
je 二 yzz I (da)z+ (das—b—6=0, 
[eas (d+ a)s + (da) mb 5=0. 
天 此 ,一 艇 涪 来 , 它 使 这 两 贺 的 交点 不 变 并 且 拒 由 这 闻 加 定义 的 圆 串 变 为 自己 .特别 情 况 
是 < 一 zs, 5 一 和 2 一 一 2 则 (4) 并 不 是 两 图, 而 只 定义 一 个 。 则 此 变形 变 为 


(4) 


—Ahs—H > 
ee -一 一 一 一 ， 3 6 实 » 5) 
Cx 十 六 ° 实数 ( 
这 变 效 有 不 变 加 
awwo 二 Bw 十 4 十 一 0. (8) 


hw 0 ,hh 85) los th)_, 
ow 二 co 一 有 az — 8) + los TT A) 
如 全 等 变 钦 . ， 
这 样 的 变换 定义 为 反 演 .图 (6) 称 为 这 一 芭 膏 的 其 阅 , 连 行 两 次 反 演 即 得 全 等 变换 . 它 
的 几何 意义 如 下 ! 先 看 最 简单 的 反 演 w 一 3， 它 以 zx 轴 为 镜子 , 把 上 半 平 而 的 点 变 为 下 


* 9 » 


半 平 面 以 x 轴 为 对 称 轴 的 点 .因此 , 反 演 记 称 为 对 称 , 依 基 圆 对称. 
《6) 可 以 是 实 罗 或 虚 圆 . 把 任 一 实 圆 变 为 zz 一 1，、 反 泡 简 化 
Fr 
为 


£0 = 


a 


(7) 
它 的 几何 意义 是 ; 任 一 点 PCs 一 pe*) 变 为 9 人 (二 ce)， 即 由 站 
线 OP 上 取 一 点 8, 使 0P. 09 一 1 (图 10)。 读者 不 难看 出 以 
A 任 一 圆 为 基 湖 的 反 演 . 
出 春 圆 得 出 的 反 演 是 


w= 一 二. (8) 


定理 1 任何 一 个 线性 变换 一 定 可 以 依 四 个 实 圆 作 反 该 得 出 ， 
证 ， 只 要 考虑 
w= s+, w= pe'ty 
即 是 . 
1) 抛物 型 . w 一 = 十 1 是 ww 一 一 而 ,ww 一 一 一 1 之 积 .前 者 是 对 y 轴 的 反 注 ， 


-之 - 万 1 ES 1 了 -a 二 Un EE [3 i 
后 洪 是 已 + 之 ) ( 十 z) 是 对 = 六 上 时 反 该 . x 0 - 坷 x 2 


是 两 个 相 切 的 贺 。 因此 任何 一 个 抛物 变 欣 可 以 表 为 对 两 个 想 诸 贺 的 反 沪 之 积 ( 属 3 一 个 
抛物 婴 的 二 两 )。 
2) 双 曲 型 , mw 一 pg 是 二 以 一 二 之 积 。 它 们 是 依 圆 #5 一 1， a5 一方 的 
t D3 


两 个 反 演 ,它们 是 同心 圆 。 因 此, 双 曲 变换 是 依 不 相交 的 圆 反 旋 出 来 的 ( 双 曲 串 的 二 图 ). 
3) 椭圆 型 。 ao 一 esz，z 一 ci 太一 cei 它们 是 以 二 过 原点 的 直线 的 反 
演 。 风 而 , 彬 六 变换 是 依 两 个 相交 圆 反 广 出 来 的 ( 权 因 串 中 的 二 回 ). 
4)》 等 纬 型 . 即 w 一 peez。 把 等 纬 型 写 为 w 一 cwi， tar 一 eg 之 积 ， 因 而 得 出 定 
上 守 理 的 证 骨 包 括 了 更 多 的 内 容 , 不 难 推出 以 下 的 定理 . 
定理 2.。 椭圆 ,抛物 , 双 曲 变换 可 由 两 个 皮 斌 得 之 ， 
定理 3. 从 一 个 椭 回 《或 扫 物 或 双 曲 ) 串 中 任 二 图 作 反 泪 得 出 的 线性 变换 是 实 圆 的 
(或 抛物 的 或 双 曲 和 的) ,所 有 的 这 些 变换 成 一 知 ( 这 恕 是 一 个 参数 的 群 ). 
证 . 乱世 抛物 举 
?一 大 有 实数 
为 例 . 如一 三 二 281 ww 呈 # 十 2kzt 分 别 是 以 3 二 入 ,9 二 的 两 个 反 演 . 其 积 足 
w= g++ 2 一 大) 
出 得 出 所 有 形 如 wv 一 z 十 的 变形 。、 这 些 变 形成 一 分 群 ,这 分 群 与 “实数 的 加 法 群 ? 相 
问 。 
后 讨论 彬 圆 囊 y 一 * 铝 800 委 9 委 站) 
W 一 eog 
是 以 y 王 x 霹 8 为 基 阅 的 对 称 、w 一 e208, w 一 e*048 之 积 的 形式 是 w 一 cz。 这 些 变 


es DO 。 


换 成 一 分 群 , 这 分 群 与 “绝对 信 一 1 诸 数 的 乘法 群 * 俱 同 . 
最 后 讨论 双 昌 出 sz 一 oz。 变形 w 一 马 . 可 一 各 之 积 为 zw 一 与 = 即 得 形 如 
ww 一 hz(4 > 0) 的 变换 ,这 群 与 “ 正 实数 的 乘法 群 "相同 . 


$ 13, 射影 几何 的 基本 定理 


定理 1，。 任何 一 个 连续 变换 如 果 把 一 维 射影 ( 复 ) 空 间 一 一 对 应 地 变 为 其 自己 ， 并 且 
使 调和 点 列 变 为 调和 点 列 ,一 定 是 一 个 广义 线性 变换 . 
证 . 假定 
w = fl2) 
是 这 样 的 一 个 变换 。 由 于 线性 变换 可 以 把 任意 三 点 变 为 任意 三 点 ,因此 我 们 不 妨 假定 
0 = 00), 1= (1), % = (00). 
《co ， 和 2 33? x4) 二 一 上 
可 知 一 (3 二). 因此 ,如 果 ws 一 fz3)，wa 二 f(z4)， 则 
1 加 | 
本 (tw3 十 04) = (+ [zs 4 = 
邑 对 任 二 复数 a, 5 常 有 
Ka) +16) —2f (FT Ca + 6)). 
由 一 0 得 ,fCe) 一 21 (二 小 因此 由 上 式 推 得 
fa) + 102) = Ha + 6). 
特别 对 任 一 自然 数 mw f(x) 二 #11) 一 n， 又 由 f 一 n) 十 J) = 0) 一 0， 可 知 
开 一 n) 一 一 fw)， 又 由 区 (所 ) 一 Kn) 一 "可 知 了 (所 ) 一 到。 即 对 任 一 有 理 数 r， 
常 有 f(r) = 二 +。 由 连续 性 可 知 对 尾 一 实数 r+, f(x) 一 z。 
. SN i SA a 站 ee ys 
命 f= 二 j. 由 于 (1, —1, i, -一 人 1, 可 知 《1， 1，y， 1) 1. 
邯 得 
EE Pee WY feat Ber 
—1—i/ —l+i 
即 严 一 一 1 故 上 站 一 所 或 基站 一 一 上 
如 果 1( 站 一 i。 则 同 法 可 证 : 对 任 一 有 理 数 ,f(r 站 一 ris 对 任 一 实数 y, {9 让 二 yi 
因此 


= 一 1， 


jz 二 yi 一 xz) + HAD *t yi. 


区 
1{2) 一 2 
如 果 大 六 一 一 i:， 则 对 任 一 实数 y, 1(iy) 一 一 iy， 因 而 
f(x) 一 z,. 
即 得 所 证 . 
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第 二 章 非 欧 几何 学 


$ 1 欧 几 里 得 几何 学 (抛物 几何 学 ) 


考虑 一 个 抛物 贺 族 , 不 妨 假定 它 是 由 过 % 的 诸 圆 所 成 的 族 , 即 所 有 的 直线 所 成 的 族 ， 
我 们 现在 考虑 依 此 族 中 诸 圆 ( 即 直 线 ) 所 得 出 的 反 演 所 演出 的 群 ， 
Ww = eda ot ietiB, 4 实数 (1) 
{ 不 难 直接 证 明 它 是 反 演 ), 这 反 演 的 不 变 圆 是 
二 se- 一 3ci]) 一 1， 


内 
1 


ycos 工 8 — x sin 工 9 一 一 二 。 
2 2 2 


这 是 一 般 的 直线 , 即 当 0 筷 8 筷 2x。4 实数, 则 (1) 代表 了 对 这 些 抛物 圆 族 的 所 有 可 能 
的 肥 演 ， 两 个 有 反 演 之 积 


WwW] 一 ei 十 iedivr 一 es ee 一 ie™ #02) 十 了 
= ci 一 0)z 十 feiayz 一 ie'tw- $6) 。 CY 
它 的 形式 是 
w= ez 十 9， 4 复数 . (3) 


反之 ,前 已 证 明 形 如 (3) 的 变形 可 以 表 为 二 反 演 之 积 。 因 此 , 由 抛物 贺 族 出 发 得 一 个 群 ， 
其 中 的 变换 或 是 (3) ,或 是 w 一 5， 或 是 二 者 之 积 。 我 们 看 看 (3) 的 几何 意义 . w 二 ez 
是 旋转 ，w 二 z 十 9 是 平移 ， 因 此 (3) 折 表 示 的 头 是 刚体 运动 ,而 w 二 3 是 反 演 ,这 梯 
所 得 出 的 群 称 为 欧 几 里 得 群 . 

在 平面 上 ,在 此 群 下 的 几何 学 就 是 普通 的 欧 几 里 得 几何 学 . 

所 以 欧 几 里 得 几何 学 可 以 看 成 为 由 抛物 族 让 引 弄 来 的 几何 学 . 

欧 氏 几何 学 有 以 下 的 一 些 重 要 性 质 : 

(iD 这 空间 是 可 递 的 , 郧 任 一 点 可 以 变 为 太一 点 . 

《iiy》 两 点 间 的 距离 是 唯一 不 变 和 下. 则 如 果 4， - C ,DD 间 的 距离 相等 , 则 有 一 变形 
把 4,B 变 为 C,D. 

《ii) 直线 变 为 再 线 ( 即 抛物 族 中 的 圆 仍 然 变 为 此 族 的 轿 ). 

《ivr) 网 直线 的 严 角 是 唯 一 不 变量 . 

(vy 过 二 点 可 以 作 一 (唯一 的 ?直线 . 

(ri 过 一 点 可 以 作 一 (唯一 和 的) 直线 与 一 给 定 的 直线 平行 。 

险 记 . 再 看 伙 形 《3)。 如 果 8 和 关 0， 则 

WO— a es—a), a= q/(l— et) 
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是 一 个 以 = 为 不 变 点 的 贿赂 变形 ,也 就 是 绕 4 旋转 的 变形 ， 如 果 8 一 0, 则 得 平移 一 一 霓 
物 变 形 。 因 此 ,在 欧 几 里 得 几何 中 没有 双 曲 变形 . 


$ 2. 球面 几何 学 (椭圆 儿 何 学 ) 


考虑 一 个 椭圆 圆 族 , 不 妨 假 定 它 就 是 交 单 位 网 于 直径 两 端的 圆 所 组 成 揭 。 交 单 位 图 
于 土 e* 的 加 的 方程 式 是 


asz 一 1) 一 fei8g 十 icioz 一 0。 C1) 
这 儿 a,%, 9 是 实 参 变数 。(1) 代表 整个 的 炳 茹 族 ,对 应 于 图 (1) 我 们 有 有 反 演 
tw m= {iNcioz -| we) /os + Te) (C2) 
行列 式 等 于 一 一 米 ， 分 子 分 母 同 除 以 iV 六 十 a， 命 
和 i OST,» 
i 


则 得 变形 
-i8 Losr), {3) 


tw 一 《gciecoszy — isinr}/(—izssint + e 


这 个 变形 的 行列 式 等 于 1， 假 定 还 有 一 反 演 


入 = ea 《4 了》 
则 其 乘积 等 于 
tw = (selecosT — fe sinr)/(—ivie tsinT 十 ei cosr)。 {5) 
这 变形 的 方 阵 是 
这 RS dy 让 (6) 
—ieTitsint eT)cost 


这 是 一 个 行列 式 等 3: 1 的 西方 阵 ( 即 MMM' 一 J) 简称 为 特殊 配方 阵 。 反 之 , 任 一 行列 式 
等 十 1 的 酉 方 阵 一 定 可 以 表 为 以 上 的 形式 ， 它 的 证 上 明 如 下 : 如 果 
M= C 
C da 
lali+ |2|:?=1, ac + bd=0, Jcl:+ ladl?= 1, ad— bec=1, 


适合 第 一 个 式 子 的 一 般 解 是 4 二 cicost, 8 一 一 icelsinr。 由 第 二 式 ¢c 一 一 dt， 
4d 二 41， 上 岂 ad 一 2c = (lal: i581 一 1， 得 用 :二 1， 所 以 


& 全 了 ed 
M=(_s 2), lat lee, 07) 
因而 得 出 表达 式 《6). 
定理 1. 出 一 个 楷 回 族 的 网 经 友 演 而 得 出 的 群 是 特殊 王 群 《但 需 注 意 土 M 仅 表 一 个 
变换 ). 


附 记 《27) 式 表示 西方 阵 与 四 元 数 的 关系 . 命 wm 下 a 十 87 表 一 四 元 数 。 由 1a 上 十 
上 | 叶 1 可 知 |m! 一 1. 如 果 mi 二 a1 十 11， 则 mm 一 aa 一 5B; + (ab: 十 bai. 
这 也 表示 乘积 M Mi:， 因 此 特殊 西 群 可 以 霄 为 单位 四 元 数 的 乘法 君 . 
再 看 反 演 《2) 在 Neumann 妹 上 的 意义 .对 应 于 圆 (1), 我 们 有 平面 
oat ME sin0 Oo Ancos0 一 0， (8) 
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是 一 个 过 球 心 的 平面 ,在 球面 上 表 一 大 圆 ， 
定理 2. 反 演 (2) 在 Neumann 球 上 表示 一 个 依 平 面 (8) 而 对 称 的 变换 . 
证 . 如 果 我 们 能 够 证 明 8 二 0 时 的 情况 ， 便 由 平面 旋转 可 以 推出 一 般 的 情况 . 这 时 
平面 《8) 变 为 


tsint 一 了 cosz = 0., (39) 
变形 (3) 变 为 
w= (zcosT — fsinr)/(—izsinrt + cosrt), 《10) 
由 此 得 
1 十 ee ee A 
liz sinr 十 cosrl?” 
A 


命 了 3 一 + 二 1y, ww 二 # 十 tvwv， 则 
pe (zcosTt 一 isinr (iz sinT 十 cosr》 
| 一 好 sinzr 十 cosz | 


i(z3—1)sintcost 十 zcovt 十 zsinzfr 


| 一 45sinzr + cosrtl? 


下 此 可 知 
pa x _ 《zz 一 1])sinrcosr — ycos: 二 一 sin :路 少 并 
Jizsint + cosTt|?” [iz sint 十 costl’ 
因此 
2u 一 2 Te ns el 
1 十 ja 于 jz” 1 十 ao lz 十 1 1 十 jz 和 
?一 1 
作证 一 a 十 |z}? — 2|izsinTt 十 cosT|:) 
rr FE 二 [|z|:— 2]5|? sinr—2 cosrTt+t 4ysintecosr) 
多 


一 们 号 一 1 2 
(5 二 1 )cos2r + T 二 1 in 2r。 
在 绿 上 ,假定 二 ,9 对 应 于 > 对 应 于 风 , 则 得 
二 $$， 
7 = 一 ?cos27r + tsin27, 
六 一 msin2r + Ccos2r, 
C84, qs 5 与 共 映 象 (各 mr 吕 ) 的 中 点 《工人 生 十 避 )， 二 Ch 十 加 二 (十 划 】-- 
定 企 (9) 上， 此 点 可 以 直接 验算 出 来 , 即 
sinTCt + msin2r 十 zicos2r) — (Wn 一 人 cos2r + 6 sin2r)ecosr 
= (sint sinrcos2r — cosr sin2r) 
十 (一 cost 十 sinzrsin2r 十 cosrcos2r) 一 0. 
即 (CE, ?3115 1 >》 与 j CE,, ?2 £2) 依 平面 (9) 而 对 称 . 
定理 3. 连续 两 个 皮 演 的 结果 在 Neumann 球 上 表示 一 个 旋转 ,其 旋转 轴 的 两 端 对 谍 
于 两 个 反 演 的 基 贺 的 交点 . 
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证 ， 燃 圆 族 中 二 山 定 有 二 交点 。 这 二 点 是 经 此 二 反 演 的 不 变 点 . 由 于 基 网 是 大 回 ， 


二 不 变 点 在 球面 上 一 定 是 直径 的 两 端 。 这 二 反 演 变 为 依 通 过 2 
此 直径 两 平面 求 对 称 而 得 的 变换 。 在 任 一 垂直 于 次 径 的 平面 


上 看 ,图 形 是 ， 有 了 两 条 相交 直线 , 对 之 各 反 演 一 次 , 其 结果 是 
一 旋转 , 假定 二 直线 hi, 4 的 交角 为 r。 原来 位 置 是 m 上 的 
= 凯 Pi, m1 与 的 夹 逢 是 8, 对 上 反 演 后 得 mz 上航 一 点 已. 
Ha 上 与 iz 的 夹 凶 等 于 7 一 0 对 关 反 演 得 说 3 ?73 与 ml 的 夹 季 
是 2r. 

不 难 证 明 ,任何 一 个 旋转 也 可 以 用 此 法 得 之 。 因 此 ,椭圆 
几何 也 就 是 在 旋转 群 下 的 球面 几何 学 . ol 

只 记 1， 注意 : M 形 一 上 也 可 以 申述 为 变换 使 尽 圆 z3 十 1 一 0 次 为 其 自己 . 

附 记 2. 三 图 几何 中 的 变形 都 是 椭圆 的 。 原因 是 其 变换 的 不 变 贺 成 一 圆 囊 , 而 且 是 
双 曲 的 ， 


$ 3. 椭 欧 几何 的 一 些 性 质 


不 难 证 明 椭 加 几何 有 以 下 -一些 柱 质 : 

《iD 这 空间 是 可 递 的 . 

GD 丙 点 间 有 以 下 的 唯一 不 变量 。 对 应 于 这 两 点 在 Neumann 球 上 有 了 两 点 ,通过 这 两 
点 与 球 心 各 做 一 矢量 (但 注意 8 与 2x 一 6 可 能 是 间 一 的 ), 这 矢量 钓 夹 角 是 不 变量 . 

《ii 椭 图 族 中 的 加 仍然 变 为 此 族 之 圆 , 此 圆 称 为 测 地 线 (或 运 称 直线 ). 

(iv) 两 测 地 线 的 夹 角 是 唯一 不 变量 ， 

(vy) 过 两 点 (除去 对 应 于 Neumann 球 的 直径 两 端的 情况 ), 有 唯一 的 测 地 线 ， 

《vD 过 一 点 不 能 作 一 测 地 线 与 一 给 定 的 测 地 线 不 相交 . 


$4 双 曲 几何 〈JLIo6ageBetH 首 几何 ) 


海 虑 一 个 双 曲 贺 族 , 不 失去 普遍 性 我 们 假定 这 族 是 由 正 交 于 单位 圆 诸 圆 所 成 的 . 由 
正 交 条 件 得 gc 一 5 一 0， 所 以 图 的 形式 是 
az5 十 玫 了 十 5 十 aa 一 0， jw > 0. {1) 
所 对 应 的 反 演 是 
w= (—hs— o/s 十 £), C2) 
由 
1 — ww = [est Aoz + )— CC—hi— oo) hs — oa)]los 十 开 [ 一 
= (1 — 2z3)|os + AI |h|? — 7), 
可 见 反 演 (2) 把 单位 贺 内 《|z| 二 1 变 为 单位 圆 内 《|zw| < 1)、 贺 于 变 为 圆周 , 圆 外 变 
为 圆 外 。 


显然 14| > e。 命 se 《图 内 一 点 ) 及 一 A/ 记 二 ce。 则 (2) 变 为 


ee 25 * 


纪 = ez OO— a)/(—as + 1). C3) 
再 进行 一 次 变换 ， zx -> z， 则 得 线性 变形 
w= ee (4) 
这 一 变形 把 单位 贺 变 为 单位 圆 ,把 圆 内 一 点 x 一 ? 变 为 w 二 0. 不 难 证 明 , 任意 两 个 反 
演 之 积 也 是 一 个 使 单位 加 不 变 的 线性 变换 . 
反 过 来 ,我 们 证 明 , 凡 使 单位 贺 不 变 的 线性 变换 一 定 是 《47 的 形式 .假定 wv 一 《az 十 
5)/《cz 十 4) 是 这 样 的 一 个 变换 ,把 加 
laz + bl*— |cg+adl =0 
变 为 单位 贺 . 这 辐 
Clal?— Ilecl?)ss + (a — cd)zs + {a6 — ca)s+ 15:— jadl:= 0 
是 单位 圆 的 充分 且 必 要 的 条 件 是 a5 一 ca 一 0 及 a]? 一 lc? 一 一 Cj 一 14| 关 0. 
鹿 前 式 可 知 a 二 dt,，c 一 型 ， 代 人 后 式 得 《1 一 上 Cl 一 14 一 0,， 即 上 一】 
代 人 原 米 的 变形 中 得 _ _ 
了 二 dt pb bt 
w= (dts b/dbis + 时) = 和 人 十 二 )/( 公 z 十 1). 


由 于 | 于 中 一 1, 及 (之) 一生“ 从 ,这 就 是 形式 《4) 的 变换 
以 单位 加 内 部 作为 空间 , 形 如 《47 的 变换 所 成 的 群 作为 变换 群 ,这 样 所 得 出 的 几何 学 
称 为 JIo65aqepcKr 直 几何 学 ,或 双 曲 几何 学 . 
刚才 是 以 单位 贺 的 内 部 作为 空间 出 发 的 ,如 果 我 们 以 上 半 平 曾 作 为 空间 出 发 , 则 得 性 
质 相同 而 表达 方式 不 同 的 几何 学 . 群 变 为 
wagzT+ b/ce + d), cd — bc=!1, 《5》 
而 且 as, 6 cy 2 是 实数 .要 证 明 此 点 只 要 证 明 把 上 半 平 面 变 为 上 半 平 面 的 线性 变换 一 定 
是 而 县 也 渡 是 (5) 即 足 . 把 s 一 0,1, co 代入 (5) 式 , 要 求 w 是 实数 ,因而 可 以 得 出 4， 
,c,d 是 实数 ,而 有 ad 一 2c 关 0。 再 由 
aitb act bdtilad— bc) 
ci+d ta 3 
可 知 如 果 ad 一 5 >> 0, 则 把 i 变 为 上 半 面 的 点 ， 不 然 ， 把 i 变 为 下 半 平 面 的 点 。 因 此 
ad 一 bc 一 pg， 分 子 分 母 各 以 ?8 除 之 即 得 寻求. 
今后 我 们 按照 方便 有 时 考虑 单位 圆 内 部 ,有 时 考虑 .上 半 平 面 ,但 所 得 的 结果 极 易 由 共 
一 向 推出 奶 一 . 
上 半 商 的 表达 形式 称 为 双 曲 几何 的 Peincare 表达 形式 。 


$ 5。 距 离 
单位 贺 内 (或 上 半 面 了) 的 点 作为 几何 对 象 ,有 变换 
和 lal <=]1], 080< 2x, 《17 


(1) 也 称 为 一 个 非 欧 运动 .作为 我 们 的 运动 群 了 中 的 一 个 变换 , 首先 , 圆 内 任 一 点 a 


ea DO e 
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可 以 由 运动 群 了 中 的 一 个 变换 变 为 0， 内 此 , 双 珊 空间 是 在 《1) 下 可 递 的 .不仅 如 此 , 一 
点 上 带 一 方向 所 成 的 集合 也 是 可 递 的 。 方法 是 先 把 一 点 换 为 0, 然后 经 过 旋转 把 任意 方向 
变 为 与 xz 轴 的 正 向 同 向 . 

再 看 “ 测 地 线 *( 或 运 称 直线 ), 即 正 交 单位 夯 的 夯 , 通过 两 点 有 一 条 而 且 仅 有 一 条 “ 测 
地 线 ”。 证 明 些 点 航 易 。 我 们 可 以 看 上 半 平 面 。 作 这 两 点 的 垂直 平分 线 交 * 轴 于 C ,以 
C 为 心 过 这 两 点 的 贺 , 就 是 唯一 的 过 这 两 点 的 合 平 要 求 的 俩 . 

测 地 线 成 一 个 可 递 的 集合 。 还 是 用 .上 半 平 面 来 证 明 , 任 一 测 地 线 对 应 于 * 轴 上 两 点 
《交点 ), 对 任意 二 实数 。 有 一 实 变换 w= 二 《az 十 2)/(cs 十 4)， a 一 be 二 1 把 它们 变 
为 任意 二 点 . 故 得 所 证 . 

两 条 测 地 线 如 果 相 交 则 其 夹 角 是 不 变量 . 

现在 主要 需要 研究 的 是 两 点 问 的 不 变量 的 问题 . 假定 x1, z; 是 两 点 , 命 下: 弘 ! 是 其 
对 单位 圆 的 对 称 点 ， 作 交 比 


二 ras 一 #7! 一 ZL 一 为 | 
glz1, zz 一 【zi 二 1 访 23 5 一切 一 和 /二 一 2 ! 2 C2) 
21] B23 41 ™ 22 1 — $122 
这 是 wy mw 两 点 的 不 变革 ,换言之 ;如果 xy za 变 为 ts w;， 则 
S21 82) = (21 B71 229 82313) = Cs WI, tw, Wi) 一 Et》 


反之 ,如 果 g(z1, zz) 一 玉 ， 天 是 正 数 , 则 有 变换 把 z; 变 为 0, 把 = 变 为 z, 而 gCz, 10) 一 
1s1? 二 天 ， 经 过 旋转 可 以 使 0 不 变 , 而 把 = 变 为 KE， 因而 得 出 : gCzi。 zs2) 也 是 两 点 的 唯 
一 不 变量 .如 以 .上 半 平 面 为 基础 , 则 得 出 不 变量 
hz za) 一 | 于 二 思 | . 
点拨 用 g《z1, z3) 作为 距离 , 并 不 能 得 出 距离 的 若干 重要 性 质 ， 我 们 用 以 下 的 方法 来 
推出 拒 离 孜 数 。 取 xz 一 xz 十 dz，z 一 z， 则 得 出 
|zz 


Ci [eID Te 
这 是 微分 不 变量 , 即 它 经 过 (1) 而 不 变 . 直接 的 证 法 是 微分 (1) 得 
一 eb 1 atz— 424) my 1—as 
a G ne Ee Me : 
a 
lawl’ = Oo az |?, 
az|! 
7 
2 2 — jal: 
SE 
因此 ,得 
lazl? je 
《1 一 lz 《1 一 Jo 
在 双 曲 几何 中 长 度 元 率 等 于 
js M+ dy 
1 一 巡 一 入 
@ 27 » 


鲁 面 积 元 素 等 于 
dxay 
《1 一 妇 一 人 32 
如 果 对 上 半 和 平面 来 讲 , 长 度 元 素 与 面积 元 素 各 为 
天 三 V ax dy Sy 


do 一 


定理 1. 在 双 曲 空间 中 取 二 点 4, z:，C 为 连接 此 二 点 之 任意 曲线 (假定 它 是 连续 的 
而 且 有 连续 七 线 ), 则 使 


| as 
取 最 小 值 的 C 鳄 是 测 地 线 . 
证 ， 取 上 半 平 面 为 鞍 础 。 作 一 中 心 在 * 轴 上 , 而 且 经 过 z,, x; 的 圆 , 命 其 中 心 为 (1， 
02， 则 殴 之 方程 可 以 写成 为 
+ 一 上 十 pcoso， 1 一 psne. 
且 设 6 一 9 及 外 时 ,= 一 zy az。 曲线 C 的 方程 可 以 写成 为 
xz 一 (十 pycos9，y 一 of6)sin6， 
pf 一 pK9) 一 pp，0 一 和 一 8 < 


则 
| Vax’ 二 dy -1 V Cp 《6yc cosB — p(0) sin 0 + (pC0) os6 — pC(O) sin 0) + (pO sing+ oO) cos0y J8 
C y ti p(B) sing 
1 
i+ (ey PY 0 > 他 -2 i EE 
pCO0); sinO el sin 8 t i 
8 > 0, 
当 且 仅 当 p《9) 一 0 时 取 等 号 , 即 当 pC(9) 一 p 是 一 常数 时 到 等 号 , 即 当 C 是 过 2, z; 正 
交 十 x 轴 的 匮 对 取 等 号 . 
这 证 明 不 但 证 明了 定理 ,而 且 证 明了 沿 测 地 线 该 积分 的 值 等 于 
1 
Li 
log - 1 . 
名 地 


这 一 数值 的 几何 意义 是 : 过 xz za 的 测 地 线 交 x 轴 十 
和 切 , 8B; 人 C 为 圆 的 中 心 ,因此 


志 1 6 一 Bz tg 1 Oi Be 
图 12 2 zd 2 22 
因此 
log 一 log |(B, A, #1, 2)|, 
‘8 0 


不 难 算 轴 


' 28 +» 


|1(B,A,z2; EE lz — #21/1z, — zz| + A(z, 4) 
3 人 > 名 z3 性 


i — ]e,— sz21/|z, — %;] 1 Cw, 22)” 
因此 ,我 们 可 以 定义 
DO dy log (i 二 %2| 二 | 和 一 2 I(z) > 0, I(s2) > 0 
Pe 
是 两 点 21, 32 间 的 非 欧 距离 . 
在 单 亿 贺 的 清 况 是 
Dm 0) 一 二 log 由 二 环 二 [二 全 二 和。 | < 1 aa| <1， 
也 定义 显然 可 多 :如 果 
PKzi，zzy = 一 0， 
Dal ” 
1 al+t sell 
1 一 有 zz — x2 — 2,| 


其 ja 一 Z|] 0， 即 xs 一 2。 因此 ,距离 国 数 有 下 列 性 质 ; 
《iD D(z,, 22) 一 0 的 必要 且 充 分 条 件 是 x 一 2、 
Cii) Dz, #2) 之 0. 出 于 1 > 8122 | 并 | z2 py z1| 之 11 E> 了 az 四 | zz 一 31| ,懂得 
所 证 
《iiD Dla, 32) = Dz2, 21), 
Civ) DGs ao 和 Da sa 十 Dlr 23)， 当 且 仅 当 ,x2, 2 在 一 测 地 线 土 取 等 
旧 极 小 性 质 可 得 以 上 的 结论 。 性 质 (iv》 可 讲述 为 : 非 欧 三 角形 两 边 之 和 大 于 男 一 


$6. 三 和 角形 


记 讲 三 角形 是 指 三 条 测 弛 线 所 转 成 的 三 角形 (图 13)。 不 难 推出 "两边 夹 一 角 全 等 定 
理 ”,“ 两 角 一 联 边 全 等 定理 ”,“ 三 边 全 等 定理 *,“ 大 衣 对 大 边 定 理 ” 等 等 。 我 们 现在 来 求生 
角形 的 好 积 ， 


AN CA 


图 14 
定理 1。 三 角形 4, B,C 的 非 欧 面 积 等 于 x 一 人 4 一 人 8B 一 和 CC. 
证 以 上 半 平 面 为 基础 ,面积 等 于 


1 dzxady 
J pe 


1) 先是 究 和 8B 一 <C 一 0 的 情况 (如 图 14)。 不 难 证 明 有 实 变换 把 B,C ,DD 各 变 


» 29 。 


为 ,1, 一 1 (或 变 为 so, 一 1, 1)， 而 且 所 对 应 的 行列 式 是 正 的 .实质 上 ， 
(D—2B+ Cs tit(BC— 2DC + DB) 
《C — Dz + (DO— CY)B 
就 是 这 样 的 变换 .。 而 且 行 列 式 等 于 士 2(D 一 CXC 一 BXB 一 D)》 经 此 变换 后 ,图 14 
变 为 图 15. 假定 4 的 坐标 是 《xo, 和 ) ， 刚 


2 二 十 


1 rm 1 1 
| | ddy 一 | 2 -一 = sinrlx| 一 工 一 sinrlx 一 r 一 一 4 
ovl—x! y* Jzof 1 PE x xy 2 
Cc 


B 4 
ee 
图 15 图 16 


2) 假定 一 C 一 0. 用 实 变换 把 C 变 为 0, 得 图 16. 由 1) 可 知 
全/ 下 C 一 ABEC— AAEC—xr— LB—(r— (zx LA)))=—=r— LA— LB., 

3)》 如 条 过 ,上 8， 人 C 无 一 为 0, 如 图 17. 出 2) 可 知 

AABC — AADC — AABD 
二 一 一、 =(x— LC — LA — LBAD) 
| — [x—(x— LB)— LBAD] 
=x— LAA— LB— LC. 
定理 证 毕 . 
由 此 定理 立刻 推出 

定理 2.。 三 角形 三 内 和 角 之 和 大 大 于 汪 直 角 , 其 值 可取 0 与 * 之 | 同 的 任何 一 值 . 


$7. 平 行 公 理 


总 结 一 下 这 三 种 几何 的 一 个 基本 不 同 点 . 
欧 几 里 得 几何 学 (抛物 ). 平面 上 的 点 是 我 们 的 几何 对 象 ( 不 包括 无 穷 远 点 )， 运 动 誉 
由 >-> esz 十 4 及 x 一 z 所 组 成 。 测 地 线 就 是 直线 .在 平面 上 过 一 点 只 能 作 一 (唯一 》 
测 昌 线 与 一 给 定 的 测 地 线 不 相交 ( 欧 几 里 得 第 十 一 公设 ). 
”Riemann 几 们 学 ( 栅 圆 )， 球 面 上 的 点 是 我 们 的 几何 对 象 。 运动 群 : 球 的 旋转 ， 及 对 
过 球 心 平面 的 对 称 ， 测 二线 就 是 大 购 。 在 球面 上 过 一 点 不 能 作 一 测 地 线 与 一 给 定 的 测 地 
线 不 相交 ， 
JIo6aucecgHg 几何 学 ( 双 曲 )。 单 位 回 凡 的 点 是 我 们 的 几何 对 象 . 运动 群 是 
z -> eH 
1 一 6z 


及 xz 一 z。 测 地 线 就 是 正 交 于 单位 贺 的 区 (在 单位 圆 内 的 部 分 )， 过 一 点 有 记 穷 个 测 地 线 


* 30 *» 


与 一 给 定 的 测 地 线 不 相交 . 

当 球 与 图 的 半径 充分 大 的 时 候 ， 如 果 我 们 的 测量 仪器 根本 分 辨 不 出 贺 弧 的 曲率 的 时 
候 , 我 们 就 无 法 分 辨 我 们 所 在 的 空间 是 那 一 类 几何 学 。 在 历史 上 “陆地 如 模 户 ”的 看 法 ,就 
是 把 地 球面 的 椭圆 几何 误 认为 抛物 几何 的 看 法 。 把 空间 看 为 无 穷 无 尽 的 欧 几 里 得 空间 ， 
而 日 月 星 展 处 于 其 中 的 看 法 ,也 忽视 了 测 池 线 有 曲率 这 一 事实 . 


$ 8. 非 欧 运动 分 类 


我 们 现在 来 研究 非 欧 运动 
W = eB a C1) 
的 分 类 .在 梢 贺 几何 中 我 们 已 经 看 到 其 中 的 变换 只 可 能 是 椭圆 的 。 在 抛物 几何 中 , 可 能 
有 抛物 的 也 可 能 有 椭圆 的 。 在 双 曲 几何 中 ,问题 更 复杂 这 里 可 能 是 双 曲 的 , 扫 物 的 及 梢 贺 
的 三 种 变换 . 
1》 圆 内 有 一 个 不 变 点 . 如果 (1 把 0 变 为 0, 则 得 太一 of%z。， 这 是 一 个 椭圆 变换 
因此 


= 


1 一 aw ] 一 9Y 
是 一 个 使 s 不 变 的 非 欧 运动 而 且 没 有 其 他 不 动 点 【在 贺 内 )， 因 此, 在 图 内 有 一 个 不 动 点 
的 非 欧 运 动 是 椭圆 的 ,而 且 形 式 就 是 (2》， 这样 的 变形 称 为 非 欧 旋 转 ， 如 足 圆 外 有 一 个 不 


变 点 6 则 2 一 去 是 一 个 圆 内 的 不 安 的 ,因而 仍然 是 椭 珊 的， 酚 此 今后 我 们 仅 需 讨论 不 


蛮 点 在 贺 周 上 的 情况 . 
2) 圆周 上 有 二 不 变 点 .现在 取 上 半 平 面 , 即 二 不 变 点 在 * 轴 上 ， 如 内 它们 是 0, co ， 
则 得 下 一 kz， 久之 0. 它 是 一 个 双 曲 变形 。 如果 a, 8 是 任意 二 不 变 点 , 则 
wo g—% 
wf 和 zo—p6 
是 使 a, 8 不 变 的 双 曲 变形 、 总 之 ,如 果 二 不 动 点 在 贺 上 , 则 得 双 曲 变形 . 
3)》 仅 有 一 个 不 变 点 .还 是 以 上 半 平 面 为 例 ， 当 此 点 在 oo, 则 到 一 z 十 (2 实 
数 )、 而 一 般 的 是 


wa ei9 总 一 多 《27 


人 
wo zo 


这 是 抛物 变形 . 
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第 三 章 ”解析 函数 .调和 函数 的 定义 及 例子 


$1 复 变 芒 数 


复 变 函数 是 一 个 复 变 数 z 的 函数 ,函数 值 也 是 复数 w 一 jx). 变数 的 范围 足 香 平面 
上 的 一 个 点 集 M,， 对 好 的 每 一 点 #, 对 应 一 个 复数 ww， 这样 的 基数 f(z) 称 为 单 值 的 .MM 
称 为 ftz) 的 变数 范围 ， 当 x 取 M 的 一 切 值 而 得 出 的 所 有 的 咱 值 的 集合 W， 称 为 函数 值 
的 范 国 . 

他 zz 一 z 十 补 ，# 一 # 十 科 ,实际 上 所 请 复 变 扼 数 w 一 f(x)， 就 是 两 个 实 变数 x， 
y 的 两 个 实 项 数 

#= u(x, y), v= vx ,9), 

分 别 把 > 与 各 安置 在 一 个 复数 平面 上 , 则 一 个 复 变 函数 可 以 看 成 为 (x, y) 平面 上 
的 集合 对 到 (#, v) 平面 上 的 集合 N 的 某 一 映照 ， 如 果 w 一 flz) 是 单 值 的 ,而 且 对 应 于 
不 同 的 ze M， 有 不 同 的 w€ N， 则 这 样 的 映照 称 为 在 M 内 是 一 一 的 ,或 单 叶 的， 在 这 
和 样 的 情况 下 ， 我 们 可 以 定义 x 一 gCw)， 它 把 N 上 每 个 忆 映 到 M 上 的 z 点， 这 ? 正 是 在 
f(z) 下 映 到 忆 的 点 ， 它 称 为 w 一 f(z) 的 反 昭 数 ， 

如 果 w 一 了 (tz) 把 放映 到 N 上 ,而 w= g(w) 及 把 集合 N 暴 到 P 上 , 则 

w’ = hls) =— glflz)] 
把 MM 映 到 Pf 了 上 ,这 叫做 孙 数 f,g 的 复合 水 数 .特别 当 m == f(z) 是 一 一 的 ,而 z 一 p(w》 


是 了 的 反哺 数 , 则 有 
pfl2)) = 2. 


例 1 第 一 ,二 章 所 说 的 线性 变换 
w= (az t+ b/ces + ad), ad— bc0 
部 是 这 样 的 变形 (M,N 是 整个 Gauss 平面 )， 
例 2，w 一 ”把 单位 圆 的 内 部 变 为 单位 圆 的 内 部 ,但 并 不 是 一 一 的 。 因 为 对 任 一 整 


C4 


数 1 e+ 全 都 对 应 于 一 点 re 
§ 2. 保 角 变换 (或 称 具 形 上 映照 ) 


一 个 复 变 阔 数 w 一 f(x) 可 以 看 成 为 一 个 复 平 商 上 的 变换 (或 时 有 照 ): 
于 一 tx ?7 ， » = v(x, y), C1) 
它 反 区域 好 变 为 区 域 X、 假 定 函 数 x, ” 对 *,， 》 在 对 内 是 可 微分 的 , 则 微分 矢量 间 的 关系 


bn 


dn ma dy 
Ox Oy C2) 
Ov Ov 

dv 一 站 dx 十 By dy 


* 32 .9 


一 用 Eco 


另 一 微分 失 量 (dix, az) 对 应 于 (dyx, dy)。 矢量 (au dv) 与 (dw, div) 的 夹 角 的 余弦 


等 于 
dudis t+ dvd 
VE da Tn 
Eadxdix + F(adxdiy + dixdy) + Gdydiy (3) 
MEde 十 2Fdrdy 4 Gdy Fa + 2Fdixdiy 十 Ga 
这 此 


_ /uv (oo Bu du aa Gf/Y 
W(t Bx By By” R Cs 
如 果 在 某 区 域内 这 夹 角 等 于 矢量 《dr， dy), Cdix, diy) 的 夹 角 ,特别 分 别 取 dr = dy = 0 
和 dx 二 dix，d) 二 一 dy、， 则 得 条 件 


F=0, FS—= 人 GO. C4) 
由 三 一 0 得 出 
On er _ Ov Bo 
Ox Oy Or dy” 
a 
BE sD 
Ox Oy” Ox By * 
代 人 五 一 C， 则 | 


ar , {OvY Ou 2 
(Ce = (0 N= 
即 得 oz 一 1。 瑞 此 ，e 一 土 1, SR 则 需 p 一 1， 即 得 著名 
的 Cauchy-Riemann 方程 
Ou Ov Ov _ Ou 
Br Oy’” Or Oy. 《5 
下 于 两 条 曲线 的 交集 决定 于 其 交点 处 的 两 个 切线 方向 ,因此 ,如 果 上 映照 1) 使 任何 两 
条 曲线 的 交角 不 变 , 则 它 一 定 适 合 于 《5)。 反之 , 如 果 在 某 区 域内 (1) 适合 于 (5), 则 一 
定 使 满 曲 线 的 交角 (在 此 区 域内 的 ) 不 变 . 
因此 适合 此 条 件 的 变换 称 为 保 角 变换 (或 称 保 角 映 象 )， 但 必须 排除 一 种 可 能 性 , 即 
那些 使 5 一 F 一 G 一 0 的 点 。 此 时 ,公式 (3) 的 右边 实 为 卫 ， 因此 并 不 能 得 出 保 角 的 
竹 质 ， 
例如 :vw 一 妇 一 六 ,vv 一 2xy， 在 原点 并 非 保 角 安 换 ,虽然 其 他 诸 点 者 保 角 ， 
如 果 变 换 《1) 适合 于 (5), 则 得 


2 7_|/O« dv wz 2 
du tap IK 各) + (ee | + dy?). C6) 
这 说 明了 : 一 个 保 角 变换 把 一 点 附近 的 一 个 无 穷 小 圆周 变 为 一 个 无 穷 小 加 周 ( 莒 性 质 )， 
办 此 , 妇 有 人 称 为 共 形 有 映照。 当然 也 必须 注意 使 
Ou Or _O« Ov 
Br Br By pby 
的 一 些 点 ,对 这 和 样 的 点 ,结论 并 不 正确 . 


一 0 


ea 33 。 


前 二 章 所 谈 到 的 线性 变换 都 是 保 角 变换 ,而 且 是 在 大 范围 内 具有 圆 性 质 的 . 

从 Cauchy-Riemann 条 件 可 以 推出 (假定 在 某 区 域 马 内 , wx,” 有 二 阶 连 续 偏 微 商 ) 
Ox , nu _ Hr By 
br dy Bray GyBx 


同样 可 以 得 出 
Ov 十 人 2 = 一 
Or? 日 入 
a? (em 
筑 子 入 二 一 -十 一 - 称 为 Laplace 算 子 、 方程 
Dr’ dy 
At 一 Ou 十 a 0 
Ox: A 


称 为 Laplace 方程 。 任何 一 个 在 区 域 刀 内 所 定义 的 保 角 映 象 (1), 其 * 与 "都 是 Laplace 
方程 的 解 . 

在 区 域 刀 中 适 会 于 Laplace 方程 的 哨 数 称 为 也 内 的 调和 闵 数 , 或 称 位 项 数 。 而 ” 称 
为 * 的 共 罗 了 汤 数 ,显然 可 见 一 上 亦 是 ” 的 共生 孙 数 . 

现在 考 堪 由 一 个 调和 遂 数 nx, y) 求 出 它 的 共 斩 函 数 的 问题 . 

假定 是 一 单 连 通 域 ,而 ux, y) 是 刀 上 的 调 因 函数 , 则 定义 


{x,y) Or Ox 
Cr 一 人 = (7 
全 ?7 (xo a Oy > Ox ») 7 


这 儿 (xo, yo) 是 刀 内 的 一 定点 。(z, y) 是 内 的 一 变 点 。Laplace 方程 
Ou __ Gu 6 (2) _0 ( Ou) 


Ax: By?” Br “Ox Oy Oy 
就 是 积分 (7) 为 确切 微分 的 积分 的 条 件 。 即 (7) 是 Cx, 7) 的 函数 ,与 由 【5xo, yo 到 (x, y》 
的 积分 线路 无 关 ， 
再 看 
Or _ - zf 二 y》 一 vx, 0 + 1 人 __ Bx Bx 
Or 3 户 万 人 | Oy Se Br 加 | 
一 im 上 | 一 外 
#0 再 -zx Oy Oy 


同样 可 得 2 一 即 vCxs y) 是 xs (x, y) 的 共 示 函数 ， 但 因为 *Cx, y) 是 由 它 的 仿 
微 商 来 决定 的 ,因此 可 以 相差 一 个 常数 ， 也 就 是 wz。 y) 的 共 罗 函 数 一 般 是 


《zy Ou Ha 
vr, 7) 一 人 a (— By dx 十 Ey) 二 CC 
这 儿 C 是 一 实数 . 
四 看 DD 为 多 连通 域 的 情况 .此 时 积分 
ee [| _ Br Ba 
vx, Y) 一 je mn By dx 十 下 ay ) + 


不 一 定 是 一 个 单 值 苯 数 。 常会 因为 所 取 的 路 径 不 同 而 得 不 同 的 数值 。 如 果 了 丙 条 路 线 工 ， 
可 以 在 DD 的 范围 内 由 其 一 连续 变形 变 为 另 一 时 , 沿 它们 的 积分 还 是 相等 的 。 但, 当 不 可 
能 的 时 候 , 则 不 一 定 相等 . 例如 


ee 34 。 


一 由 等 可 


# 一 log Cx’ ty’). 
它 丰 环形 加 委 和 时 七 几 委 内 是 ~ 调和 和 晃 数 ,环形 是 连通 的 , 但 不 是 单 连通 的 。 其 共 
珀 函数 


“xs 一 2 HC 2A + 


8D pp Jy 
在 环形 内 是 一 个 无 限 多 值 的 函数 .我 们 有 
n=-| 本 


xz 十 入 
在 环形 中 任何 一 条 曲线 如 果 绕 * 一 0 正 向 一 周 ， 则 可 
以 不 出 环形 之 外 连续 地 变 为 贺 *2 十 yy 一 p?。 任何 一 9 
条 由 mw 到 xz 的 线 C 可 以 连续 变化 变 为 另 一 条 由 zo 到 x 能 路 线 。， © 是 由 以 下 诸 部 分 构成 
的 ; (i)》 一 条 无 交点 的 出 线 Co，(ii)》 绕 |z| 一 pN 圈 ( 正 向 的 六 是 正 ， 负 向 的 六 是 负 ). 
这 样 


yr, y) = 2argz + 2xN, 
再 回 到 一 般 的 问题 。 假 定 也 内 有 训 个 “岛屿 ”1 *'*， Ym， 


r, = |, (— Se dr 十 3 4ay). 
Th Oy 


7 是 只 含有 yx* 的 在 忆 内 的 闭 曲线 。 任何 一 条 联接 zoz 的 曲线 
C 可 以 改变 为 一 条 曲线 乞 。 它 是 由 以 下 诸 部 分 所 构成 的 : (i) 
一 条 由 am 到 z 的 简 毕 曲线 Go ( 指 无 交点 的 曲线 )，(ii) 绕 7; 的 简单 闭 曲 线 ,可 能 绕 行 N; 
次 5 正 团 正 N;; 负 向 负 Ri。 而 积分 
vx, 7y) 一 上 一 | 十 NT 二 ?+ NoTn. 

"2 rt 


0 


这 儿 Nu …, Nm 是 整数 .常数 Ts 时 做 对 应 于 7; 的 周期 。 现在 s(x, y) 是 多 值 欧 数 。 
虽然 如 此 , 它 的 微 商 还 是 单 值 的 ,而 且 仍 然 适合 Cauchy-Riemann 方程 . 


图 19 


$ 3，Cauchy-Riemann 方程 


上 节 所 得 出 的 Cauchy-Riemann 方程 
ez_ or 6 _ ar (1) 
EE ~ By? Oy Ox 
也 称 为 Euler-D’Aicembert 方程 。 假 定 吕 是 一 域 ，wlx, y)，xxr y)》 在 已 内 是 有 一 阶 偏向 
商 的 项 数 。 假定 方程 (1) 在 DD 内 成 江 ， 


把 (1) 换 为 极 坐 标 
On _ Ou 09 + os Op _ .sind Ou Ou + cos0 oe, 
Ox DB Dr Gp Ox D 88 
On ar 66 Ou dp cosD Ou Ou 
一 十 -= 一 一 十 日 一 
Oy ”6 Oy Op Oy | a ap 


和 35 "» 


办 此 


— sing Bu | cosg 0 — <00 Ov + ging dr, 
P DB dp 2 069 Bp 
cosB Ou 站 ng oe — Sn Ov _ 6 
pe 88 Op P 00 dp 
生得 出 
Ou Ov Or On C 
= 一 » = = . 2) 
fos 89° ?Bp 66 
Laplace 方程 也 变 为 
Biu 3 ( Se) 一 1 3 
5: 十 ap Ld EF 3 《 ) 


a 


使 用 (2) 与 (3) 时 ,特别 注意 o 一 0 时 的 特殊 性 . 
调和 函数 是 线性 的 , 即 如 采 “,v 是 谓 和 函数 , 则 对 任何 常数 ", 8, cu 十 8"， 也 是 调 
例 1， 拒 z” 分 为 虚实 部 分 


#= pcosn0, v= osin nO, 


它们 适合 (2) 式 : 即 
pe precos nd — Or, Ps A eg 
Oo 09 Op DO 


浊 它 们 是 共 轿 调和 函数 .如 采 作 为 变换 来 看 ,必须 注意 当 一 0 时 的 非 保 角 性 . 
例 2， 由 线性 性 质 把 一 个 多 项 式 分 虚实 部 分 ,它们 也 成 一 共 轿 调和 六 数 对 ， 
例 3. 假定 一 级 数 
f(z) 一 Si Ca2r。， as On + Bnt 
n=0 
全 |z| 三 怀 内 收 人 第, 则 它 的 实 碰 部 分 


了 = 2 {gscosn0 — ,sin #0)po", 
n=0 


VY = > (Con in n0 + PcosnO)p" 
二 人 


玉成 为 一 对 共 胃 f 调 和 闻 数 ， 
特别 如 


Ee* = Co e089 i wn 


by 
a ~ pCOos nD 
en cos(psing) 一 > 和 
nm 二 为 1 


四 
6 


可 二 机 ny 


号 3 


凿 一 对 共 罗 调和 阔 数 ， 
又 如 
iogz = log |z| + 1Arg 2?. 
# 一 log |z| 是 通 和 函数 ,因为 
Bu _ x Ou 好 一 好 Bn Ba 
Ox z+ Or (r+ty)” Or 6y’ 
虽然 x 一 Arg x 是 多 值 函数 ,但 是 它 是 的 共 轨 调和 水 数 . 
例 4. 函数 (对 正 整数 ”) 
HW = 0 "cosnd, 2 一 —p "sinng 
世 是 一 对 共 轿 立 数 ( 但 p 一 0 必须 除外 》. 
例 5. 在 环 r 过 jlz| < 去 六 大 ,如 果 
> dn2y Us ds Tt Bot 


村 起 一 名 


改 敛 , 则 它 的 实 庶 部 分 


1 一 > {ecosnd 一 8, sin n0)p", 


好 二 一 史 


二 > {onsinnd + Pacosnd)o" 


成 一 对 共 罗 调和 消 数 . 
假定 
r= Xx Ys y= yx yi 
是 一 对 共 轿 函数 , 则 w,? 作为 x, jy 的 防 数 也 是 共 轿 的 . 
Ou _ Ou Or Ou Oy _ Ov Oy ,6r Or or 
Or Ox Dr Oy Oxi Oy Oy, Or Oy Oy 


Ou O00r O00 _ O00 Or Or ar 
Oy Ox Oy Oy Ay Oy Ox Br Ox Ox 


到 共 力 的 关系 经 过 保 角 变换 而 不 变 , 也 可 以 说 成 为 保 角 变 换 之 积 仍然 是 保 角 变换 . 


Laplace 方程 经 保 用 变换 而 变化 的 情况 : 
Dw Ou / Or Bn {Ox Oy On f Oy 2 
CO 2 © Oy Cu oF 
xi a9r? ( 5 人 xy 3 ( 2) Oy? | 


Ou Ox Ou Oy 


Br Ox Gy az 
Ou zx (a) 2 (至 ) 包 ) 十 Ea (2} 
By! Ox ‘By, OxOy “By/ “By Oy* \ Oy, 
Bu Or | Ou Oy 
Br Oy Oy oy? 


如 各 二 Bn (SE) 十 (2 ) (名 十 5)。 
Or? Oy? Ox Oy, Ox oy’ 


轩 此 调和 沪 数 n(x, Y) 经 保 角 变换 后 依然 足 调 和 函数， 


相 加 得 


再 


ee 37 = 


笃 


”也 上 所 论 都 必须 注意 变数 所 处 的 区 域 . 
条 件 (1) 与 (2) 是 以 下 形式 的 条 件 的 特殊 形式 ， 


x BG 


贸 在 保 角 狭 象 w 十 iv 所 定义 的 区 域内 如 果 有 一 曲 缆 C， 则 在 这 曲线 上 = 的 切 向 微分 等 他 
v 的 法 向 微分 , * 的 法 向 微分 等 于 负 的 ”的 切 向 微分 .要 证 明 这 点 是 容易 的 ， 因 为 


Ou Ou dy ioud ody Br dr av 
Bn | | 3 By ds Br das Os ” 
而 
Br Or do do Oy Ou dr Ou 
On Ss 并)+ 串 ( 斌 ) rh Bs 
注意 ， 切 线 方向 取 定 后 ， 法 线 方 司 是 指 依 此 方向 正高 转 90” 的 方向 。 如 果 取 C 为 
平行 于 = 独 的 直线 y 一 《， 则 得 (1) 式 。 如 果 取 C 为 加 ?十 六 一 RY, 如 一 一 药 ， 
OO_ ILIB 
让 sp B60? 即 得 (2). 


$4. 解析 半数 


在 区 上 成 刀 内 芳 谍 由 适合 于 Cauchy-Riemann 方程 的 二 函数 nCx, y), v(x y) 所 定义 的 
复 浮 数 
fxz) = ulx, y) Tt ivlx, y), 
这 哨 数 有 一 特点 ,不 管 逢 哪个 方向 趋 于 0 时 ,极限 
m fz 2 一 拨 z) 


i 


是 唯一 的 ;不 依 趋向 不 同 而 变化 . 
命 天王 y 十 下， 则 
u(r 二 ss yt) u(x, y) 一 2 sy 十 St + ol |#]), 


ot 
因此 得 
OE 0 (和 +) + oh1) 
(a ee 
Br 以 
jm f+ 4)—1(2) 一 34 于 i 2 
2 大 Or “op 


这 是 一 个 与 # 无 关 的 陆 数 ， 
定义 。 如 时 在 DD 内 某 点 <, 极限 
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lim Fz 十 一 大 zs) FC) 
唯一 存在 , 则 在 此 点 3) 称 为 可 导 的 ， 如 果 在 =z 的 一 个 邻 域 中 f(z) 均 可 导 , 则 称 f(x) 在 
z# 为 解析 的 . 

注意 ， 确 妇 的 说 ,极限 存在 是 指 给 了 s > 0， 我 们 可 以 找到 3s(> 0),， 使 1&| < 了 
时 , 常 有 


Ke + fs) por)) < 


我 们 说 f(s) 在 区 域 吕 内 解析 ， 是 指 如 虹 在 D 内 每 点 f(z) 部 是 解析 的 。 D 内 两 个 解 
析 孙 数 匆 和 , 差 , 积 仍然 是 解析 函数 ,如 拒 除 贰 数 存 D 内 不 等 于 0, 则 商 函 数 也 是 解析 的 ， 

也 易 见 : 如 迪 g(z) 是 z 的 解析 疼 数 (在 吃 域 的 ), 而 1(w) 在 g(x) 的 取 值 区 域内 是 mw 
的 解析 冰 数 ,其 函数 倩 在 和 域内 ， 则 gC)) 也 是 解析 饥 数 。 当 ww,v 在 zo 处 可 微 . 适合 
Cauchy-Riemann 方程 , 则 # 十 iv 在 s 解 析 ; 反 过 来 ,如 果 一 函数 在 z 处 解析 , 则 其 虑 实 部 
分 一 定 适 合 Cauchy-Riemann 和 条件, 而 用 是 一 对 共 入 的 调和 函数 .证 明 极 易 ， 只 须 对 实数 
5, fs 有 


fim {2 + —1(2) fs 十 六 一 Ke 


= lim 


0 5 了 -0 i 
内 J] 吊 挫 出 
Or . Ov . Or Ov 
Ou A 
Br by Oy 


因此 ,和 如果 Hz) 是 一 解析 函数 , 则 
df(z) 一 Bf 1 OF) 


dz Ox i Oy 
因此 
A 工 (总 十 二 1. 
引进 符号 
| 部 -二 (如 + 二 ) 
及 
0 a 
则 


df _ Os) 8 yi (rr _ 
Az 2 1x) 5 (f(z) — f(s))= 0. 


湖 如 果 其 xz) 是 解析 函数 , 则 


Of(=) 人 2 
ls C2) 


半 且 有 反 过 来 也 对 、 
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这 个 结果 可 以 看 成 为 : 命 “-xr 土 动 ,3 一 x 一次， 因此, f(x) 是 与 4 的 函数 ， 
而 解析 函数 者 乃 与 了 无关 的 一 国 数 也 . 
习题 试 证 Laplace 方程 可 以 写成 为 
On 
B202 
例 1. 由 于 z 是 解析 函数 。 所 以 s? 是 解析 函数 ， 因 而 z 的 多 项 式 ptx) 是 解析 函数 ， 
在 一 区 域 DD 中 ,如 果 多 项 式 g(x) 半 0， 则 2 也 是 解析 函数 ， 
例 2. 如 果 在 z 一 so，f(x) 有 一 第 级 数 表 示 


fs) = D>) aslz 一 so)?， 


它 在 加 lz 一 za| < R 内 收敛 , 则 它 在 此 网 内 是 解析 函数 . 
因此 ,在 整个 平面 上 
ey 


sinz。cosz 莉 是 解析 函数 ， 
又 由 于 


log (1 +2) = 3) (—1)" 22, ll 一 1， 
要 二 1 


2 
斥 以 在 单 实 圆 内 log (1 十 *) 是 一 解析 乓 数 ， 
例 3， 如果 


f(z) 一 立 anks 一 50)"， 在 Ri 过 1|z 一 zo| < Ri 
中 收敛 , 则 Ks) 在 此 区 域 中 也 是 一 个 解析 痕 数 . 
定义 。 如 采 函 数 二) 在 o 点 附近 解析 , 风 fz) 定义 为 在 co 解 折 。 


例如 。 了 > -上 在 全 平面 除去 0 点 包 笑 o0 点 ,处 处 解析 、 


中 


例如 . 访 ， 在 单位 圆 外 解析 . 


至 


§5. 项 名 数 
命 # 是 一 白 然 数 , 则 
HW = 2" C1) 
是 全 平面 上 解析 的 函数 ， 
zg ss rei， ww = pe's, 
则 


a 40 * 


P—+", 0=ng. (2) 
对 应 于 一 个 z 有 一 个 wv, 但 对 应 于 一 个 ww 却 有 *# 个 zx, 其 值 为 
pr。 一 睫 十 于 如 一 0 1, 2 一 1. 
办 此 (1) 并 不 表示 zx 平面 与 密 平面 的 一 一 映照 。 但 如 果 沽 虚 zx 平面 上 的 扇形 (是 固定 
的 整数 ) 
则 (1) 把 这 个 局 形变 到 去 掉 正 向 半 轴 的 光平 面 . 扇形 中 一 切 从 原点 出 发 的 射 组 , 变 为 从 
2 一 0 出 发 的 射线 . 似 z 一 0 为 癌 心 的 强 变 为 以 w 一 0 为 圆心 的 弘 ， 
对 应 于 丙 线 # 一 wo，v 一 vo 的 曲线 是 
10 r+"cosng, vo +?" sinng, 
如 图 20, 第 一 方程 所 代表 的 曲线 用 虚线 表示 ， 第 二 方程 
所 表 的 曲线 用 实 线 表示 ， 
幕 函 数 的 反 函 数 


2 
<p<(K+1) 一 ， 


1 
tw = 1 


是 一 个 > 值 的 函数 . 在 z 平面 上 ， 从 z 一 zs 击发 引 一 
不 过 0 的 连续 曲线 C 达到 z, 在 之 平面 上 先 取 一 个 固定 
的 wo (是 # 个 数值 之 一 ), 当 * 沿 C 变 时 , 必 连 续 变化 画 
出 连接 wo 和 mi 的 曲线 了 这 wi 是 唯一 决定 的 。 很 明 
显 , 由 于 ww 的 迁 择 有 = 个 :到 而 在 儿 半 面 上 可 以 画 出 ”条 曲线 Di,…', Dn 而 Di ……，。 


DD。 是 由 其 中 之 一 绕 原点 旋转 并 , 2 径 , …，(n 一 1) 全 角 而 得 出 来 的 ， 


如 果品 是 一 不 包 有 = 一 0 的 区 域 ， 则 z* 可 以 分 出 = 个 连续 单 值 函数 来 。 每 个 函数 
取 六 的 = 个 值 中 的 一 个 值 ， 这 = 个 函数 称 为 多 秆 函数 ?的 分 支 ， 每 点 上 它们 的 值 彼 此 
相差 一 个 因子 。”， 对 每 个 分 支 来 说 ,映照 是 一 对 一 的 ,并 且 


二 一 1 


二 
(ss 一 工 2 
从 


即 z* 的 每 一 个 分 支 是 解析 函数 . 
如 昌 C 是 一 条 包 有 原点 的 曲线 , 当 xm 绕 原 点 一 圈 时 , 则 wo 变 为 


at 
fe 2, 


丙 此 包 有 9 的 区 域 的 = 个 分 支 不 能 分 开 ,经 过 绕 一 圈 后 ,可 以 从 一 分 支 过 渡 到 另 一 分 支 。 
§ 6. :下 YEOBCEKH 这 亩 数 


函数 
一 上 人。 +1) (1} 
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是 单 值 的 . 当 * 一 0 时 ，w 一 co. 微 商 


dw a 1 
< 和 (1 一 一 2 
dz 2 2 C2) 


在 “一 十 1 时 变 为 0, 因 此 可 以 预料 在 这 两 点 ,变形 将 有 特殊 性 质 . 
全 2 二 pe， zi 一 二 1。， 则 
# 一 = le 十 二 jeose， p 二 加 le 一 二 )sin6， 
消去 6, 则 得 


2 


1. (3) 
(p+ 去 ) 于 (一 十) 
对 固定 的 p, 它 在 巡 平 面 上 表 一 椭圆 。 即 对 应 于 两 个 圆 ]z] 一 p，]z| 一 了 在 ww 平面 
上 有 一 个 椭 贺 (3)， 当 p 一 1 时 ， 构 圆 的 长 轴 之 半 赵 于 1, 而 短 轴 趋 于 0; 当 一 0 时 
(或 p 一 co 时 ), 两 轴 郊 趋向 co。 因 此 可 见 单位 加 的 内 部 与 外 部 者 对 应 于 整个 必 平 面 , 除 
去 沿 实 轴 从 一 1 到 二 的 一 段 线 . 而 单位 图 |z| = 1 本 身 就 对 应 于 这 一 线段 ， 但 经 过 两 
次 . 
解 得 

Zl 2 = pe ey A De 
是 二 值 的 函数 .如 果 绕 wv 一 1 一 周 ,就 会 把 函数 值 ww 十 Vt 一 1 变 为 vw 一 Vw 一 1， 
为 了 解决 这 个 问题 , 我 们 引进 一 个 概念 Riemann 面 . 把 两 个 -平面 都 从 一 1 到 十 1 
荐 开 和 迭 在 一 起 平面 1 表示 x 一 w 十 Mwr 一 1, 平面 1 表示 zs 一 ww 一 Vwr 一 1. 把 
平面 【的 上 口 与 平面 开航 下 口 类 上 , 也 把 平面 I 的 下 口 与 平面 II 的 上 口 粘 上 (注意 这 
是 理想 的 。 实 际 是 粘 不 起 来 的 )。 这 样 的 理想 的 面 称 为 Riemann 面 。 它 是 表达 多 值 函数 
的 一 个 好 工具 ， 在 这 样 的 面 上 ,函数 

二 ww 十 mo— 1 

就 变 为 单 值 的 了 . 当 绕 |w| 一 1 一 局 时 , wv 的 数值 转 到 平面 I， 再 转 一 周 时 ,又 上 来 回 
到 原 处 . 


$7. 对 数 函 数 


命 
1w = log2z. 

当 xz 在 角 域 g 过 arg z 二 8 中 变化 时 , 则 在 志平 面 上 得 一 无 穷 带 形 <" < 8. 

命 z 二 pe”， 则 

tw 一 logp 十 垢 , 
政 
t= loge, v=0., 

当 P 从 0 变 为 ?时 , logp 从 一 co 变 为 人 OC， 故 得 所 云 . 

一 般 讲 来 


a 42 < 


ww 一 logp 十 (6 十 2Xx)，。， 丰 一 0, 土 1, 土 2.……， 

所 以 我 们 不 仅 有 一 个 带 形 , 而 应 当 有 无 穷 个 带 形 . 

另 一 方面 , 长 条 a 二 v 二 8 对 应 于 zx 平面 上 的 一 个 角 . 如 果 8 一 a > 2*， 则 平面 
上 被 往 盖 了 不 止 一 次 .怎样 来 处 理 这 样 的 多 值 隐 数 呢 ? 我们 也 是 做 一 Riemann 面 。 这 
次 Riemann 面 是 由 无 穷 片 平面 适合 起 来 的 ， 都 从 0 到 一 co 设 实 轴 切 开 。 把 一 平面 的 上 
切口 与 另 平面 的 下 切口 站 上 , 于 是 才 平 面 上 的 一 个 宽度 为 2x 的 带 形 对 应 于 一 叶 Ricmann 
面 。 这 样 Riemann 面 上 的 一 点 只 对 应 于 必 平 面 上 的 一 点 了 . 

习题. 一 凶 半 > 把 = 平面 0<x<< 寺 = 之 间 的 带 形变 为 单位 圆 的 内 部 ， 但 
除去 由 w 一 一 1 到 w 二 0 的 一 段 实 轴 . 


$8. 三 角 国 数 
在 复数 范围 内 三 角 函 数 的 研究 可 尺 完 全 依靠 于 指数 函数 的 研究 。 因为 有 Euler 公式 
sinz 一 六 《cei 一 cr》， cosz 一 地 (ei 二 + ee *), (C1) 
所 以 肌 象 w 一 sins 看 成 为 以 下 四 个 虐 象 了 
2 二 Fs Ps 一 2 23 —is:(= 和 ) (2) 
及 
而 = 二 (ma+ ) (= sn) (3) 


的 乘积 ， 首 先 我 们 来 求 使 它 成 为 单 叶 肌 照 的 条 件 。 命 D 为 < 平面 上 的 域 , 经 (2) 而 变 为 
D,, Di, D3。 在 (2) 的 三 个 映照 中 , 第 一 第 三 都 是 单 叶 , 第 二 胀 照 是 单 叶 的 必需 且 充 分 条 
件 是 D, 中 不 包 有 适合 于 


好 一 过 一 28xi 炎 整数 (《 天 0) (4) 
的 zi z?。 由 $6 已 知 要 映照 (3) 是 单 叶 的 必要 且 充 分科 件 是 D; 中 不 包 有 适合 
23%1 二 1 (5S) 


的 zz。 换 为 < 平面 , 得 ww 二 sinz 在 区 域 D 内 旦 单 叶 的 必要 且 充 分 条 件 是 D 内 不 包 
有 适合 于 
2 一 2 一 2Rx，。 克 整 数 ( 天 0) 
而 且 e+ 一 一 1， 即 
2z 十 z 二 (21 十 1)x，。 丈 数 
的 zz 
例如 ， 半 带 形 一 x 二 x 二 x，y 之 0 就 适合 此 条 件 . 其 逐步 变化 情况 如 附 图 。 此 带 
灾 为 w 平 面 带 和 两 条 切口 , 沿 “ 办 从 一 1 到 +1; 治 ” 轴 下 部 从 0 到 co; 而 一 二 所 < 
本 ，? > 0 变 为 上 半 平 面 . 
正 驴 吸 数 的 反 斋 数 是 


Ww 一 afc ssn z = —iln(s+ Mr — 1) (= > 一 arccos s). 


n 43 = 


也 可 用 Riemann 面 表示 如 下 : 把 网 才 所 说 过 的 映照 一 个 一 个 地 反 转 来 , (3) 将 说 明 是 一 
个 双 页 的 Riemann 面 ( 见 § 6)， 而 (2) 中 第 二 映照 是 一 个 无 穷 页 的 Riemann 面 ( 见 $ 7). 
因而 , 它 是 无 穷 个 面 迭 在 一 起 , 分 别 列 号 。 划 一 切口 沿 实 儿 由 一 1 到 1, 把 奇 号 平面 与 俱 
号 平面 如 $ 6 法 联 上 ,再 把 平面 沿 》 轴 下 部 由 0 到 oo 的 切口 , 把 偶 号 片 一 片 一 片 地 如 $ 7 
法 粘 上 ,把 奇 号 片 也 如 此 地 粘 上 . 

沿 = 一 1 一 周 是 从 奇 (或 偶 ) 号 平面 转 人 俩 (或 奇 ) 号 平面 ,函数 值 则 由 


ila(tVr— 1) 


奕 为 ila(s FV eo1). 如 果 绕 一 含有 > 一 1，s 二 一 1 的 大 加 一 周 ， 则 相当 于 
由 2 一 1 号 平面 转 人 2n 十 1 号 平面 ,或 由 2n 号 平面 人 22 十 2 号 平面 ， 


同样 可 以 讨论 余弦 函数 . 
关于 正切 余 急 
arc tg 2 一 二 一 arcctg sz 一 要 in Uk 
2 2 li 
世 是 多 值 施 数 . 
关于 双 曲 函数 及 其 反 国 数 有 
太古 站 0 OP Ey HED 


他 


PE te gch lw InCw + Vu — 1); 
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w=ths = < = s=th-w— ln.itw, 
ee 和 2 l—w 
间 Se | 

w= cthe 一 全 x 一 cth~! pp ln 纪 寸 工 . 
Ce 2 wo—1 


它们 都 是 多 值 函 数 . la 可 能 是 对 数 的 任何 分 支 。 如 果 取 出 单 值 分 支 , 则 每 一 分 支 都 是 解 
折 状 数 ， 


$ 9. 一般 的 需 函 数 
户 数 x* 可 以 定义 为 


命 z 一 pe ua 一 十 放 ， 则 
3 一 eolnp—Htpttr) «oilalpt2kn)te In 2 
当 8 关 0 时 , x* 有 无 限 多 个 全 ,它们 在 六 径 为 ps 的 圆周 lw| 一 pe 上 .这 里 
pr = J]2"| 一 crlnppp . ekep, 下 一 0, 土 1, 土 2,.…*， 
or 是 一 等 比 贯 ,其 公 比 为 e™%。 而 x 的 幅 角 等 于 
Be = op tt Binp + 24x0, 
是 一 个 公 盖 为 2xa 的 等 差 贯 . 
当 8 一 0 时 : 即 是 实数 , 则 兰 的 值 在 网 周 


| co eajap 一 py 


上 .如 果 ce 一 部 是 一 既 约 分 数 , 则 对 于 每 个 x, x’ 正好 可 以 取 4 个 不 同 值 ,也 就 是 


tI 
a 


Ea 
pr = (2?) 
6x 可 以 看 为 “路 . 


如 果 a 是 无 理 数 , 2* 有 无 限 多 个 数值 。 不 仅 如 此 , 我 们 可 以 证 明 e** 成 一 点 集 ， 都 
在 单位 加 上 , 测 且 是 一 处 处 称 密 的 集合 。 要 证 明 此 点 只 须 证 明 以 下 的 定理 , 即 
如 果 a 非 有 理 数 , 则 给 人 … 6 >> 0, 我 们 有 二 整数 与 & 使 
laan 一 9| < 一。 
这 定理 在 第 一 卷 中 已 经 证 明 过 了 (第 一 卷 第 一 分 册 $ 13, 定理 4). 


$ 10. 保 钊 变换 的 基本 定理 


有 了 一 个 解析 浮 数 fz), 我 们 就 可 由 之 而 得 出 一 个 保 角 变换 来 ， 任何 一 个 区 域 DD， 
只 爱 f(z) 在 内 是 单 叶 的 ， 我 们 就 可 以 把 马 用 # 一 w(x,y)，v 一 zx y) 保 角 地 寺 觅 
到 一 个 区 域 D* 上 去 。 保 角 变 换 理 论 的 基本 问题 是 : 

给 了 两 个 区 域 D 与 D*, 存在 不 存在 一 个 保 角 变换 把 其 一 变 为 男 一 ? 如 果 存 在 , 求 出 
把 品 变 为 D* 的 函数 f(x) 来 . 

显然 并 不 是 任何 马 都 可 以 变 为 任何 D* 的 ， 例 如 ,DD 是 多 连通 而 D* 是 单 连通 ， 要 证 
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了 明 此 点 , 只 要 考 虚 D 内 一 条 闭 曲 线 一 一 包括 有 也 的 外 点 或 边界 点 的 闭 曲 线 C。 如 果 有 一 
保 衣 变换 把 DD 变 为 D*, 则 它 把 C 变 为 C*。 在 D* 内 C* 能 连续 地 缩 成 一 点 wol&€ D*)， 
由 于 变换 是 连续 的 , 因此 C 也 将 始终 保持 在 召 内 而 连续 缩 成 为 五 内 的 某 一 点 。 这 显然 是 
不 可 能 的 ,因为 C 的 内 部 有 不 属于 DD 的 点 . 

关于 单 连通 域 有 雇 下 的 基本 定理 ， 

定理 1 (Riemann). 任何 一 个 单 连通 域 D, 其 边界 多 于 一 点 , zo 是 其 一 内 点 .井上 且 在 
此 点 和 有 一 方向 矢量 . 我们 有 保 角 变换 把 五 一 一 的 变 为 单位 网 的 内 部 , 把 zo 变 为 0 点 . 方 
问 矢 最 变 为 实 轴 的 正方 向 ， 而且 这 样 的 变换 仅 有 一 个 . 

这 定理 的 证 明 分 为 两 部 分 (i) 存在 性 , (ii) 唯一 性 .关于 唯一 性 , 它 实 质 上 与 以 下 的 
问题 等 价 . 一 个 保 角 变 黎 把 单位 网 变 为 其 自己 ;而且 把 原点 变 为 原点 ,把 正 轴 方向 变 为 正 
轴 方 向 , 则 是 一 全 等 变换 xz 一 *。 其 理 外 是 很 显然 的 . 因为 如 时 w= 二 18) 与 oo 一 六 (xs) 
都 是 适合 定理 工 的 保 角 变换 , 则 ww 一 藉 厂 (em)) 把 单位 图 变 为 单位 贺 ， 原 点 变 为 原点 ， 
正 轴 方向 变 为 正 轴 方 向 。 因 此 ,把 原 问 题 就 化 为 刚才 所 提出 的 问题 了 . 

不 难看 出 定理 1 实际 上 与 这 下 的 较 一 般 的 定理 是 等 价 的 . 

定理 2 任意 两 个 单 连通 域 D 与 D* (它们 的 边界 都 是 由 多 于 一 点 的 集合 所 构成 的 )、 
其 中 各 取 一 任意 点 zo we, 给 与 一 实数 co， 一 定 有 一 个 保 角 变换 ( 单 叶 ) 

ro 一 f(z) 
把 万 变 为 D*, 使 
wa— f(z0), mm 一 arg 太 so)， 
前 且 这 样 的 保 角 变 效 只 有 一 个 . 

如 果 特 别 取 D* 为 单位 吕 ，zo 二 9，ow 二 0， 则 得 定理 1.。 反之 , 如 果 定 理 1 已 经 证 
朋 , 令 w= 二 f(z2)，w 一 扬 (z) 是 把 D, 刀 * 变 为 单 加 的 变换 , 则 w 二 六 "(f(z)》 把 马 灾 
为 D*, 内 此 不 难 推出 定理 2 来 . 

定理 1 我 们 暂 不 证 明 , 但 是 它 是 非常 重复 的 。 因为 它 把 一 般 的 单 连 通 域 的 问题 ,一 变 
而 为 单位 贺 的 问题 了 。 这 是 下 一 章 中 我 们 先 把 注意 力 集 中 到 研究 单位 贺 的 道理 ， 这 告诉 
我 们 如 果 单 位 网 研究 清楚 了 ,更 一 般 的 定理 也 就 在 望 了 . 

再 重复 一 名 ,整个 的 复 平面 ( 椭 品 空间 ) 是 没有 边界 点 的 单 连 通 域 ， 欧 氏 平 面 (抛物 空 
间 ) 是 有 一 个 边界 点 的 单 连通 域 。 而 单位 加 ( 双 曲 空间 ) 是 一 个 边界 点 多 于 一 个 的 单 连通 
域 ， 因 此 三 种 空间 上 的 复 次 数 明 数论 的 研究 有 它 的 基本 重要 性 . 
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第 四 章 调和 函数 


$1. 中 值 定 理 


定理 1. 如 果 x(z) 是 一 个 在 闭 圆 jz| 过 P 上 连续 的 ,在 图 内 是 调和 的 函数 , 则 
二 寺 | “Coered6- (3 
证 ， 由 于 闭 到 |z| 过 o 是 单 连 通 域 。 因 此 nCz) 有 一 个 单 值 的 共 箔 函数 vz)， 若 
Pl 过 pb， 由 


8 1 佬 | 1 他 8 
Pl 一 一 -一 pe db 一 一 1 pi 一 一 
1 Op, 37 Jo ulpre™®) py Ba ud 


1I"8. a 让 
| 3 zz dB pa 》 


2x 
r= 0。 
0 


即 二 人 waicz48 是 一 常数 , 命 4 一 0 及 Po 一。 即 得 所 求 ， 
定理 1 有 以 下 的 重要 直 按 推论 
定理 2。 如 果 f(x) 在 一 个 闭 贺 1z| < 。 上 是 连续 的 ,在 贺 内 是 解析 的 , 则 
{0) 一 鞋 | Koe'240. 
(由 于 f(z) 一 w(x) 十 iv(z)， 而 wa ,v(x) 都 是 调和 函数 ,因此 f(z) 也 是 调和 函数 ( 复 
值 )， 读 者 也 可 分 别 考 虑 u(x) ，v(z) ,然后 总 加 得 之 .》 
定理 2 中 ,用 一 pee，dzz 一 ipei949 二 iz4d8 可 以 推 得 
定理 3， 仍 如 定理 2 的 假定 ， 
{0) =— |, a 


2xr 2 


又 zf(x) 也 症 解析 的 ,因此 得 
定理 4. 仍 如 定理 2 的 假定 ， 


人 fear =0. 
Izl=p 

我 们 现在 把 以 原点 为 中 心 的 圆 换 为 任意 的 贺 , 则 得 

定理 5《 中 植 定理 )。 如 果 #(z) 是 一 个 在 以 zs 为 中 心 , 以 2 为 半径 的 闭 贺 上 连续 ,并 
县 在 画 内 是 调和 的 萎 数 , 则 加 心 的 函数 值 等 于 圆 局 上 的 函数 值 的 平均 值 ; 也 就 是 

#(z0) 一 二 | u{zo + pe?)a6. 

定理 6. 如 末 f(z) 是 一 个 在 以 zo 为 中 心 , 以 2 为 半径 的 闭 贺 上 连续 , 并 在 吏 内 解析 

的 孜 数 , 则 
| raz 一 0 
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这 儿 C 表示 贺 周 上 和 鸭 积分 ， 


§2. Poisson 公式 


变形 
We < 
1 一 kz 
把 单位 圆 变 为 单位 圆 ,把 zx 一 < 变 为 w 二 0, 而且 
ey 1 一 aa 
diw er 0 2 + 
命 w= 二 e”,， zz 二 ce， 册 
29 1 一 ec 
li — az|? 


雪 此 
Sa 


二 人 ve)4e 一 二 人 证 二 络 


这 里 (zx) 二 (ev 之 )， 于 是 


| 二 = tial? 
2z Jo [1 — axl: 


命 2 二 re” 及 zz 二 et， 则 得 


m2)ar = ua), 


定理 1 如 果 u(x) 是 一 个 在 圆 |z| 专 1 上 连续 ， 并 在 圆 内 调和 的 函数 ， 则 当 


+ 二 1 时 有 
E oe 1 2x 1 了 本 
Woe 去 和 1 一 2rcos(K8 一 四 ) 十 了 (eay. 
也 就 是 对 单位 加 内 任 一 x, 我 们 有 
u(z) 一 一 | ule dy. 
对 一 般 圆 来 说 ， one 为 半径 的 项 1z| 魏 K， 则 得 Poisson 公式 
Be 2 Rin . 
Wt pa + Ri— 2rReos (日 一 中 于 + Nt ep 
淆 数 


i8 Ri—r? 
P EP 
Cs R?2— 2rRcos(0 CO— wb)+r? 


称 为 加 |z| 委 民 的 Poisson 核 。 还 是 回 到 单位 加 ，Poisson 核 有 以 下 的 一 .此 性 质 ， 


Qi) 贺 内 非 负 性 。Poisson 核 有 绝对 值 形式 的 表达 式 


2 
Plre'?) = ee es ww 二 ce， z= re', 


当 jz| 过 1 时 这 是 正 的 . 
《il 周 上 奇异 性 .在 同上 《好 r = 二 1 时 ), 当 去 6 时 Pl(+e*) -= 0. 
当 史 一 日 半 , 我 们 一 般 有 


# 48 。 


0 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


4 Yl 


Plre’?) i 十 fr 


a 了 
当 了 一 > 工时，P 一 oo， 
页 精确 些 ; 命 血 是 一 个 给 定 的 值 ,对 于 作 一 s > 0, 我 们 有 一 rof(<1)》 及 一 50) 
存在 ,使 1 之 ro 及 |#o 一 8| 三 5 时 ,对 一 切 适 合 于 | 由 一 | 之 26 的 由 


0 去 PCre6) 一 0 
ee [1 一 er 一 9 


要 证 此 点 ,可 看 订 19 一 $9| > 得 


1 一 六 1 一 多 
1 十 和 一 2rcosf8 一 内 1 a 
当 ?+ 充分 接近 于 1 时 ,此 值 小 于 s. 
《让 》 玖 值 等 于 1， 即 
1 人 ip = 
和 | Plrei?)g0 = 1. 《9 
这 个 结果 是 由 二 | “ab 一 1 经 变形 (3) 变 来 的 . 


综合 (i 与 (ii)，PCre'2) 是 一 函数 ,在 周 界 上 除 一 处 外 ,处 处 为 0, 在 该 处 变 为 无 穷 
其 平均 值 作为 -> 1 时 的 极限 是 等 于 1, 这 与 “8 函数 ”有 相似 处 ， 
(iv) PCre”) 是 调和 函数 。Poisson 核 还 有 一 实 部 败 示 法 


Plrer) — 1 (wt 十 部 寺 ws R 志士 三 C10) 
PD “WT [i 碟 一 蔚 


由于 包 二 和 在 加 内 是 一 解析 函数 ,因此 PCre”) 是 一 调和 函数 ， 
CY》Plre”) 的 共 二 昭 数 是 
jieN 1 -二 有 E 2r sin (0 — #4) 
Qtre®) 0 1 一 2rceosfB8 一 只) rr 
四 此 * 的 共 弧 函数 等 于 
ge 证 2r sin(0 — $) 
支 | We 21 — 2rcos(0 CO— J) et ‘, 
出 此 推出 。Schwarz 积分 
Ca) 一 wa + i 一 工 et) td + i (12) 
同样 ,v(x) 也 是 调和 装 数 , 它 的 共 轿 昭 数 是 一 w(x)， 因此 


tC. (117 


v2) 一 和 Ka) 一 元 vew) 一 dy 十 1D. (13) 
以 守 乘 (3 而 加 入 〈t2),， 则 得 
2f(2) 一 加 人 Xe) 全 二 4 一 D 上 HiC. (14) 


命 z= 人 0, 由 1 定理 2 可 得 
fo) 一 一 D+iC 一 二 | fe )agp. 


sr 4 4 


代入 (14) 得 
i We i ci 由 
f(z) 一 二 人 其 cei) i 
[a 


a a 
Lo (15) 


这 就 是 Cauchy 公式 . 
(vi) 若 ql$) 是 在 1 一 1 上 的 连续 函数 ,我 们 称 


i /5 
有 2zz J 05) 区 


为 Cauchy 型 积分 . 显然 ,在 单位 圆 内 外 表示 和 解析 图 数 , 取 


二 一 ro 0<r<1， 一 上 一 工 eo 
才 r 


于 是 
二 二 上 一 一 : 
A ed (2 ee 
若 立 一 e4。， 则 
1 1 Ss 工 1 rer 
Zt G 一 EC 0 27 Oe a 
于 是 


Fa) — Fls*) — Pre) pd. 
于 是 涩 + 一 1 时 ,我 们 有 
lim CFl#) — Fl2*)) = gle™®), 
也 就 是 Cauchy 型 积分 从 内 外 起 于 边界 时 之 差 , 就 是 原来 在 边界 上 给 定 的 哆 数值 . 这 个 公 
式 称 为 Coxorkr 直 公式 ， 
《vii Poisson 核 是 变换 的 对 数 法 向 微 商 . 


tl 一 - 纪 = Ww = pe 
二 一 zw 
是 把 z 变 为 0 的 变形 ， 我 们 研究 
/2 2 3 se 
(i a (za CO— a) 一 六 级 


当 P == 1 时 


-in 人 se ) = 上 一 PCrei)。 


1 一 zw 
我 们 可 以 不 必 引 进 癌 来 ,而 直 搂 定 义 为 : 图 数 

lon( 2 ), tw 一 6 所 
在 圆周 上 法 向 微 商 就 是 一 P(re*)。 或 记 之 为 


BH, 上 到 一 0 ，|1 一 到 了 
P 1p 一 一 一 一 一 一 | 一 一 一 | 一 -一 一 一 一 一 
人 On DT On i 
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函数 In12 | 称 为 Green 函数 ， 这 函数 的 特点 是 作为 wv 的 函数 ， 在 圆 内 部 处 处 请 
和 ,而 仅 当 和 二 xz 时 不 然 ， 在 圆周 ijw] 一 1 上 ,此 函数 处 处 为 0， 
Cvii》 调 和 测度 ， 命 


Yr i 
W(z, pis $3) 3 二 | Pe Se dy. 


2x lo |1 — rew™o | 


不 难 证 月 , 它 可 以 用 ev, civ2, 疼 。 Se 四 点 的 奖 北 表达 出 来 (参考 5 5), 


$3 奇异 积分 


《这 节 的 内 容 已 在 第 一 卷 介 绍 过 了 ,但 为 了 读 老 方便 添上 此 .) 
定理 1。 假定 9x, $5) 是 一 实 函 数 , 其 中 
8 一 el 了 一 el (R71, 0Sp, P<2r, 
假定 9(z, 5) 有 以 下 一 些 性 质 : 
(i) 非 负 连续 昧 数 ， 
(ii 对 任 一 x 常 有 | 
| ol, ta 1. C1) 


GD) 当 gg 一 to 一 eivo 而 芋 关 bo 时 ,0(z,$) 一 致 趋 于 0，《〈 即 和 任 一 0， 我 们 
有 2<1 用 >>0 使 >> 工 一 2 及 |g 一 gol 二 6， 这 时 ， 六 二- 网 梧 jw 一 加 | 盖 26 的 
,来 说 , 常 有 0 志 0(z, 5) 二 68.) 

结论 ， 如 果 对 任 一 仅 有 第 一 类 | 则 断 点 的 逐 段 连续 的 实 荡 数 w(5), 及 <) 在 加 处 连 
续 , 则 

Im 二 人 wz)9C=， Faw = ulto). (2) 
证. 出 性 质 (i), 结论 可 以 改 为 证 明 : 当 3 一 于 ， 
A— Ce) — ut), fap 一 4 


给 一 s > 0， 由 连续 性 ,可 以 选 8? >0， 使 


| 有 一 ol < 26 
时 ， 
la(5) — «(Lo)| < 5, 

妈 积 分 拆 戌 为 两 部 分 

。 

7 2z | Fx ee 从 二 全。 

首先 

[3 

al 2x | Dk = Q(z, ap 一 5. 


共 次 ， 假定 Tp 一 ol 二 5， 则 南 jy 一 Joi 之 25 可 知 jp 一 省 全 5 由 条 件 人 ii 有 
一 正 数 Pp 二 1， 使 所 有 这 样 的 由 及 当 r 1 一 ?时 , 常 有 不 等 式 


»* S51 » 


(zt < 一 6. 


即 
1 < he) 一 et19(z 94 天 过 2M(2z 一 28) < 2eM. 
这 儿 M 是 |xa() 在 圆周 上 的 最 大 估 ， 
合 起 来 就 证 明了 本 定理 ， 


$ 4，Dirichlet 问 题 


问题 : 在 单位 圆 上 给 了 一 个 函数 x(%)， 除 掉 在 限 个 点 二，… ,Zr 之 外 ,这 消 数 是 丸 
外 连续 的 ， 在 这 些 例 外 点 , #(5) 有 第 一 类 间断 点 。 求 出 单位 贺 内 的 有 界 调 和 函数 w(&)， 
福 卡 例外 各 点 , 稳 与 所 给 的 CY) 相等 . 

这 是 有 名 的 Dirichlet 问题 的 特例 (一般 间 题 是 任意 域 的 边界 代 赫 单位 图 )。 解法 极 
和 勇 . 因为 由 w《5) 可 区 作 Poisson 积分 


= 了 已 和 下 
ea 一 二 Peau)ay. 


图 上 节 的 定理 可 知 这 就 是 问题 的 解答 了 。 
如 有 果 我 们 假定 了 了 保 角 变换 基本 定理 ， 我 们 这 几 所 解决 的 问题 实际 上 是 一 般 单 连通 诚 
多 Dirichlet 问 题 ， 
关于 例外 点 的 趋 限 情况 ,我 们 先 用 忆 下 的 简单 例子 来 说 明 ， 在 单位 圆 内 话 数 
jl2) = arg (1 一 >) 
是 调和 的. 并 且 假 定 z 一 0 时 ， 帮 sz) 二 0。 我 们 现在 看 从 圆 内 趋 于 1 的 情况 . 命 


< 一 1 一 ocx， |16| < 二 ， ?>0, 


则 
f(z) 一 日 

在 团 周 上 除 = 一 1 外 f(s) 处 处 连续 ， 当 = 一 工时,。 即 当 2 一 0 时, f(z) 能 趋 近 于 一 工 ， 

奔 之 间 的 任何 一 数 。 有 一 个 第 一 类 间断 点 ， 其 唉 距 为 一 于 一 ( 工 )= 一 = 


现在 我 们 可 以 作出 一 个 圆 内 调和 ， 周 界 上 连续 ， 但 在 例外 点 5,，-…,$。 有 跃 距 为 
as om 的 第 一 类 间断 点 的 画 数 
5 arg (2 一 CA). 
如果 se 是 任 一 有 以 上 性 质 的 滑 大 函数 , 划 
ulz2) 一 > 2 arg (z 一 站) 
是 一 个 边界 上 连续 的 函数 了 . 因此 在 间断 点 ， a(z) 可 以 取 左 右 极限 之 间 的 任 一 数值 . 
$ 5. 上 半 平 面 的 Dirichlet 问题 


在 实 轴 上 给 了 一 个 有 有 限 个 间断 点 的 有 界 函 数 ny， 朗 求 出 一 个 上 半 平 面 请 和 的 渗 
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数 wks)、 在 边界 的 连续 点 上 4(z) 一 uC2). 
作 一 变形 , 它 把 单位 贺 |w| < 1 变 为 上 半 平 面 KKC5D > 0 


| 
en 


ue 
命 如一 er 则 
le 
直达 
因而 
etrar 一 2 di, 
人 a) 
27ydz 21y2t 


adT 


DC 二 习作 
命 U(w) 二 wu(5), 中 值 公式 
U(0) 一 也 位 UCeir)ar 


弘 《1) 而 变 为 


eg Uh a 
“CD 一 二 | 二 一 和 于 地 


这 就 是 上 半 平 面 的 Peisson 积分 公式 , 正 是 我 们 所 要 的 解 . 
由 于 
YY 人 
《一 xz) 十 依 i(z— 2) 
因此 ，Schwarz 积分 变 为 
AD 一 二 | 2 和 


~ fe 


(1) 


(2) 


C3) 


这 称 为 Hilbert 积分 。 注 意 这 一 识 分 的 收敛 ,仅仅 假定 了 wtz) 有 界 是 不 够 的 ， 还 要 假定 


人 
| 天 | 


当 |z| ~ co 时 ,函数 的 某 种 性 质 ,例如 tz) 趋 于 0 的 速度 不 慢 于 


,Ce > 0). 


例 1.， 假定 当 a 专 1 志 8 时 nC(#) 一 1， 而 其 它 处 等 于 0, 所 对 应 的 调和 函数 


Ee 
它 的 几何 意义 是 向 量 x 一 & 与 x 一 与 * 轴 所 成 的 交角 gps, qs 之 其 除 迪 x. 
之 azB 一 ww 除 以 x 用 交 比 表 出 之 
《cy B, 2, £4) == 0 oe 一 e-?io, 
同时 nu(z) 是 函数 
Ha = -ine 
了 上 2 -一 罗 了 FE 让 一 已 
的 实 部 . 
例 2， 维 广 上 例 ， 假 定 xsC 在 


《一 co， 41), (Car, 42),***, (Ca, co) 


也 就 是 


53 。 


上 上 分别 取 常 数值 HOos His “""» Hny 巩 [ 
ee et dh 


» 
we 三 有一) 二 (一) + 
序 
十 Ts (ws 一 zw) + za。 
Pp ™ 
Ar 
ot ~ 习题 ， 用 
图 22 we 


扎 圆 j 歼 | < 1 变 为 带 形 区 域 一 二 ITz 之 hh。 试 证 : 公式 


和 本寺 下 了 
2T 一 ew 


变 为 F(z) = fw), U(z) = ulw). 


PC 一 二 人 U3) TF UA ,i hz 人 C+ 一 CO +ic, 
入 26” ch 于 ch EL 一 了 0 


”ch 三 (一 so 

4 大 2 2 
这 儿 Uj《2) 表示 (8) 在 所 二 一 上坟 外 之 值 . 《这 在 1896 年 到. A.， Tpape 的 《制图 学 》 
中 出 现 过 .)》 


$ 6. 调和 函数 的 展开 式 
仍然 讨论 单位 加 .由 于 Poisson 核 有 展开 式 


1 i—r’ 1 (和 十 芋 二 忆 十 三) 


到 1 二 3 ecog(8 一 内 土产 村 Wg t0 一 到 


eS 二 《1 十 wll 一 Be) 十 wil 一 wa)!) 
卫 


= 十 人 1 十 (ws)r 十 > C3)") 


人 土 (十 十 六 rcos nl(0 一 四 


x mn 二 1 


这 里 2 二 +e ，、w 一 ew， 这 级 数 当 0 筷 7 筷 6 过 1 时 是 一 致 收敛 的 .因此 


(2%) 一 1 we ea ue )ay 
2x .10 1 一 2rcosfe 一 由 ) 十 二 


2 Ld ™ 
2 | nu(eiv) 各 十 > rcosndcosngp + sin ng sin ab) dy 
TT n=1 


3 ao 十 > (ascoszB 十 bs sin nO)r". 


及 一 工 


此 处 


"S44 。 


了 所 . 1 了 2 > 
| #(ev)ady, a, 一 -一 | nH{ eb) cosngphady, 
on 开 -0 


因此 得 出 : 如 果 nw(e”*”) 有 Fourier 展开 式 


ul e's) 一 二 ma 十 SS brsin n0), (1) 
则 以 #《e*) 为 边界 值 的 调和 梢 数 等 于 
nCre’s) 一 于 十 3 《ancosnB 十 bsin za 人)rn。 (2) 


但 需 注意 , 虽然 假定 了 a(e”) 是 连续 函数 , 却 并 不 保证 (1) 的 收敛 性 。 但 2) 的 收 
敏 是 保证 了 的 ， 另 一 方面 ,如 果 Er 1aol* 之 1， Bm 16,1* 之 1, 则 (2) 收 化, 但 (1) 可 


能 不 收敛 ， 不 但 不 收敛 ,有 时 还 不 知 有 和 何 求 和 法 可 知 其 为 某 一 函数 . 
再 看 单位 圆 内 的 解析 函数 所 o. 车 jz| 一 1 5 一 ce， 则 


ge | NE gas Le 
(0D = DD C00 = Dane. (3) 
此 处 
二 元 人 Ke)ceae. 

也 癌 是 任 一 单位 加 内 解析 的 函数 有 笑 级 数 (3) 来 表达 。 即 如 果 Ke”) 有 Fourier 级 数 

fe) > ane'"e, 

n=0 
则 有 一 单位 圆 内 的 解析 明 数 
大 s) > 4p 和 7 


由 此 可 见 ,解析 冰 数 的 微 商 是 存在 的 ,而 且 仍 然 是 解析 函数 ， 
$7. Neumann 问题 


在 一 些 应 用 中 ,我们 需 变 涛 虑 所 谓 第 二 边界 值 问题 , 也 称 为 Neumann 问题 . 我们 仍 
然 只 考虑 单位 加 的 情况 .在 局 界 上 给 了 了 


Ou 
-一 一 = 1 
Be i p90), 《 ) 
求 适 合 此 条 件 的 调和 函数 . 
假定 p(9) 有 Fourier 级 数 
9(6] ~ 二 a oa a (2) 
n= 1 


假定 


nl(res) 一 二 20 十 > (a»cosngd + 多 sin nO) rr", 
基于 
代入 《1) 中 


>， nascosnd + brsin #0) = 三 co 十 > (cscosnd + dad, sin nO0), 
n=1 


全 
比较 后 可 知 co 必须 为 0, 而 且 oo。 一 笃 ，t 一 宇 ， 这 一 比较 得 出 : 
《i》mp(8) 必须 适合 条 件 
位 we)ae 一 0 
方 能 右 解 ; 
《iD 解 的 形式 是 
u(reB) 一 立 i > 二 eB 
关于 (0， 依 应 如 此 ,因为 由 
位 we)ae 二 辣 7 Se 46| = 人 各 d0 0 


可 知 此 条件 必 不 可 少 ， 有 了 这 一 条 件 ,解答 (3) 可 以 写成 为 


zz(rema] 一 于 ao 十 2 > ~ ( Pp) ecosnpeosnd + sinng cosn0)ay ) 


了 
~ lia+ih pg) ns —0) ,ny. 
2 TT m=1 


0 
此 处 m 为 任 总 常数 ， 由 于 


一 log(1 一 etr)。 
失 


得 
>) Cosnr ,nn 一 log (1 — errr)(t 一 cr-irr) 
mm 二 log (1 一 2rcosr + 17), 
因此 
sre at fo) iog Cl — 2re0s(0 — 9) + ray. 
2 2z J0 
读 省 试 自己 找 出 在 什么 条 件 下 ,这 积分 | 成立, 并 且 lm = p(0). 
条 件 (1) 也 可 以 看 成 为 
Ou Ov 
和 Br ‘rl | 和 pC) 

即 可 假定 "| = | pCr)dr 一 (0)， 化 为 求 slre”) 的 Dirichlet 问题 来 处 理 。 


* SE 


(3) 


C4) 


号 宇 田 


昌吉 村 


有 


$ 8. 最 大 情 最 小 值 原理 


定理 1. 一 个 不 为 常数 的 调和 国 数 ， 不 可 能 在 其 定义 域 的 内 点 处 达到 其 最 大 值 (或 最 
小 个)， 

证 。 只 需 证 明 最 大 值 的 情况 就 驶 了 ,因为 x(z) 的 最 大 值 便 是 一 w(x) 的 最 小 值 

假定 xe 是 内 点 ,而 且 x(zxo) 取 最 大 值 ， 当 > 充分 小 时 ,有 中 值 公式 


Hz0)》 一 过 | wa 士 reip)d8. 


这 定理 是 以 下 定理 的 推论 . 

定理 2. 一 个 连续 函数 的 平均 值 一 定 在 项 数 的 最 大 值 与 最 小 值 之 间 , 如 果 它 等 于 最 大 
或 最 小 值 , 则 此 函数 是 一 常数 . 

证 ,假定 f(x) 是 [a, 5&] 间 的 连续 函数 ,其 平均 值 为 


mt fd 


如 果 m 是 f(x) 的 最 大 值 ,而 f(x) 非常 数 。 则 一 定 有 一 点 xo, fx0) 二 m。， 即 存在 一 区 间 
jx 一 zol 所 5。 其 中 fCx) 二 m. 如 此 则 


的 flix)ax 


太一 此 


旦 总 a JU 人 1 ) 全 二 = = 全 ax 一 fm. 
而 这 是 不 可 能 的 . 


由 此 定理 推 得 : 如 果 xs(zo) 是 最 大 值 , 则 x(z 十 re”) 一 x(zo0)、 即 在 一 个 小 圆 的 周 
界 上 是 常数 .由 Poisson 公式 可 知 ， 其 中 无 处 非常 数 . 即 在 这 小 圆 内 取 常 数值 。 我 们 现 
在 证 明 在 区 域内 任 一 点 皆 取 常数 值 .如 果 在 uCz,) 关 uCzo) 作 一 条 由 zo 到 x 的 曲线 。 在 
此 曲线 上 一 定 有 一 点 z; 首先 使 其 任意 小 邻 域 内 有 z, 使 xCz) 天 wx(zo)。 在 z& 作 一 小 加 
其 中 必 有 取 值 xCzo) 的 点 。 在 此 小 圆 内 一 定 有 一 点 取 最 大 值 . 因而 在 这 小 回 内 也 是 常数 . 


"et 


与 假定 相 了 矛盾 . 
定理 3( 最 大 模 原 理 )， 一 个 非常 数 的 落 数 在 D 内 是 解析 的 ,在 D 上 是 连续 的 , 则 它 图 
绝对 值 的 最 大 值 不 可 能 在 内 点 取 . 
证 ， 已 知 
f(z0) 一 元 [Ks 十 re)d6. 
I 得 


HG < | fC + ve")]ae. 


与 定理 2 的 证 法 由 间 即 得 出 定理 ， 
注意 。 由 填 上 式 之 间 是 不 等 号 ”和 <”, 所 以 我 们 仅 能 得 出 最 大 模 不 能 在 区 域内 取 , 而 不 
让 证 明 最 小 模 不 在 区 域内 取 . 


"SS7 。 


$9. 调和 函数 贯 


定理 1, 给 一 个 在 五 内 调和 , D 上 连续 的 函数 贰 
toC3), HE) es HT) 
如 时 > wilz) 在 刀 的 边界 上 一 致 收 伍 , 则 在 巨 上 这 级 数 也 一 致 收敛 ， 而 且 它 的 和 是 一 
太一 
个 嘱 内 的 调和 图 数 . 
和 证. 由 假定 可 知 ,给 了 任 一 上 盖 0， 和 # 之 N 时 ,对 边界 上 的 一 切 点 ， 
ss) 十 unrpCE)| = &, 


杭 据 最 大 最 小 值 原理 ,对 DD 内 的 一 切 z， 
[wn C2) 十 ，… "十 人 ne 各) | < 6。 


因此 >) wk(z) 在 五 上 是 一 致 收敛 的 。 
让 一 全 
现在 还 需要 证 明 的 是 这 级 数 的 和 是 一 个 调和 小数 。 命 aa 是 也 内 的 任 一 点 ， 以 zo 为 
中 心 作 一 回 , 令 此 圆 全 在 呈 中 。 在 此 加 中 wx(z) 是 调和 的 ， 命 D(z) = ux(z 十 so)， 则 
Uitz) 在 以 0 为 忠心 的 加 内 是 调和 的 。 Poisson 公式 


Ee 1 2 Ri— +2 
Dv 2) 一 之 | U,(Reiv)yd 
2 =0 2zJo Ri—2rReas(O0— J)+ 7 (Rew)dy 


1 下 R*— ri 
-一 一 一 一 一 一 一 U(Rew)ad 
0 Ri— 2rRcos(0— Bb) rr? ;> < ea: 


级 数 > UCRe*#*) 是 一 个 连续 函数 ， 因 此 右边 表示 一 个 调和 旷 数 ， 即 如 内 任 一 点 都 是 
调和 的 ， 而 且 在 万 上 是 连续 的 . 


§ 10. Schwarz 引 理 


定理 1. 假定 单位 回 内 解析 函数 
w = fs) 

把 单位 项 映照 到 单位 圆 内 .而 且 把 原点 变 为 原点 , 则 把 半径 为 r(<1》 的 园 也 映照 到 半径 
为 > 的 回 内 。 这 结论 也 可 以 改 述 为 : 

如 果 当 jz 和 工时 ja 委 及 Ko) 一 0. 则 if(reel 和 ( 即 ioj< lz) 
(由 于 艇 大 楼 原理 ,可 以 将 假定 改 弱 为 “如 果 当 jz| 一 1 时 Ia 过 17. 

还 可 以 补 窜 一 点 , 当 而 县 仅 当 f(z) 一 cz 时 取 等 号 . 

证 ， 在 |z| 之 1, f(z) 有 一 级 数 展开 式 . 由 1{0) = 0。 所 以 人 也 有 一 级 数 展开 


式 ， 因 而 在 单位 置 内 大 2] 是 一 个 解析 函数 ， 宙 假定 


1T1Q 其 
1ei= 上 


由 最 大 模 原理 


re Od, 
re 


即 得 定理 ， 如 肥 等 号 , 则 £2 是 一 绝对 值 等 十 1 的 常数 . 


经 过 简单 的 换 变 数 可 以 把 定理 1 推广 为 
定理 2. 假定 f(z) 在 辆 |z| 所 尺 上 是 解析 的 ,而 县 
max [1(%) | < M, f(0) = 10, 
而 当 0 之 + 达 R 时 ,有 
ei Mr 
lfCre®)| 委 


还 坪 回 到 单位 加 的 情况 .如 果 用 非 欧 距离 的 答 写 , 则 定理 1 的 结论 jw| 科 1z| 可 以 

改写 为 
DC0, w) < DCO0, 2). (1) 
志 于 非 欧 虐 离 的 不 变性 ,及 任 一 点 都 可 以 变 为 0, 因此 立刻 推出 

定理 3 (Pick).。 假定 fx) 是 单位 属 内 的 解析 函数 ， 而 在 |z| 和 1 内 |f(z2)] 志 1 

命 zy z3 为 单位 历 内 的 生意 二 点 , 则 
D(z.), fz3)) SE D(z az) {2) 
而 且 , 当 且 仅 当 w 一 fx) 是 一 非 欧 运动 时 ,上 式 取 等 号 . 

证 ， 有 一 非 欧 运动 把 《zi, z) 变 为 《0:. z*)， 又 有 … 韭 铭 运 动 把 w 一 j(z,)，w; 一 
f(z2) 变 为 《0, w*)。 这 样 w 一 f(z) 变 为 w* 一 (z*) 也 是 一 个 变形 、 把 单位 贺 
jz 过 1 变 为 lw*| < 之 1, 县 (0) 二 0， 因此 |w*| 压 |z*j。 凤 DO0, w*) 所 DC(8、 
z*)。 因 向 

Dw wa) 一 DIO, w*) D0, 2*)} = Da, zz)。 
等 号 的 情况 也 不 难 推出 . 
更 广泛 一 些 : 一 条 由 a 至 总 的 曲线 RE 在 单位 两 内 ) 的 非 欧 长 度 等 于 
CD 一 人 一生 


‘zl 


如 不 把 曲线 分 为 * 份 ， 每 份 用 短程 线 的 长 度 来 代替 ， 当 > 一 0， 这 样 总 长 度 就 趋 近 于 
IL(T)。 因 此 ,由 定理 3 立刻 可 以 推出 
定理 4 人 《Pick)， 假 定 其 >) 仍然 适合 于 定理 3 的 假定 。 假 定 w 一 jf(x) 把 单位 图 内 的 
曲线 了 : 变 为 曲线 Tv， 则 
L(Tw) < LT,). (3) 
当 且 仅 当 w 一 f(z》 是 非 欧 运动 时 ,上 式 取 等 号 . 
把 (2) 写 得 更 消 楚 些 : 


11 CO— ww;l 十 | ze OO— wl 之 


1 log 11 pe z122| 十 |] z: 一 s; 
人 二 一 | 一 


1L log 
2 


这 不 等 式 与 不 等 式 


* S59 ~ 


i | (4) 
1 一 twit 1 一 gig 
等 价 . 当 2 一 2 时 ,得 

5 tw, 一 sell i 

a Bl tl? FE-= EN 
换 符 号 得 

定理 5. 仍 如 定理 3 的 假定 , 则 当 js| 二 1 时 ， 
I < i. (5) 


这 定理 的 特例 : 当 KK0) 一 0 时 ，| 了 (0)1 筷 1 已 由 定理 ! 直接 推出 . 

附 记 .如果 加 内 有 一 点 使 (4) 式 取 等 号 ， 则 (4) 就 取 等 号。w 二 f(z) 就 巧 间 欧 运 
动 . 《读者 试 自己 证 明之 .) 

又 由 于 


ff Wa = Ka) 一 1 Le < 


立刻 推 出 
定理 6， 仍 如 定理 3 的 假定 , 当 [| < 了 < 上 ， <r 二 1 时 ， 
fa) 一 fs | < 


81 一 儿 ] 和 

习题 ， 仍 如 定理 3 的 假定 ,证 明 , 当 ]z| 二 1 时 ， 
1z| + lfC0)| 
MT Fla 


$ 11. Liouville 定理 


作为 Schwarz 引 理 的 第 一 个 应 用 : 

定理 1. 如 采 F(tx) 是 一 个 全 平面 上 无 处 不 解析 的 函数 ， 而 且 常 有 |Fko1l 二 MM， 
则 FCz) 是 一 芝 数 ， 

证 ， 对 任 一 R 之 0 作 冰 数 

fu) 一 了 ktzD) 一 F(0) 二 zg = Rg. 
由 Schwarz 引 理 , 当 jx| 二 1 时 ， 
I | |wl. 

央 对 任 一 KR 之 0, 当 |z| 二 RR 时 ， 


] F(z) 一 FCo)] < 1z}. 


命 R 一 9， 则 得 F(z) 一 下 (0)》， 即 得 定理 
和 更 广泛 些 
定理 2. 如 果 F(x) 是 一 个 全 平面 上 无 处 不 解析 的 函数 ,而 且 当 一 co 时 。 
F(z) — O(]z1*), 


» BDO 


则 F(z) 是 一 个 次 数 不 高 于 的 多 项 式 . 
证 . 由 于 解析 柱 ,， F(z) 可 以 在 原点 展开 成 为 
Fls) =—=aot 4a3s + -+ 
命 zo 十 4s 十 "十 ast 二 P(xz)， 考 虞 阔 数 
f(z) 一 F(x) 2 


由 定理 工 即 得 定理 

定理 3( 代 数 基 本 定理 ).。 任何 一 个 多 项 式 一 定 有 一 个 辟 点 , 也 就 是 任何 一 个 代数 方 
程式 至 少 有 一 个 根 . 

证 . 如 果 人 2) 是 一 个 多 项 式 而 设 市 零点 , 即 f(x) 一 0 无 解 ,考虑 阔 数 


1 
F(z) = 
” f(z) 


是 一 个 无 处 不 解析 的 函数 ， 因 而 得 出 矛盾 . 
$ 12. 保 角 变换 的 唯一 性 


定理 1( 双 曲 几 何 的 基本 定理 ). 把 单位 加 一 对 一 地 变 为 其 自己 的 保 角 变换 一 定 是 非 
欢 运 动 。 

出 于 在 韭 欧 运 动 群 和 下， 单位 癌 是 可 北 的 。 因此 如 能 证 明 : “把 单位 圆 一 对 一 地 变 为 
其 自己 而 且 使 原点 不 变 的 保 角 变 换 一 定 是 w = e*z” 即 足 。 由 假定 : 当 |zl 志 1 时 
fs | 筷 1， 而 县 0) 一 0 央 此 

EA 

上 由 于 是 一 对 一 的 保 角 变换 ,因此 w 一 (x), 也 可 以 表 成 为 z 二 gC(w)、 即 得 |zx| 委 jw- 
此 |jw| = 二 1s|， 所 以 w 一 ex. 

由 此 推 得 

定理 2. 把 单位 贺 一 对 一 地 变 为 其 白 己 的 ,而且 “一 点 带 一 方向 ” 变 为 “一 点 带 一方 
向 ”的 保 骨 变换 是 唯一 的 . 

定理 3. 命 D 是 一 任 一 单 连通 域 . 假定 有 一 个 保 角 变换 

w =— f(x) 

对 应 地 把 DD 变 为 单位 图 |w| 三 1, 把 DD 内 一 点 so 及 一 方向 变 为 单位 加 内 的 原点 及 x 轴 
正 向 , 则 这 样 的 变形 其 唯一 的 . 

因此 ,证 明了 Ricmann 基本 定理 的 唯一 性 部 分 ， 


$ 13, 映 和 进 映 照 


定义 . 刀 是 一 个 区 域 ,如 果 保 角 变 换 
w = f(z) 
把 DD 里 照 到 口 或 其 一 部 分 , 则 称 为 贞 进 映照 . 
以 上 所 进 过 的 定理 可 以 改 讲 成 为 : 


“ él « 


一 个 JIo6aqescgq 丰 空间 的 了 映 进 瑞 照 , 一 宅 把 非 欧 长 度 愈 变 合 得 、 当 旦 仅 当 非 欧 运 动 


时 长 度 才 能 不 变 . 
如 朵 DD 是 由 单位 贺 lw| 一 1 经 过 保 阴 变换 
ft! = tl) 
变 出 来 的 区 域 , 则 在 D 空间 的 度 星 有 
law| ,lw (2)1 1ds| 


1 一 jz 1 Iw) |* 
命 T 是 DD 内 的 一 笑 曲 线 ， 这 曲线 的 长 意 等 于 


lw (zs) | lads | 
ap 1 


则 由 定理 5 推出 的 任何 一 个 爱 进 映 属 一 定 不 会 把 L(T) 变 大 . 


$ 14. 单 连 通 域 的 Dirichiet 问题 


假定 w 一 w(x) 是 一 个 一 一 对 应 的 保 角 变换 , 它 拒 一 个 域 DD 变 为 单位 贺 jw| 天 1， 
把 xz 变 为 w 一 0。 并且 假定 它 的 周 界 C 是 由 一 个 有 限 条 有 连续 切线 的 曲线 所 合成 的 .并 
且 当 z 沿 C 变化 时 ,wv 画 单位 全 周 ， 而 且 对 DD 的 周 弄 长 度 戎 数 * 来 说 ,这 变形 是 有 连续 微 


商 的 . 
我 们 现 来 考察 一 下 ,调和 函数 的 中 信 公 式 
1 (天 4 
«(0) — jut)d0, Coe 
经 过 变形 w 一 w(z》 变 为 什么 2 由 于 
dw = wadz, law!l = lw (2) 11dz), 

可 知 

20 = |w (2) ds, 
命 uCw) 一 U(xz)，w(0) 二 U(s0)， 得 


U(%) 一 土 | ee 


我 们 现在 来 变化 |w C=)1. 
引 理 1. 在 曲线 |w(kz| 一 1 上 


I -log [wls)! = |w' (Cs 
证 ， 上 先 由 Cauchy-Riemann 条 件 的 广义 形式 可 以 推出 
0 Wo 
tw (sa) Te Ht 人 各) 。 
下 蕊 
A pe < 0 Oo Re 从 安 
Br os lw t=) | R \ Bn 1 g wls) | 及 wlz)} ds ) 
另 一 方面 ,由 


wt2a) wz) 一 1， 


mm 662. 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


可 以 推 得 


Nr dz pr 
ww (2) ws) gs 十 wa) sw WA 


其 得 
必 ( dr VY 天 本 
ta) ds wr) ds 


一 各, 得 由 
(2) ds i Ne) | dz jw C8) 


de = 

用 研一- 心得 二 一 上 
- 

wl2) ds lwls)) 1 ds 


因此 得 出 
— log ‘ws = |w' (2)!}, 
代入 《2) 式 得 公式 
= Oe 

U(xo) Se 3 la es ds, (9) 
央 此 得 到 

定理 1. 假定 也 有 本 节 开 始 时 所 指出 的 性 质 . 在 周 界 《< 上 给 与 一 个 仅 有 有 限 个 第 一 
类 不 连续 点 的 孜 数 UC5), 旭 (9) 所 定义 鸡 阔 数 站 DD 内 和 解析， 在 周 界 上 当 U(C5) 连续 时 取 
信 ww(2); 当 zw 深 各 种 路 线 欧 向 一 个 不 连续 点 时 ,可 以 如 同 $ 4 中 那样 处 理 ， 

而 于 w(x) 把 zo 变 为 90, 央 此 ,我 们 把 这 孙 数 写成 为 


w = f(z, z0), 


1 
史 、 Dd ln . 
ey 


定义 . 硬 数 gC《z, zo) 称 为 区 域 DD 的 Green 扼 数 . 


由 Poisson 核 的 性 质 不 难 推 得 
定理 2. 当 ww& DD 时 ， 这 困 数 在 上 处 处 为 0， 在 五 内 除 = 一 zo 外 处 处 调和 和， 当 


> zo NH, glz, 20) 一 > oo, 


§ 15， 间 过 通 域 的 Cauchy 公式 
定理 1. 仍然 在 上 节 的 假定 下 ,如 上 凡 f(z) 臣 一 个 在 DD 内 解析 并 且 在 D 瞎 绪 的 磺 数 ， 


则 
(14 =—1. 
证 ， 命 s 一 r(w) 是 w 一 wlz) 的 道 变换 , 则 
Jf 60005 一 人 Ir) Cw a. 


由 于 解析 聊 数 的 复合 切 数 仍然 是 解析 函数 ， 解 析 函 数 的 微 商 仍然 是 解析 函数 ， 因 此 ， 


» 3 » 


fr(w))r'Cn) 是 wv 的 解析 函数 ， 因 而 得 出 本 定理 ， 
定理 2. 仍 如 定理 1 的 假定 ，zo€ 了 D， 则 


= _1C2) z= f(g 
二 | 
证 . 命 KT(w)) 一 gCw)， 则 得 
ol fH lL gCw)r'Cw) 
2xf 人 如 一 20 2xrrf 人 Tw) O— Tt) a lwol i 


天 为 5 一 zw) 是 一 一 对 应 的 保 角 变换 ,所 以 zr'(wo) 并 0. 拿 


es 
Tw)— TW) rw 一 wo) KCw), 
划 
一 工 SA 210 
E 2 J (Cw 一 wo)r' Crwo) ee 2xF es oO CK ma, 


右边 的 第 一 硕 等 于 
g( sw0)7'( wo) 
TC wo) 
现在 只 须 证 明 第 二 项 等 于 0 即 得 .也 就 是 如 果 能 证 明 KK(w) 是 解析 项 数 , 即 可 由 定理 + 推 


g(two). 


由 于 
TwW) = TW) TF Cw wo wo) + Do 一 zor 
可 区 推 得 当 wv 一 wo 时 天 (w) 有 界 ,在 w 所 wo 的 各 点 KK(w) 显然 是 解析 的 , 因此 得 出 
本 定理 . 


= 64 人 


第 五 章 ”点 集 论 与 拓扑 学 中 的 若干 预备 知识 


§$1. 路 鳅 


讲 到 收敛 就 想到 “距离 ”的 概念 。 我 们 已 经 遇 到 过 多 种 “距离 ”, 其 最 显著 的 有 三 种 : 
(D) 普通 的 距离 , 即 两 复数 231s 22 之 | 间 的 Euclid 距离 EA 2aj ; (ii) 椭圆 几何 所 出 现 的 
球面 距离 ,或 驴 距 离 , 即 两 点 (包括 % 在 大) z,, z2 的 护 上 距离 
|z: 一 zzl 
er PA 
{iii 冯 昌 几何 中 的 非 欧 距 离 或 伪 弦 距离 , 即 如 采 jz < 1，jzz| 过 1， 则 xy aa 二 点 的 
伪 滋 有 虐 认 


lz, 一 zz| 


j1 一 B01, 
这 些 工 离 统一 风 一 个 符号 4a(z1, ga) 表 之 ， 它 们 都 有 以 下 的 一 些 注 质 : 
(GD d(z1, #2) 之 0, 而 仪 当 2 一 2 时 了 芭 等 号 ; 
(1i) es sz) = dz2, zl; 
Ciii) dz, 32) < dz1s 23) 十 dz3s 22). 
不 等 式 (iii) 在 第 一 种 情况 中 , 当 三 点 在 一 直线 上 , 且 ss 在 za，zaz 之 间 时 取 等 号 ,在 椭 贺 几 
河 及 有 双 曲 几何 中 当 且 仅 当 zx3 二 有 或 及 时 取 等 号 
一 个 贯 za za，'…， 如 果 有 以 下 的 性 质 斌 称 为 收 你 于 a: 
lim d(a, zn) = YO, 
等 别 值得 注意 的 是 在 椭圆 几何 中 有 一 点 茵 的 情况 


dl co, zs) = 
V1 leaf 
在 这 种 情况 卜 , 贯 xz。 一 oo 的 意义 是 i 一 0， 在 现在 的 双 则 几何 距离 表达 式 中 , 我们 
不 要 忘记 jz 二 1， |]zz| 二 1. A 


dz13 z2) Ee 一 


3 9z1 > 0, 22 > 0. 


注意 ， 除 林 加 几何 驴 虞 离 把 无 穷 远 点 概括 了 进去 外 ， 我 们 并 没有 得 出 什么 新 东西 来 ! 
在 前 同 几 全 中 ， 妇 果 | zi < RR | zz| RR， 浊 
Js1 一 22, |z1 一 22| 
1 + R? 7 [al CI [sl ) 
因此 ,如果 z。, 依 弦 距 离 收 伍 于 a, 则 在 普通 意义 下 也 是 收 伍 上 e 的 .。 并且 反 之 亦 真 。 又 
如 果 |z| < po， i < pi pcs1， 则 人 为 纺 距 多 给 出 


< |z 一 2z| 。 


sa 一 xj Ei > | 和 二 各 之 |z — zz] 六 jz — 2z,| 
i—p ”1 一 18 ”11 一 aa” 1 二 |z152| 2 


ma 65 。 


亲友 采 一 贰 依 伪 蓄 距离 收效 ， 则 一 定 是 闭 通 收 伍 . 渡 且 反之 亦 真 . 以 上 所 说 的 ， 是 所 户 
“等 价 拓扑 ”的 例子 

由 此 可 知 ,用 纺 中 次 作为 收 合 标 准 最 有 普遍 性 ,今后 用 dala, 6) 表 蛇 中 腐 。 椒 难 证 明 
以 下 的 结果 .由 

lm sz 4, lim Ee 
可 得 
lim(sa 十 wa) 二 4 十 上 ， lmsnwn 一 ab. 

但 a 十 5 及 ab 必须 是 有 意义 的 《例如 ;不 允许 0' oo .oo 十 co 等 )， 《因为 前 面 已 知 
4 关 co, 5 站 2 时 的 情况 ,因此 读者 仅 需 自 证 (人 4 一 00，5 半 co 时 ,“ 和 ” 式 成 立 ; 
(i) a 一 00, 5 不 0 时 ,“ 积 ” 式 成 立 .) 


$2. 紧 致 点 集 


书 知 | 在 任何 一 个 有 界 无 穷 点 集中 可 以 找到 一 个 趋 限 的 贯 〔(Weierstrass 定理 )， 如 果 
每 个 这 样 的 级 限 祁 包 含 在 点 集 之 中 , 由 有 这 样 人 性 质 的 点 集 称 为 紧 致 集合 ， 我 们 在 复数 以 
外 於 上 co 及 运用 骇 上 距离 的 目的 就 是 使 所 有 的 复数 所 成 的 集合 成 为 紧 致 的 集合 . 也 就 是 在 
以 驴 政 离 为 依据 的 情况 下 ,把 复 平面 上 所 有 的 点 扩 训 成 一 基 致 集 人 台 。 即 任 一 雹 穷 点 集 ,一 
ee 

得 更 细致 些 , 命 于 是 一 个 复数 点 集 , 其 中 有 co 或 无 有 co。 如 果 戏 是 一 无 穷 集 合 , 则 
本 情况 片 更: Qi》 对 任 一 自然 数 x,M 中 有 在 殉 [|z] 一 » 之 外 的 点 ，(ii) 存在 
”使 好 的 点 都 在 |z| 委 ” 之 中 。 前 者 村 包 有 一 赵 于 co 的 贯 ， 后 着 由 Weierstrass 定理 可 
知 其 中 一 收敛 中. 

由 此 引 遇 以 下 的 推论 ， 命 {z。} 表 一 无 穷 贯 ， 甚 中 一 定 有 一 收敛 的 子 革 fs 收 和 敛 于 
一 数 &。 如 有 果 原 来 的 贯 并 不 收敛 , 则 存在 一 se 二 0 及 无 穷 多 个 指标 A 使 

dz A) > e060 7 一 1，2，-…， 
在 无 穷 党 合 {2;,} 中 ,又 可 以 找 色 sm» 一 53. 此 5b 守 a. 
内 此 得 出 定理 : 一 个 复数 无 穷 贯 收 伍 的 必要 弓 充 分 条 件 是 它 的 所 有 竟 无 穷 子 四 都 趋 


出 此 定理 甚 易 推出 Cauchy 判别 条 件 ,在 某 些 应 用 中 ,这 一 形式 更 为 方便 . 
$ 3. Cantor-Hilbert 对 角 线 法 


在 不 少 问题 中 我 们 必须 从 若干 个 甚至 无 穷 信和 贯 周 时 取出 收敛 贯 来 . 即 


A Hla 3 Mins ***° 


i a (C1) 


sr 


是 无 穷 个 贷 ， 我 们 的 雪 求 是 在 其 中 选 反 尤 穷 个 列 , 排 成 与 (1) 相仿 的 表 , 其 中 每 一 行 都 成 
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为 收敛 贯 . 
先 在 第 一 行 中 选取 收敛 贰 
G7 Ca 3 ttay *“*. 
其 极限 是 ll, 第 一 个 坐标 {ut 将 以 大 表 之 . 洲 熙 
207 3 Im? ~ 
在 其 中 选 一 收敛 贯 
Gyjn33 Gas，“ "3 92fam3 
其 极限 是 {7, 再 以 不 2 代 fn 
继续 进行 ,对 每 一 一 1 2，- 


es a (2) 
的 极限 是 a:。 每 一 次 以 友人 
现在 考虑 
Qik 9 Gita7 Gakn 
G2 G2 -Ms 
Bik Aiksa 3 ikn? 


这 晨 从 (1) 中 到 第 如 列 , 第 厂 列 ，… 而 得 的 。 其 中 第 : 行 所 代表 的 贯 与 (2) 的 一 子 贰 仪 
有 有 限 项 不 同 , 所 以 它 的 极限 是 4. 
这 : -选择 法 称 Cantor 的 对 角 线 法 。 


$4. 点 集 的 类 别 


命 4 表 一 批复 数 所 成 的 集合 。 如 果 4 中 有 不 同 于 zo 的 点 *。， 它们 成 一 以 wo 为 极限 

的 贯 : 则 zo 称 为 4 的 极限 点 或 紊 点。 如 当 有 一 正 数 。, 使 适合 于 
d(z, 20) < 

的 所 有 的 > 都 在 4 中 , 则 zo 称 为 内 点 (注意 zo 可 以 是 oo ). 

不 属于 亿 合 4 的 点 所 成 的 集合 CC《A4) 称 为 集合 4 的 补 集合 . 补 集合 的 为 点 称 为 4 的 外 
点 .内 点 和 外 点 以 外 的 点 称 为 4 的 边界 点 (注意 吕 不 作为 例外 》)。 所 有 属于 4 的 边界 点 成 
一 集合 , 称 为 4 的 边界 . 属于 CC4) 的 称 为 CC4) 的 边界 . 

4 中 非 训 点 之 点 称 为 4 的 立 点 . 

仅 丰 内 点 的 集合 称 为 开 集 . 包 有 所 有 汉 点 的 集合 称 为 团 集 .无 一 点 非 聚 点 的 集合 称 
为 密集 集合 . 闭 又 密集 的 集合 称 为 完全 集合 . 

开 集 的 补 集 是 闭 集 ,而 且 反 之 亦 然 。 既 开 广 闭 的 集合 只 有 扩大 复 平面 本 身 而 无 其 他 。 
因为 它 既 包 有 所 有 的 聚 点 :又 是 仅 由 内 点 组 成 的 . 

命 Hs 表 集 合 4 所 有 的 深 点 所 成 的 集合 4 十 Hs 称 为 4 的 闭 包 , 以 4 来 之 .4 是 


最 小 的 包 和 有 4 的 闭 集 。C(C(A)), 即 4 集 的 补 集 CC4) 的 闭 包 CCAD) 的 补 集 是 4 所 包 有 有 
的 最 大 的 天 集 .这 称 为 4 的 开 廊 ， 
易 证 有 限 个 或 可 数 个 开 集 的 纤 合 是 一 开 集 . 一 个 包 有 一 个 的 可 数 个 非 空 的 闭 集 


» Bb7 。 


A 和 A A + 

的 交 是 一 非 空 的 闭 集 ， 证 明 如 下 。 在 每 一 集 4 中选 一 点 s, 从 中 选 一 收敛 贯 
Znmiy Zn vv 1 ja< 

趋 寺 w。 任 给 一 自然 数 m, 我 们 可 以 取得 i 充分 大 ,使 六 > 加， 这 了 时候 

Baja Za 
都 在 4 中 (因为 4, 是 一 个 包 一 个 的 )。 由 于 4% 是 闭 的 ,所 以 a 在 45 中 .这 对 m 一 1、 
2 3 都 对 , 故 呈 必然 在 所 有 的 4, 之 人 交加 内 , 故 D 是 非 空 的 。 由 于 DD 的 率 点 仍 在 DD 
中 ,所 以 如 是 闭 集合 . 


§5. 映照 或 变形 


对 应 于 z 平 面 上 一 个 点 案 4 中 的 一 点 , 在 纪 平 面 上 有 一 点 。 这 种 关系 称 为 单 值 映 

照 .把 z 平 面 上 的 点 集 4 变 为 z 平 面 上 的 点 集 4w。 写 下 来 就 是 一 个 单 值 讽 数 关系 
w 一 Fz)， 或 wglx, yy) vo br, y). 

z 称 为 ww 的 原 象 ,wv 称 为 目 象 。 这 函数 的 定义 区 战 就 是 4,, 取 值 区 域 就 是 4s。 有 昌 然 对 
一 个 原 象 = 我 们 有 一 个 确定 的 映 象 w, 但 是 我 们 并 没有 排斥 对 一 个 固定 的 映 象 w 可 以 有 
不 止 一 个 原 象 > 与 之 对 应 .可 能 有 殷 多 个 甚至 于 无 穷 多 个 .最 极端 的 情况 是 : 4, 的 所 有 
的 点 部 对 应 于 wv 平面 上 的 一 点 we。 这 样 的 函数 是 常数 F(z) 一 zw 

命 wo 是 4 的 聚 点 ,可 能 不 属于 4;，4s 中 有 一 贰 {2s} 收 伍 于 xz。 由 等 式 

wn F(zs)s 六 一 1， 2，- 
得 出 一 个 映 象 贯 {w,}。 但 可 能 fun} 并 不 收敛 ， 我 们 现在 假定 对 4x 中 任意 收敛 于 sx 的 
贷 {zs}, 其 映 象 {fzoj 均 为 收敛 贯 的 情况 我们 说 , 所 有 的 这 样 的 贯 {w 一 定 收 敛 于 唯 
一 的 数 we。 其 理由 是 如 果 {z5j，{z} 收敛 于 zo, 而 其 对 应 的 {ws}, {wx} 却 收敛 于 ws> 
wo， 作 贰 
213 21 3 229 22 9 。*。 

它 也 十 一 个 收敛 于 z0 的 贯 。 但 其 映 象 
既 尺 ws 为 聚 点 ,又 以 ws 为 聚 点 .因此 唯一 可 能 是 ws 一 we。 

假定 so 也 在 4s 中 ,我们 一 定 有 

纪 0 = F(z0). 

因为 贯 > 一 zo，zsz 一 zo* 就 给 出 这 个 要 求 . 在 此 情 沈 下 我 们 说 晒 数 F(z) 在 vo 成 
连续 ， 甚 至 于 当 s6 不 在 如 中 ,如 果 对 任 一 4。 的 贯 《xu 一 =。，{F(zs)} 有 唯一 的 极限 ， 
则 我 们 也 可 以 定义 F(zo) 为 tmF(z)。 在 扩充 了 的 定义 范围 之 后 , F(x) 在 x。 是 连续 
的 . 

注意 如 果 取 弦 距 离 ,以 上 的 连续 定义 并 不 排斥 zo，wo 是 c 的 情况 。 


46. 一 致 连续 


假定 4, 中 茶 一 闭 集 合 B 的 每 一 点 上 部 是 4* 的 聚 点 . 并 设 F(z) 在 所 有 的 &6 上 8) 处 


e 58 。 


都 尝 续 .给 与 8, 研究 适合 于 


EAs, 6E 了 ds) 一 站 C1) 
的 所 有 的 复数 对 >,“。 并 定 出 这 些 复数 对 所 给 出 的 
£(6) 一 sup a F (2), FCE)). {2} 


首先 , 涩 8 变 小 的 时 候 , 适 合 于 (1) 的 z，,6 少 了 ,因而 8(8) 变 小 了 . 即 EC87 随 3 减 小 而 
单调 变 小 ,因此 


lim(8) 一 so (3) 
是 存在 的 现在 定 出 so。 我 们 选取 一 个 贰 5, 适合 于 
:> > lm d= 0. C4) 
并 对 每 一 8,, 有 一 对 点 z。，5s 使 
多 gw 所 A., ta B, d(zn» tn) Ens 《5 ) 
而 


BY Ep 
dCF(zo)， FIL)) > 


我 们 不 妒 假定 t, 收 伊 于 to 《不然 取 一 子 贯 )。 由 于 B 是 闭 集 ， 因此 加 上 B， 它 是 一 连续 
点 .由 《47 ， 《5)。 


lim zy，。， 一 lim ¢, —= to, 
今 得 出 
lim F(z,) 一 lim F(t,) = F(to)., 
EY 
2 < im daCF(zs)， F(ts)) = 0. 
这 证 明了 


€0 = lim es) -= 0, 
也 就 是 给 了 一 个 任意 小 的 之 0， 我 们 可 充 找 到 5, 使 适合 于 
dz， £) < 一 人 
的 xfKe4de)，ecB) 常 使 
dF(lz), F(L)) 一 
这 种 6 只 依赖 于 5 而 跟 (x, 5) 无 关 的 性 质 称 为 Ftz) 在 中 上 上 的 一 致 连续 性 . 
如 果 4: 本 身 就 是 一 闭 集 合 , 而 F(z) 在 其 工 连续 , 则 得 以 下 的 定理 : 在 一 闭 集 合 上 
定义 而 且 连 续 的 萝 数 一 定 是 一 致 连续 的 函数 . 
命 4 是 复 平 面 上 的 一 个 点 集 , 立 是 其 边界 点 ， 则 有 4 的 一 点 列 xi 329 "> 253 
趋 于 “。 并 且 
lim F(z.)=0@ 
存在 。 这 c 称 为 在 边界 点 ? 葡 数 F(z) 的 边 值 ， 命 王 表 所 有 的 边 值 的 党 合 , 则 下 是 一 问 J 
集合 . 
其 证 明 是 不 难 的 .因为 如 果 oo 是 邢 的 聚 点 , 蛋 {a。} 是 一 组 边界 值 , 而 Ala, om 一 一 ， 


«59 » 


2 ， 故 ow 是 一 边界 值 


nn 


则 至 少 有 一 点 za 使 AFCz,)s 6s) 一 二. 即 dF(z,), 0m) 一 


§7. 拓 扩 喘 了 照 


一 个 函数 
w =— F(z) (1) 
定义 一 个 映照 ,把 4; 上 映照 到 4, 上 ， 如 果 再 加 上 限制 ,由 
F(z,) - F(z2), ZE€ A 22€ A,, 
可 推出 xz, 一 xz2、 即 对 应 二 一 个 w(€4w》 我 们 也 只 有 一 个 z€ 4.， 这样 的 映照 称 为 单 叶 
的 ,也 就 是 一 一 对 应 的 。 既然 如 此 , 则 由 忆 到 z 也 是 一 个 孙 数 关系 
= 一 (mw )， 《2》 
它 把 4 映照 到 4, 上 来 , 称 为 《1) 的 道 映 照 。 如 果 了 与 刀 都 是 连续 的 , 则 (1) 称 为 拓扑 
瞻 趾 所 以 拓扑 映照 是 一 一 对 应 的 双方 连续 的 英 照 . 
如 捍 xz 一 及 (s》 是 一 拓 革 映照 把 4, 变 为 4,， 则 
w = GHCs)) 
也 是 一 个 把 4, 变 为 4。 的 拓扑 映 同 ， 
拓扑 学 就 是 研究 拓扑 映照 下 的 几何 性 质 的 .在 拓扑 学 上 贺 的 可 以 说 成 是 方 的 .因为 
我 们 有 拓扑 映 象 把 圆 交 方 。 价 如 由 圆心 对 每 一 幅 角 作 一 射线 交 贺 局 


的 距离 是 (686)， 交 ”* 方 周 ? 的 离 是 r(8): 则 变形 
| r(O) 
Vs 8， a 
| 2 和 po) 


就 把 《6, p) 平面 上 的 园 变 为 《9 ,pi) 平面 上 的 方 了 . 它 也 可 以 把 平 
整 的 说 成 和 蔷 扭 的 ， 如 在 哈哈 镜 中 看 相片 ， 它 也 可 以 把 大 的 说 成 是 小 
的 ,把 正 的 说 成 是 反 的 , 如 左右 和 手 。 但 是 它 不 能 把 一 片 说 成 两 片 , 把 
不 联 和 的 说 成 联 移 ,把 立体 的 说 成 为 平面 的 ,例如 把 奈 说 成 是 贺 . 

以 往 所 讲 的 Mabius 变换 都 是 把 Neumann 球 变 为 自己 的 拓扑 变换 . 

注意 , 招 扑 依 税 于 极限 。 这 样 定义 极限 有 一 种 拓 拼 。 但 换 了 极限 的 定义 ,可 能 拓扑 也 
将 育 所 不 同 . 以 上 所 定义 极限 起 出 “距离 ”, 有 了 某 一 距离 就 有 某 一 拓扑 . 但 有 了 时 两 种 不 
问 十 义 极限 的 方法 可 能 导致 出 同一 招 扑 。 例如 ， 两 个 距离 a《w, zs), di(ws z) 适合 于 以 
下 的 关系 : 有 正 数 P 及 m 存在 :使 

pdi(w, 2) 一 dlw, 2) < padi( wis1). 

这 样 由 dCw, z) 定义 出 的 拓扑 与 由 dCw,z) 定义 出 的 拓扑 都 是 相 回 的 ， 例 如, 单位 加 内 
诸 点 沪 成 的 集合 依 普 通 距 离 、 弦 距离 、 伪 弦 距 离 所 定义 出 的 拓扑 都 是 等 价 的 。 也 就 是 在 一 
种 仁义 下 xs 一 so， 在 另 一 种 意义 下 也 是 如 此 . 


图 23 


$8. 也 线 


前线 多 0 三 :< 1 的 连续 映 象 称 为 复 平面 或 球面 ) 上 的 一 连续 驱 毁 (或 曲线 )， 因 
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此 一 连续 曲线 可 以 表 为 

zrttiy, T=) yy gt), OSESELl. (1) 
这 所 fg 是 + 的 连续 函数 。 这儿“ 连续 ”的 意义 也 可 以 在 " 拉 距 离 ” 的 意义 下 理解 , 即 给 一 
£ 之 0， 有 5 存在 ,使 dCs, 让 过 6 时 ，d{zC3), z()) 过 8， 如 果 1(0) 一 了 (1),， g(0) 一 
g(1)， 则 连续 弧 称 为 是 闭 的 . 

这 样 定义 的 曲线 假 乎 很 能 符合 我 们 的 几何 直观 . 但 是 Peano 举 出 例子 , 说 明 可 以 找 
出 适合 这 条 件 的 曲线 , 它 可 以 填 满 一 个 正方 形 、 因 此 ,虽然 几何 直观 是 而 且 也 将 永远 是 数 
学 的 一 个 重要 的 思想 来 源 、 但 有 了 直观 还 需 精密 地 分 析 和 论证， 这 样 才 能 置 之 于 坚实 的 
基础 上 . 

Jordan 首先 指出 无 重点 的 点 线 的 重要 性 . 

定义 、 由 (1) 定义 的 曲线 妇 果 还 适合 以 下 的 条 件 , 则 称 为 Jordan 驮 眉 。 巾 

f=, sd) = gg), G1ErEl (2) 
一 定 得 出 一 二 不 与 自己 相交 的 曲线 是 Jordan 弧 。jJordan 弧 贫 也 称 简单 曲线. 

如 果 由 (2) 推出 上 一 0, 7: 二 1， 则 所 定义 的 点 集 称 为 Jordan 闭 曲 线 . 多 边 形 是 
Jordan 阔 上 出 线 ，Jorqan 闭 上 曲线 也 称 简 单 闭 曲 线 . 

因此 ，Jordan 弧 外 可 以 理解 为 单位 线 愉 的 拓扑 吴 象 ， 而 Jordan 闭 曲 线 可 以 理解 为 
利 位 置 圆周 的 拓 扩 有 上映 和 象 . 

利用 Heine-Borel 定理 可 以 证 明 : 

命 C 是 域 8 间 的 一 个 Jordan 纤 、 给 与 仔 一 6 之 0, 一定 有 一 折线 与 Jordan 弧 的 弦 
开 离 过 s.《 即 对 折线 上 的 任 一 点 ,，C 上 有 一 点 与 它 的 弦 距 离 过 6。 而 且 对 C. 上 任 一 点 ， 
折线 上 也 有 如 此 的 点 ,》 即 任 一 Jordan 弧 可 以 用 折线 来 匹 限 乏 近 它 , 任 一 Jordan 闭 曲 线 
可 以 用 多 边 形 来 无 限 膛 近 它 ， 


$9. 连 通 人 性 


最 简单 的 拓扑 性 质 之 一 是 连通 性 ， 

一 点 集 S 上 的 二 点 a 与 5 称 为 在 $ 内 连通 的 ,如果 有 一 条 曲线 C 完全 在 3 内 ,使 e，5 
都 在 C 上 ， 

如 果 集 合 8 中 所 有 的 点 都 和 5 的 某 固 定点 在 5 内 连通 , 则 集合 3 称 为 连通 集合 . 

也 可 用 Jordan 曲线 来 定义 连通 . 令 C : 

ro 9, y= $0) 

是 连通 集 S 中 连结 a， 6 两 点 的 曲线 . 

如 果 它 不 是 Jordan 曲线 , 则 有 


< 魏 让 扫 帮 去 1 


使 
P10 一 Pn), 
$1) = bn), 

基 此 只 韦 把 蚌 自 & 过 :+ 夺 二 所 对 应 的 曲线 部 分 抹 掉 即 可 ， 


连通 的 开 案 称 为 域 。 
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连通 的 闭 集 称 为 连续 统 . 

一 维 的 域 的 最 简单 的 俩 子 是 开 线 段 0 二 : 二 1。 连续 统 最 简单 的 例子 是 闭 线 段 0 二 
z 之 1. 但 在 复 变 数 中 讨论 的 域 一 般 都 是 指 二 维 的 . 

圆 的 内 部 1z 一 a| 二 + 是 域 , 外 部 |z 一 a| > ” 也 是 域 ， 同样 如 果 用 弦 了 距离 ， 
dz,4) 二 8 所 1， 也 可 在 Nemmanm 球 上 定义 一 域 . 

如 果 3 足 一 域 , 则 连通 性 可 用 折线 来 定义 .方法 如 下 : 设 C 是 3 中 连结 *, 的 曲线 ,其 
上 的 点 都 是 5 的 内 点 ， 在 每 一 点 可 以 作 一 完全 属于 5 的 开 加 ,这些 开 圆 把 曲线 完全 盖 上 . 
由 于 曲线 是 一 个 涵 集 合 , 因 此 有 有 限 个 贺 C,,….，C。 送 上 此 曲线 、 在 这 些 贺 内 取 连 续 的 
折线 段 , 即 得 所 证 , 〔〈 例 如 可 设 相 邻 的 圆 各 含有 对 方 的 圆心 , 则 取 连 结 各 贺 心 的 折线 段 刀 
可 .) 

包含 一 点 的 连通 开 集 称 为 该 点 的 邻 域 . 

我 们 将 不 证 : 任 一 拓扑 变换 一 定 把 原 象 点 的 邻 域 变 为 映 象 点 的 邻 域 。 这 一 性 质 在 复 
变 函 数论 的 只 体 问题 中 大 都 是 可 以 直接 验证 的 . 

如 果 3$ 是 一 域 , za 非 其 内 点 .但 却 是 5 的 内 点 的 取 点 : 则 zo 称 为 5 的 边界 点 ，3 的 全 
体 边 界 点 的 集合 称 为 S 的 边界 ， 

Jordan 闭 曲 线 的 最 重要 的 性 质 是 
定理 ” (Jordan)。 一 条 Jordan 闭 曲线 拒 平 面 分 为 两 个 域 ,而 迟 Jordan 曲线 为 其 公共 
边界 。 

这 定理 是 直观 的 ,但 证 明 是 烦 难 的 。 我们 将 不 加 证 明 。. 但 在 下 节 将 证 明 几 个 特例 . 

下 面 这 条 定理 也 是 用 得 到 的 . 

定理 ， 命 P 是 Jordan 闭 巾 线 上 的 点 ，98 非 曲线 上 的 点 。 8P 与 x 轴 的 交角 用 alP) 
表 之 . 如 果 人 是 肉 点, 则 当 P 沿 这 曲线 走 一 图 时 ,alP) 或 增 或 减 2x 《如 果 增 加 2， 则 PP 
的 走向 是 及时 针 方 向 的 )。 如 果 @ 是 外 点 , 则 olP) 并 不 增 减 .与 Jordan 定理 一 样 ,这 条 
定理 的 证 明 是 并 不 容易 的 ,本 书 也 将 不 如 证 明 . 


$ 10. Jordan 定理 的 特例 


1) 凸 域 ， 具 公 以 下 性 质 的 开 集 称 为 西域 如 果 4，B 是 凸 域 的 两 点 , 则 联结 4,B 
的 直线 段 全 部 在 此 域 中 . 

在 第 - 卷 中 已 经 证 明 过 , 凸 域 的 边界 是 连续 的 .西域 如 上 其 边界 点 得 一 连续 统 : 它 也 
是 有 凸 性 质 的 . 

凸 域 是 域 , 此 为 显然 ， 凸 域 的 外 点 所 成 的 集 也 是 开 集 。 再 证 其 连通 性 今 9 是 凸 域 
一 内 点 ,了 是 一 外 点 , 过 0P 作 一 半 直 线 ， 这 半 直 线 分 为 两 段 ， 自 0 到 边界 为 一 段 , 包 0 
在 内 。 另 一 段 自 边 界 经 过 P 趋 于 无 穷 。 在 趋 于 无 穷 的 一 段 上 ,了 与 % 之 辣 必 无 该 品 域 的 
内 点 及 边界 点 , 否则 如 果 有 一 个 这 样 的 点 怀 , 则 0R 上 的 点 《包括 P 在 内 ) 必定 是 内 点 或 
边界 点 。 这 是 泵 可 能 的 . 因此 任何 一 个 外 点 一 定 与 co 是 连通 的 , 即 得 外 点 所 成 的 集合 是 
一 - 咸 . 

2) 三 角形 . 三 角形 是 凸 域 。 因 此 整个 平面 被 三 角形 分 为 两 个 域 , 而 三 边 为 其 公共 边 
界 ， 并 易 见 , 若 一 线段 只 交 兰 角形 的 一 边 , 一 定 有 一 个 端点 落 在 三 角形 中 , 另 一 个 阔 在 三 


TD 。 
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可 
角形 外 ， 由 区 ,如 果 两 端 都 在 内 ,这 线段 一 定 与 三 角形 无 交点 如 果 两 点 P。 0 都 在 外 ， 
且 P, 0 的 联 线 过 三 角形 的 一 内 点 尺 , 则 线 限 BR 与 到 0 将 各 交 三 角形 之 边 于 一 点 ， 而 且 
这 两 点 不 在 同一 边 上 . 

3) 多 边 形 ， 一 个 简单 封闭 多 边 形 分 平面 为 两 个 域 ,以 这 多 边 形 的 边 为 其 公共 边界 ， 
《“ 简 单 ” 指 无 重点 的 意思 .) 

在 多 边 形 P 的 边 数 上 行 归纳 法 .三 边 形 已 知 其 正确 . 今 
根 定 此 断言 对 边 少 于 * 的 多 边 形 为 真 ， 因 而 证 明 它 对 = 边 形 
P 也 真 . 

不 交 多 边 形 的 边 的 两 顶点 的 连 线 称 为 对 角 线 ， 今 证 明 存 
在 有 以 下 性 质 的 对 角 线 , 它 将 P 分 为 两 个 多 边 形 ,以 此 对 角 线 
为 一 公共 边 , 岳 且 两 个 新 多 边 形 的 边 数 都 少 于 ». 因 

命 48 与 4C 是 二 邻 边 。 作 BC.。 如 果 三 角形 内 及 互 CE 上 无 P 的 其 它 顶 点 , 则 BC 
就 是 所 求 的 对 角 线 ， 不 然 命 6 是 三 角形 4BC 内 及 BC 上 离 互 CE 最 远 的 顶点 ,如 同时 有 > 
个 , 则 任 择 其 一 联 线 4G, 这 就 是 适合 于 要 求 的 对 角 线 。 由 于 证 法 相同 我 们 只 就 后 一 种 情 
祝 进 行 讨 论 . 

把 多 边 形 的 顶点 顺序 排列 起 来 ， 从 4 出 发 到 G 之 后 有 两 途 可 御 。 并 且 都 可 以 回 到 人 4 
点 。 如 此 得 二 多 边 形 Pl, P,。 它 们 的 边 数 各 为 + 与 x(r > 2,s >>2)， AG 是 公共 边 , 因 
此 一 让 十 人 一 1) 一 nn， 攻 得 ?二 ns 之 # 

再 妇 纳 法 假设 这 两 个 多 边 形 都 有 “内 ?>,“ 外 ”( 外 指 色 有 oo。 我 们 首先 证 只 有 两 种 可 
能 ,一 种 是 已 在 到 之 内 (或 严 在 于 之 内 ) , 另 一 种 是 两 域 各 外 . 

如 断言 砷 真 , 则 P, 及 P; 有 公共 内 点 , 且 PP 的 内 点 不 完全 包括 PP 的 内 点 ,PP 的 内 点 也 
不 完全 包括 P, 的 内 点 .这 就 是 说 ,在 P 之 内 有 忆 的 内 点 及 外 点 ,在 Pi 之 外 也 有 了 的 内 点 
及 外 点 . 雪 此 ,在 Pl 之 内 ,外 都 有 PP 的 边界 点 . 设 *,y 是 马 的 边界 点 ,其 中 * 是 Pl 的 内 
点 ,7 是 P 的 外 点 。 马 之 边界 的 一 部 分 < 构成 联结 * 及 y 的 Jordan 曲线 ， 它 一 定 和 PP 
的 边界 相交 .前 面 已 证 已 , P; 只 以 345 为 公共 边界 ， 因此 * 必 交 己 于 AG, 而 不 交 只 的 
任何 其 它 边 界 点 . 但 这 样 一 来 , P; 的 边界 在 有 4G 上 至 少 有 一 点 成 为 三 分 叉 ,与 简单 多 边 形 
之 边界 的 Jordan 闭 曲 线性 质 相 了 矛盾 ， 改 得 证 . 

在 第 一 种 情况 下 , 马 的 内 点 除去 Pi 的 内 点 及 己 的 边界 在 已 内 的 部 分 定义 为 原来 多 
边 形 P 的 内 点 ; P 的 外 点 , P 的 内 点 及 线段 有 了 G (除去 4,G 两 点 ) 定 义 为 P 的 外 点 . 在 第 
二 种 情况 下 , P, 的 内 点 , 书 的 内 点 ,加 上 了 G (除去 4， G 两 点 ) 定 义 为 P 的 内 点 ; Pi Pi 的 
公共 外 点 定义 为 P 的 外 点 .我 们 只 证 第 一 种 情况 ,读者 试 自 证 第 二 种 情况 . 

先 证 P 的 内 点 及 外 点 都 是 开 集 。 如 果 以 工 去 前 者 ,II 表 后 者 ，Z 表 紧 致 复 平面 所 成 
点 集 , 则 1 一 Z 一 (Pi 的 外 点 及 边界 点 十 Pi 的 内 点 及 边界 点 ). 括号 内 是 两 个 闭 集 之 和 ， 
奶 为 闭 集 , 故 I 是 紧 致 复 平 面 上 某 一 闭 集 之 补 集 , 应 为 开 集 ，II 一 Z 一 《P; 的 内 点 及 边 
界 点 NP 的 内 点 及 边界 点 )、 括 号 内 是 两 个 闷 集 之 交 , 仍 为 闭 集 , 故 是 紧 致 复 平 面 上 某 一 
雪梨 之 补 集 ,应 为 开 集 。 

现 证 了 的 内 点 及 外 点 都 是 连通 的 . 它 的 外 点 连通 是 显然 的 ,因为 4G 是 P,P; 的 公共 
边界 , Pi 的 外 点 及 P 的 内 点 都 可 有 曲线 与 4G 相 联 . 它 内 点 的 连通 性 可 证 之 如 下 : 令 x， 
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y 为 卫 的 两 个 内 点 , 则 必 为 已 的 外 点 . 有 一 条 曲线 = 完全 在 已 之 外 ,= 的 两 端 为 xy。 如 
虎 < 不 交 P 的 边界 , 则 定理 已 证 .如 果 = 交 了 的 边 春 , 则 一 定 是 交 饭 的 边界 .无 妨 假 定 
它 至 少 有 两 个 交点 。 设 *; 是 第 一 个 交点 , 包 是 最 后 一 个 交点 。 以 4ALE,5) 表 疡 及 严 的 
任 一 顶点 互 到 任 一 非 邻 边 3 的 距离 ,而 令 p 一 min d《E, 85) 为 其 极 小 值 。 在 P; 的 内 部 治 


已 的 边界 作 距 离 为 5 一 所 的 平行 线 眉 (4 充分 大 ), 它们 也 构成 一 简单 封闭 多 边 形 P. 


由 于 *, y 都 是 已 的 内 点 , 无 妨 假 设 它们 离 边 界 的 距离 大 于 7”《 否 则 可 把 和 取得 更 小 ), 因 
此 *# 在 交 P; 的 边界 之 前 , 必 人 先 交 忆 的 边界 于 +2, y;。 取 充分 大 ， 可 使 翅 充 分 接近 zx, y2 
充分 接近 yy,。 由 于 户 及 P, 只 有 一 条 公共 边 4G, 上 收 % 沿 Ps 的 边界 到 y 有 两 条 路 可 走 . 
其 中 有 一 条 不 需 经 过 4G 的 “旁边 ?。 亦 即 不 需 穿 过 Ps 从 * 经 及 如 到 3 完全 在 PP 之 
内 , 且 不 交 品 及 其 边界 : 故 亦 完 全 在 己 之 请 ， 定 理 证 明 . 


sll 连通 数 


本 节 将 根据 定理 进行 一 些 直 观 的 讨论 ,而 不 加 以 严格 的 证 明 ， 

Jordan 定理 还 有 以 下 的 推广 : 命 G 表 一 域 ,7 是 G 内 的 Jordan 闭 曲 线 ，7 了 把 平面 分 
为 两 部 分 万 ', D”"。D' 与 G 的 交 命 之 为 G', 也 与 G 的 交 命 之 为 G". 7Y 分 G 为 两 部 分 G- 
与 G”, 他 们 是 域 ,而 且 以 7 为 公共 边界 . 

命 y@, y 外 是 两 条 不 相交 Jordan 的 闭 曲 线 . 已 知 Y 分 平面 为 两 部 分 G? 及 G” . 
yy 一 定 在 此 二 域 之 一 内 。 因 而 又 分 为 二 , 因此 两 个 不 相交 的 Jordan 闭 昌 线 分 平面 为 三 
部 分 ， 都 是 域 。 用 归纳 法 不 难 证 明 ，= 个 互 不 相交 的 Jordan 闭 曲线 分 平面 为 #* 十 1 个 
域 . 
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图 25 图 26 


但 值得 注意 , 当 4 之 3 时 , 有 多 种 拓扑 不 等 价 的 位 置 . 例如 图 26. 

在 函数 论 的 研究 中 “完全 隔离 ”的 位 置 十 分 重要 .所 谓 ”个 完全 隔离 的 Jordan 闭 曲 线 
万 指 任 取 其 一 、 其 他 的 ”一 1 全 都 在 此 一 的 同一 边 . 图 26 之 二 是 完全 隔离 ,多 26 之 一 
则 容 。 这 一 定义 也 可 以 叙述 为 : 这 = 条 闭 曲 线 fv 一 1。2 27) 分 平面 为 "二 1 份 . 
其 一 以 这 # 个 x" 为 边界 ,其 他 的 都 是 以 一 个 *6 为 边界 ， 

现在 考虑 一 域 G 内 有 三 个 完全 隔离 的 J 闭 昌 线 ya yoay yo 的 情况 ,在 G 内 
可 以 找到 一 条 曲线 联 上 YS 与 7 外, 而 不 交 7 三 Jordan 闭 曲 线 完全 现 离 的 条 件 ( 必 
票 且 充 分 ) 是 在 6G 中 能 联 其 任 二 不 交 他 一 . 

在 函数 论 中 主要 仅 考 虑 有 有 限 个 连续 统 为 边界 的 域 。 由 一 个 连续 统 为 边界 的 域 称 为 
人 一 般 地 讲 , 由 ”个 无 公共 点 的 
连续 统 为 边界 的 域 称 为 # 连通 (如 图 27). 
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n 称 为 连通 数 , 是 一 个 拓扑 不 变 最 , 

如 果 域 的 周 界 是 一 Jordan 闭 曲 线 , 则 是 一 单 连通 域 . 例如 , 开 圆 1z| < 1 是 单 连通 
` 域 .上 上 六 平面 数 sx > 0 亦 然 ， 但 单位 回 沿 半径 切 开 仍然 是 单 连通 ,其 启 界 则 非 Jordan 闭 
曲线 了 ! 多 种 切 法 (如 图 28) 可 使 边界 极为 复杂 ,但 是 它 还 是 单 连通 域 . 

但 我 们 将 来 会 知道 任 二 单 连通 域 《 多 于 一 个 边界 点 的 ) 可 以 拓 扩 地 把 其 一 变 为 另 一 
《甚至 于 ,可 以 保鲜 地 如 此 做 ). 因 此, 以 上 的 复杂 的 边界 情况 , 反而 不 是 本 质 现象 . 也 就 
是 说 , 它 不 是 一 个 域 (内 部 ) 的 拓扑 映照 的 不 变性 质 . 


0 
OC 


图 27 图 28 图 29 


如 果 G 是 一 单 连通 域 ,7Y 是 完全 在 其 中 的 jordan 闭 曲 线 , 则 7 分 平面 为 两 * 边 >, 有 一 
“ 边 ?” 的 点 爹 在 G 中 .如 果 不 然 , G 的 边界 的 点 将 一 部 分 在 7 了 内, 一 部 分 在 外 , 而 不 是 一 个 
连续 统 了 .反之 如 果 不 是 单 连通 , 其 边界 由 若干 个 连续 统 组 成 , 可 以 证 明 ( 例 如 利用 保 角 
变换 ) 有 一 jordan 曲线 Y 全 在 G 内 并 把 G 的 边界 点 分 在 丽 边 .这 事实 引出 单 连 通 的 另 一 
定义 : 如 果 G 内 年 一 Jordan 曲线 的 一 “ 迅 ” 全 在 G 内 , 则 G 定 义 为 单 连通 . . 

多 连通 域 G 的 连通 数 * 也 可 以 定义 为 G 内 所 能 做 的 完全 隔离 的 Jordan 闭 曲线 的 最 
多 条 数 . 这些 Jordan 曲线 具有 以 下 的 性 质 有 一 域 只 以 这 条 曲线 为 边界 . 

z 的 意义 还 可 以 用 以 下 的 定义 来 说 明 . 命 G 表 一 域 ， 一 条 连 一 内 点 一 边界 点 的 
Jordan 弧 《 弧 上 其 他 的 点 全 是 6G 的 内 点 ) 称 为 G 的 一 切口 。 由 边界 点 到 边界 点 的 Jordan 
红 ( 弧 上 其 他 的 点 全 是 GG 的 内 点 ) 称 为 横 跨 切口 。 一 单 连 通 域 被 横 跨 切口 分 为 两 个 单 连通 

如 采 G 上 能 做 六 条 横 跨 团 口 而 仍 是 连通 的 ,但 任何 N 十 1 条 模 足 切口 把 G 分 为 不 连 
遥 的 部 分 , 则 连通 数 x 一 N 十 1. 


四 5 


第 六 章 解析 郴 数 


$1. 解析 函数 的 定义 


命 D 是 一 个 域 .1(x) 是 在 D 上 定义 的 单 值 连续 函数 ， 如 果 它 满足 下 列 三 种 (相互 等 
价 的 ) 条 件 之 一 , 则 称 为 解析 的 . 
{1) {Cauchy-Goursat). 
命 za 是 妈 的 内 点 , 常 有 一 数 1， 使 给 了 任 一 6 > 0, 存 在 5 之 0, 当 0 之 |zs 一 zo < 
时 ， 
! _ fz) — f(z0) 之 Es, (1 
则 了 Cz) 称 为 在 xz = zo 可 导 ， 这 就 是 第 三 章 $ 4 的 定义 .如 采 DD 的 任 一 内 点 都 有 此 性 质 、 
则 了 Cz) 称 为 在 马 内 解析 ,这 个 1 就 定义 为 fz) 在 x 的 微 商 ,用 了 (zo) 表 之 。 
《II) {Riemann). 
如 果 把 f(x)》 瑟 成 为 
2) = wrx, y) + ivr, ys 
若 ze 有 一 邻 域 ,其 中 x,v 是 有 一 阶 连续 偏 微 商 难 实 沪 数 , 而 且 适 合 Cauchy-Reimann 方程 
Ge De (2> 
Ox Oy Oy Ox 
则 f(x) 在 se 是 解析 的 . 
《II (Weierstrass), 
如 果 xz 有 一 邻 域 存在 , 在 其 中 (x) 可 以 展开 为 收 合 的 客 级 数 , 则 f(s) 在 su 总 是 解 
析 的 . 这 时 有 3 > 0， 使 
f(z) 一 an 十 etfz 一 ze) 十 az 一 2zo 关 十 
在 ]jz 一 sl 过 8 中 是 收敛 的 。 
由 第 三 章 $4 已 经 知道 , 定义 (ID 与 《IID 可 以 推出 (DD), 因此 现在 的 问题 在 于 由 (1》 
推出 (ID, (ID 来 .今后 说 “解析 ”二 字 是 定义 《DD 的 意义 。 
附 记 1: 育 数 
Ce) 一 zy 
在 * 轴 与 ?7 轴 上 部 等 于 0。 所 以 在 x 一 0 时 ， 


即 适合 Cauchy-Riemann 方程 ,但 在 > 一 0 时 , ftx) 并 没有 微 商 ,因为 
Ka Vlxy| 


多 x++iy” 
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命 x* 一 ar, y 一 pr、， 则 当 + 一 0 时 ， 
Vayl Vieel 
请 
并 不 是 同一 的 , 故 原 函数 并 不 解析 . 
这 说 明了 , 在 一 点 Cauchy-Riemann 方程 成 立 并 不 能 得 号 解析 性 , 因为 这 仅仅 代表 两 
个 方向 的 微 商 而 已 。 也 就 是 
sz) = fs) 
沿 着 两 个 互相 秒 直 的 方向 趋 于 同一 极限 并 不 足以 说 明 f(z) 的 解析 性 。 甚至 当 它 沿 所 有 
近 线 方向 都 趋 于 同一 极限 也 不 一 定 解 折 .、 例 如 : 
f(z) = XY Cw tiy) 当 z 关 0， 
| 2z2 十 9 
f(z) = 0,， 当 z= 二 0. 
不 难 证 明 , 当 < 沿 任 一 直线 焰 本 0, 常 有 
fmf 一 fC0) 0. 


如 


全 六 * 一 关 ， 则 
fs) 一 故 0) 多 
有 yy 
因此 fz) 在 = 一 0 时 不 解析 . 

限 记 2. 在 (1) 的 定义 中 ,如 果 假 定 了 了 (zx) 是 连续 冰 数 , 则 立即 可 以 推 得 (ID. 

附 记 3. 在 第 一 个 定义 中 , 原先 Cauchy 假定 的 jz) 的 连续 性 被 Goursat 证 明 是 不 
必要 的 ,人 们 当然 希望 定义 工 亦 有 相应 的 改进 果然，Looman-Menchoff 证 明了 如 下 的 责 
为 一 般 的 定理 ( 伍 本 书 不 予 证 明 ). 

令 w(x; 人 及 wx, y) 是 域 D 中 最 多 除了 一 个 可 数 集合 外 ,处 处 有 一 阶 偏 导数 的 实 卫 
数 , 且 在 DD 中 最 多 除了 一 个 测度 为 0 的 集合 外 ,处 多 名 有 

Ou _ Or On Or 
Ox Oy ” By Bx ” 
加 大 se 一 x《x, 9) 二 tiv(x,y) 是 口中 的 解析 时 数 . 


一 上 了 0. 
2 


$ 2. 一 些 几 何 概念 


着 x ya 二: 二 的 表示 一 条 Jordan 曲线 ， 为 了 沿 简 单 曲线 C 求 积 分 的 需 
要 ,我们 不 得 不 党 上 曲线 可 度 长 的 条 件 。 我 们 假定 x Cz) ,yx) 都 有 连续 向 商 , 有 f(z) 是 
(上 为 连续 蚌 数 , 则 


(1694 = | HD Fi OX iy Ca 
2 |. {ux — vy at 十 EE (uy’ + vr Ydt. 
在 第 一 卷 已 证 明 过 


» 7 了 TY 


< 对 工 。 


和 es 


这 儿 M 是 f(z) 在 C 上 的 最 大 值 ,而 工 是 C 的 长 度 . 

一 条 可 上 庶 长 的 简单 封 闵 曲线 称 为 围 道 。 为 了 方便 起 见 , 我 们 常 从 考 志 以 下 形式 的 时 
国道 C 入 手 . 假定 有 一 区 闻 《4,5), 当 4 二 x 过 5 时, x 二 x 交 C 于 二 点 (不 多 不 少 )， 
命定 为 Cx 与 (rz pz) 过 yx), 当 x 三 4， 及 x 之 5 时, + 二 * 与 C 无 交 反 . 
同样 有 一 区 间 Ca, 8), 当 a 过 二 8 时 ,yy 一 y 交 C 于 二 点 my 与 zy Ce < 
xz 7)， 而 当 六 一 及 yy 之 8 时, yy 一 yy 与 C 无 交点 . 国道 C 的 内 点 是 适合 于 4 反 
* 之 上 及 yx) 之 y 二 yx) 的 点 .不 在 C 内 和 C 上 的 点 称 为 C 的 外 点 .以 后 所 讲 的 简 
单 闭 于 道 就 是 指 这 样 的 国道 . 

如 果 C 与 C 是 两 个 这 样 的 简单 闭 国 道 , 而 有 一 让 或 多 眉 的 公共 弧 ， 并且 各 在 其 一 之 
外 .除了 公共 弛 ,得 一 区 域 C”.C” 的 内 部 是 由 5 及 C' 的 内 部 点 及 公共 边界 上 的 点 所 组 
成 ( 凡 属 JC 及 C’ 的 公共 外 点 的 聚 点 不 计 在 内 ， 参 看 图 30, 例如 cy 8). 


又 如 果 C" 的 所 有 内 点 也 是 C 的 内 点 ， 则 由 & 的 内 点 同时 又 是 C' 的 外 点 的 点 所 成 的 
集合 得 一 新 区 域 ， 例 如 : po 扫 |z] 委 R. 7y 0 所 转 的 区 域 , 又 把 此 区 域 对 实 轴 作 对 称 ， 
并 氛 去 从 一 R 到 一 p 一 段 实 轴 ， 因而 得 出 一 区 域 ,其 中 从 zx 一 p 到 z 一 RR 走 方向 相反 
的 两 次 。 


§3. Cauchy 定理 


定理 1 《Cauchy)、 命 C 表 一 力道 ， 假 定 f(x) 是 一 个 在 C 上 及 在 6 所 包含 区 二 维 域 

万 上 解析 的 单 值 的 函数 (定义 上, 则 
1 aa 一 0. CD 

这 几 欧 积分 是 沿 C 进行 的 . 

如 果 用 “定义 1?, 这 定理 是 容易 证 明 的 . 因为 

| flz)dz 一 1. Ka 十 fp)Cax + idy) 一 上 udrt 一 vady +i nay 十 vadx. 

由 Cauchy-Riemann 方程 可 知 wdr 一 vady 与 wdy 十 vadxr 者 是 确切 微分 。 可 得 定理 。 或 
用 Green 公式 和 Cauchy-Riemann 方程 可 得 定理 . 

特别 地 ,函数 az 十 5 有 连续 微 商 ,由 $1 附 记 2 可 知 它 的 实 、 虚 部 适合 Cauchy-Riemann 


了 8 人 


方程 .因此 
| ce 十 zz 一 0。 


Goursat 上 的 贡献 就 是 减弱 了 假定 ,也 就 是 不 再 要 求 f(z) 的 连续 人 性. 

他 先 从 定义 《DD 推出 1(2) 的 一 歌 可 微 性 ,也 就 是 : 

给 了 8 >> 0， 我 们 可 所 找到 5 盖 0 (8 与 无关), 使 |xz 一 x| 过 5 时 

[Fr — 12) 一 (一 zfke ela — zl. C2) 

这 儿 z 与 者 在 C 或 C 所 围绕 的 区 域 六 上 . 

似 万 霄 cc 与 已 的 点 芹 成 的 集合 ， 

竖 证 明 此 点 ,我们 用" 不 断 分 割 法 ?. 先 作 一 网 络 , 由 平行 于 *，y》 轴 ,距离 为 上 的 直线 
所 构成 , 它 把 平面 分 成 许多 方块 。 我们 取 其 中 与 DD 有 公共 内 点 的 那 绎 方块 .其 中 有 的 完 爹 
在 区 域 D 肉 的, 记 之 为 G1，。*…， Cx。 有 些 与 C 有 交点 的 ， 这些 方块 在 D 内 的 部 分 记 之 
为 D:，*-…, Dx， 如 此 则 


对 ~N 
万 一 >) C+ 2),D,. 
?=1 i=1 


在 这 样 分 割 之 后 ， 把 C1 ee Cus D,, 2 Dy 分 为 二 类 ， 一 类 是 对 其 中 所 有 的 2z 与 
z 当 [2 一 2 | 二 5 时 (6, 之 0 固定 ) 都 有 (2) 式 成 立 , 余 者 一 类 是 (2) 式 不 能 成 立 的 - 
把 第 二 类 的 区 域 平分 为 四 份 。 取 2 一 全， 如 果 仍 然 有 (2) 式 不 能 成 立 的 部 分 、 即 
其 中 存在 两 点 z, =。jz 一 x'| < 9， 使 (2) 式 不 成 立 , 则 再 四 分 , 继续 施行 ， 如 此 可 能 
进 有 二 : 其 -是 经 过 有 限 次 分 割 后 (2) 式 成 立 了 , 结论 已 经 获 证 ;不 然 , 有 一 些 一 个 套 一 
个 的 小 方 格 
Ri, R,, Rs, "Ss R,, en 


及 一 趋 于 9 的 正 数 串 5。 一 二 ， 使 (2) 不 成 立 ， 


这 些 方 格 趋 于 一 点 zs4。 册 假设 知 . 存在 m 盖 0 使 1z 一 sl 二 6 时 恒 有 C2) 式 成 
立 ， 但 当 # 充分 大 时 , 可 使 RR 完全 包含 于 |z 一 xj 天 5 内 及 5。 二 56， 这 是 与 假 没 相 
矛盾 的 ,因此 得 出 f(z) 的 一 致 可 微 性 ， 

附注 雇 上 实际 上 是 附带 证 明了 Heine-Bore! 定理 ， 熟 悉 该 定理 的 读者 可 直接 应 用 
之 (参阅 第 一 卷 一 分 册 第 四 章 $ 17.). 


现 来 证 明定 理 1. 利用 前 面 所 作 的 细 格 , 沿 每 个 cj， .….。cCuw 及 上 
D,,-……s Dw 的 边界 积分 . 记 相 应 的 边界 为 8c,… ,acu 及 Di。…， 
Dy, 则 D 4 


1 roes ~ 本 5 a PE > 1 fC. 


其 中 每 一 积分 都 是 正 向 藤 。 例如, 二 正方 形 4BCD 与 DCEF 有 一 公共 开 E 
边 CD， 在 第 一 正方 形 中 积分 由 D 到 C, 在 第 二 正方 形 中 积分 由 C 到 D， Ne 

内 此 沿 CD 的 积分 对 消 了 ， 因 此 ,在 以 上 的 积分 中 实际 只 有 C 的 部 分 ,其 他 添加 的 线段 的 
积分 都 消去 了 。 由 《2) 可知 


{fds = CD + 一 zaDlde 十 1 sdz 


PC 
其 中 ]$8(2)1 所 81s 一 可. 癌 是 Co 中 一 定点 .函数 
fCz0) 十 《z 一 20)f Cz0) 
是 = 的 线性 函数 , 故 有 连续 微 商 ， 因 此 :由 本 节 开 始 已 经 证 明了 


| CD + 2 ~ sDf CDs = 0, 
| [GD + Ce — sD CD1as —0. 
.aDk 


又 在 Cm 中 1z 一 | 乏 MV21。 Us 是 小 四 边 形 Cs 的 边 长 )， 


| ptyads | < 去 . a 2 1 Le 
OCrm | 
Bl 


由 fedz| < sw20 41。 
又 Di [内 周 界 长 度 不 超过 4i 十 5S,， 这 儿 S。 是 也 ,与 C 的 公共 部 分 ,所 以 


< ev 21C41l, + S。)。 


对 一 切 的 711,72 求 积 
| fd)| < 4V3e (Sat Da)+eV215 5,, C3) 
这 几 
(D+ ER) SG— Po. 
而 >),So 一 C 的 长 度 . 
因此 (3) 的 右边 小 于 = 的 常数 倍 , 而 左边 与 8 无 关 , 因 得 定理 . 
六 记 1， 凡是 可 饭 切 开 成 为 若干 个 简单 闭 围 道 所 范围 的 区 域 的 区 域 , Cauchy 定理 也 
是 正确 的 , 沿 切 开 处 积分 来 回 抵消 ， 故 得 定理 . 
附 记 2， 在 C 上 关于 f(x) 的 条 件 可 以 碱 弱 ， 即 只 需要 f(x) 在 D 内 部 解析 , 在 
五 一刀 + C 上 连续 , 园 为 如 果 f(z) 在 DD 上 连续 , 则 
时 | fa 一 lim | Ca, 
这 上 万 C' 是 C 内 的 国道 ,而且 C ~> C， 我 们 不 在 此 具体 说 明了 ， 
思 著 性 问题 : 用 单位 贺 为 想象 出 发 点 ,是 否 需 要 帮 <) 在 C 上 连续 ? 


二 二 


多 
本 33 图 34 


定理 2。 在 定理 1 的 假定 下 , 沿 任何 DP 内 曲线 由 x 到 *， 范 数 
F(z) 一 i fw dw 
是 单 值 的 ,解析 的 . 
证 . 首先 , 如 果 吕 内 有 两 条 曲线 由 zo 到 x, 此 二 蜗 线 合成 一 闭 围 道 , 因而 得 出 F(x) 
是 单 值 的 。 其 次 
F(z 十 3z)》 一 站 Cs) 一 (few). 
因此 


0 
Oz Bs 4 


由 连续 性 ,对 任 一 s>0. 有 8>0 存在 ,使 ]w 一 x| <5 时 有 
[wy — f(z2), < 8。 
如 此 则 当 18z| 过 8 时 


- Ke] | < 


F(z + 6z) 一 F(z) 
SZ 
即 得 严 Ax) 是 解析 的 ,而且 其 微 商 等 于 f(x)， 
F(z) 称 为 1(z) 的 不 定 积分 ， 
不 难 证 明 : 如 果 Gz) 一 fz)， 则 与 G 相 差 一 常数 ,也 不 难 证 明 


( fw)aw = G65) 一 Geo 


$4. 解析 函数 的 微 商 


命 (x) 在 一 简单 闭 围 道 C 上 及 其 已 内 解析 . 命 z 是 C 内 的 一 定点 ,考虑 函数 
Hw) 
wz 
合 除 w 守 z 这 一 点 外 , 这 函数 是 解析 的 . 在 w 一 x 附近 取 一 小 圆 。 其 半径 为 e, 并 取 
2 充分 小 ;使 js 一 | 二 p 含 在 D 内 , 且 
[Kw) 一 fz)| = > 


(DA 


| Hw) dw 一 | Hw). dw 


Cw FM 


用 术 此 图 之 加 有 周 , 则 
即 


条 
| Fw) tt = ftz) | A 十 | ja) 一 大 2 dw 
rwy—z r 


"2% Ww 2% 


我 们 刷 极 坐 奈 
tw =pe, OKO0RK2x 


»* SI os 


直接 算出 


a ix foe'dd0 
(. > 过 - | 0 二 xt 
及 
1 人 
| Jr 型 一 了 | 让 
因此 
| 了 了 dw 一 2rij(2) < 2x8. 
Cw— 
态 方 与 8 开关 ,因此 得 公式 
1 人 大 iD yz 
2xcf 1 tO 一 2 ee 


这 是 有 名 的 Cauchy 积分 公式 , 即 由 (x) 在 周 界 上 的 值 来 推出 f(z) 在 周 界 内 的 沙 数 值 ， 
实质 上 ,只 须 假定 1{z) 贝 内 趋 于 C 时 连续 也 就 能 了 . 
再 由 
fz + 4) fs] _ -去 人 一 一 0) dd ee C2) 
《zs 在 刀 内 :; 取 到 Sa z 十 也 在 DD 内 ), 由 
| fw)aw -| fCw aw 一 0 《37 
c{《 az 一定 fa 一 过 一 下 ) cw— 2 c (wo— sw—s— 1) 
在 C 上 |Ka)| 委 邓 . 由 7 到 C 的 最 短 距 腐 6， 命 工 表 C 的 长 度 , 则 得 当 1#| 6 时 
: 基色 ?人 tv 运 ML 
| 66 — |4]) 
当 8#| ~>0 时 ,右边 有 界 ,因此 ,由 (2) 及 (3) 得 


) ol _ fw) 
Se 2 | {1 一 A 


这 是 Cz) 的 Cauchy 公式 ， 
三 用 局 样 的 方法 ,从 
st f(s) _1 2m — 22 一 卢 4 
2 | 到 一 避 ) 式 了 一 各 一 Py 人 


而 推 得 
A a 2zrf | es 
弛 六 (=) 是 存在 的 。 因 而 解析 通 数 的 特点 是 假定 了 "可 微 性 ?而 可 推出 高 除 可 向 性 . 因此 
队 定 义 《1) 可 这 推出 定义 (1) 来 ， 
继续 进行 , 1(z) 有 各 阶 徽 商 , 得 
fx) 一 | fe dy 


2x7 de Cw -rt 
习题 1， 假定 在 以 4 为 中 心 以 > 为 半径 的 圆周 上 及 加 内 fs)》 是 解析 的 ; 则 


|f Cay] ee 人 


dw, 


ss BZ wm 


这 几 对 是 |f(z) | 在 贺 商 上 的 最 大 值 . 
习题 2 恨 定 f(z) ee 2 f(z) 关 0 时 


iog |f(2)| 一 0， 


Oz 2 
而 且 除 1(2) 一 0 或 (zx) 一 0 的 z ee 
5 1 人 2 | > 0。 


$ 5. Taylor 级 数 


上 和 节 已 经 证 明和 任何 一 个 解析 函数 都 有 各 阶 微 商 ,现在 进一步 证 明 : 
假定 f(x) 在 一 简单 闭 曲 线 C 上 及 其 内 部 解析 , 命 a 又 是 一 内 点 及 5 是 4 到 C 上 最 短 
谍 离 , 则 当 js 一 sj 二 6 时 ,有 政 敛 级 数 


fo) = Ha) + C2 一 afCa) + 十 ee) + 

还 是 从 Cauchy 积分 公式 出 发 ， 
1(z) 一 
这 上 几 了 是 以 为 中 心 ; 以 民 去 2 为 半径 的 圆 ， 这 公式 当 jz 一 4| 二 p 时 成 立 。 


外 于 人 在 TT 上 
1 I Ee ra Cd ee 


wo—z% wo—a (wa) Cw 一 a)*T 


是 一 个 一 致 收敛 的 级 数 ,所 以 可 以 乘 以 长 < 而 沿 通 线 工 逐 项 求 积 分 ,如 此 得 出 : 


| SE 


rw—2 


fo 一 二 | 2 WN | we 


2mf Jr 了 一 区 r{w—a 
下 和 二 人 = 
2 Cw 一 a)"+! 


出 于 ?可 尾 意 接近 于 5, 这 就 是 所 需要 的 公式 了 . 

这 说 月 从 定义 (D 世 可 以 推 再 定义 QID 来 ， 因而 定义 (D, {ID, QUID 是 相互 等 价 
前] 

与 实 变数 的 Taylor 展 式 有 一 个 极 重要 的 不 同 点 ， 就 是 在 碍 究 实 变数 函数 的 Taylor 
展 式 时 , 总 是 展 得 ”项 , 然后 看 其 余 项 是 否 随 * 趋 于 0。 在 复 变 数 函 数 研究 时 ,其余 项 趋 
近 于 0 可 由 解析 性 自然 推 得 , 级 数 的 收敛 圆 半 人 径 的 决定 依赖 于 解 李 性。 从 如 Pr 是 最 大 的 
正 数 ,使 在 jz 一 ai 二 p 内 其 gz) 解析 , 则 fC) 在 x 一 4 处 的 Taylor 展 式 的 收效 半径 是 
A 例如 : 国 数 

1 Ee ES | po 
re 和 

在 z 一 土 : 处 不 解析 ， 基 此 ,在 原点 展 式 的 玫 合 半径 等 二 1。 但 作为 实 函 数 来 说 , 我 们 看 
不 出 为 什么 败 钱 范围 应 当 是 一 1 二 x < 二 1 的 道理 , 


ss B83 。 


附 记 。 以 上 的 一 切 讨 论 都 不 需要 假定 1(x) 在 C 上 是 解析 的 , 而 仅 需 要 f(z) 在 C 上 
更 深刻 些 , 如 果 f(z) 在 C 上 是 可 积 函 数 pCw), 则 照样 可 以 定义 Cauchy 型 积分 
A Le) gw, 


Dat -0 to 
这 在 C 内 是 一 个 解析 咒 数 ,并 且 有 Taylor 展 式 . 
习题 (Morera》 (Cauchy 积分 定理 之 逆 定 理 ). 
命 D 是 一 域 ,在 共 d! f(z) 是 x 的 连续 暗 数 ,并 且 过 D 内 的 任 一 闭 图 道 


| f(s) dz 
恒 等 于 0, 则 了 (z) 在 DD 内 解析. 
提示 : 海上 处 
F(z) 一 下 1(w)aw, 
: 
E+ Fj) ott) (Co 一 Ka)aw， 


推 得 F(z) 解析 , 因 之 , f(z) 解析 . 
§ 6. Weierstrass 重 级 数 定理 


定理 1. 命 C 为 一 简单 闭 曲线 , PD 是 C 的 内 点 所 称 成 的 域 ，{j(z)] 是 一 个 函数 贯 ， 
在 二 D+C 上 解析 ,并 且 假 定 在 C 上 
之 fuCz) (C1) 


一 致 收敛, 则 级 数 (1) 在 了 上 一 致 收敛 ,而 且 其 和 是 如 内 的 解析 函数 . 
在 C 上 , 命 


0 = CD， 
则 于 -人 -Ge zs 是 局内 的 一 个 解析 函数 , 仍 以 @Cw) 表 之 ， 命 。 为 D 内 的 任 一 点 


了 区 名 
oD) — | 区 1 | - 生 - 


2x¢ 下 一 让 
-i; 


(出 二 在 c 上 一 是 有 界 函数 ， 所 以 在 Cc 上 光 了 es 也 是 一 臻 收敛 的 。 因此 可 以 逐 
从 一 个 


号 -一人 


项 积分 . ) 引见 在 鳌 个 内 
5 hw) = Pw). C2) 


现 证 > 九 (5) 在 万 一 臻 收敛。 由 假设 知 当 = 充分 大 时 ,对 任 -- 正 整数 m, 在 C 上 有 

[| 空 大 =) 

由 极 大 模 原理 知 在 整个 本 上 , (3) 亦 成 立 ,定理 全 部 证 完 . 
定理 2. 命 


< 到 E。 《3 


hts) 3 faCz), 是 记过 潭 六 (2 3 
是 域 马 内 的 解析 函数 贯 , 且 级 数 


> faC2) 
在 DD 内 的 任 一 闭 驻 域 D' 上 …- 致 收敛 , 则 
1(2) 一 2) 1a(7) 
由 二 了 


在 口内 是 解析 的 , 且 可 逐 项 求 名 级 微 商 . 
命 C 是 DD 内 的 任 一 篇 单 闭 曲 线 , 我 们 先 证 明 


1 一 元 | Ew, (4) 
Doct Cw 2 
由 
yf Ce 
AAP 
可 知 


1 — DD Dt aw. 


a Lat -5 Ww—% 


由 豚 数 的 一 致 收 全 性 , 乘 以 一 二 一 及 逐 项 积分 可 得 
5) fCw) 
i saw A 
f(s) 2xzrt |, tO 一 2 Se 2 | Wo—3 Ns 


即 得 (42 式 ， 
从 (4) 式 不 难 扒 出 f(z) 有 微 商 f(z), 而 且 
Cs) 一 | J dw 
i 


xt de (woO— ss) 


因此 六 z) 是 解析 的 . 
又 由 -一 致 收敛 性 可 知 


| KO wt Dh 


2xi dc Cw — 2) Cw 一 ey 


-Dt A aw ~ Ds), 
《 m=1 


< wo— sg) 
人 此 级 数 可 以 逐 项 微分 ， 又 经 微分 后 的 级 数 仍 然 在 刀 内 的 任 一 团 区 域 上 一 致 收效 ， 原 因 


» B53 w 


是 : 如 果 D' 是 这 样 的 一 个 闭 域 , 则 可 以 假定 曲线 C 包含 D' 在 其 内 部 , 命 5 等 于 D' 与 C 
的 最 短 距 离 , 则 对 D' 中 任 一 点 z 


DY 162) 
4 二 N 


Se 3 dw __ 
ID fw) (Cw 一生 
这 儿 i 是 曲线 C 的 长 度 , s 是 隔 数 


5 


2 2x62" 


| 于 po)| 
| 
在 C 上 的 最 大 值 ,这 与 < 无 关 , 而 且 当 N,N’ -> co 时 趋 于 0, 故 得 结论 . 
再 从 > 所 (x) 出发, 证明 
n=1 
f(s) 一 DFC) 
的 一 致 收敛 性, 续 行 ,得 一 般 的 结果 ， 
附 记 1. 与 实 变数 不 同 之 点 是 。 对 实 变 数 函 数 的 级 数 逐 项 求 微分 的 条 件 中 还 要 加 上 
微分 所 得 的 级 数 一 致 收敛 
附 记 2. 定理 1 的 结论 不 能 改 为 “在 C 上 及 C 内 解析 ”, 例 子 是 
Ha) 一 全 三 


生 |z| 委 1 上 一 致 收敛 ,但 在 = 一 上 并非 解析 ,其 不 丙 是 
f (2) 一 一 log(1 一 xD)7x。 
又 


起 太一 1 
< 


Ce 


在 |z| 二 1 上 并 不 一 致 收 伊 . 
附 记 3. 定理 1 中 如 果 C 不 是 封闭 的 ， 我 们 并 不 能 推出 逐 项 求 微 商 的 可 能 性 ( 参 券 习 
题 2). 
附 记 4. 换 成 贰 的 形式 : 如 只 f(z) 是 一 在 C 上 及 万 内 的 解析 衣 数 贰 ,并 且 在 C 上 一 
致 收敛 , 则 刀 (z) 在 C 内 一 致 收 伍 于 一 个 解析 函数 fz), 而 且 内 {2) 一 致 收 你 于 站 (sz). 
习题 1. 在 R(s) 之 1 时 ,级 数 
E00) = Dr 
下 化: 而 及 
SA) 一 《一 1 3 log* 7 
习题 2. 定 出 级 数 
Nl Snns 
和 1 Dr 
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表 一 解析 讽 数 的 区 域 。 这 闭 数 在 实 线 息 上 一 致 收 你 ， 但 其 微 商 在 x 一 《2m 十 1)x 的 附 
这 不 致 收 笋 ,而 二 阶 向 商 不 收敛 ， 
习题 3. 级 数 
2 ee 
在 实 轴 上 一 致 收 敛 , 但 在 xz 平面 上 没有 一 个 域 在 其 中 这 级 数 一 致 收敛 。 
习 症 4. 用 Morera 定理 推出 定理 2 来 . 
提示 : 由 


{fav = {fd =0 


前 二 工 


推出 f(z) 的 解析 性 来 . 
习题 5 仍然 有 定理 1 或 2 的 假定 ,并 设 z 是 一 内 点 ,把 f(z) 在 z 展开 为 寡 级 数 


faz) a > dmal 2 一 20)™, 


则 | 
1 一己 fj DHOIEL ED 
《这 是 重 级 数 定理 命名 之 由 来 . ) 


$ 7. 由 积分 定义 解析 少数 


定理 1. 命 f(z, w) 表 复 变数 z, w 的 连续 消 数 ,其 活动 范围 是 * 在 一 域 D 之 上 , w 
在 一 有 界 光 滑 曲 线 C 上 ,对 C 的 每 一 点 mw， 1C(z, ww) 是 < 在 忆 内 的 解析 函数 , 则 
F(z2) 一 上 f(s, w ar, 
在 内 定义 - -解析 函数 ,人 而且 
5 1 Of a 
F (2) 上 Oz ps 
起 阶 和 党 高 岂 有 相仿 的 结果 。 
证 . 假定 C 是 由 
wid, Hv 
所 确定 的 , x (7) , v'(#z) 是 连续 的 . 
在 DD 内 作 一 - 围 道 T 了 ,zz 一 x+ 十 yi x 一 zy 一 0 ws (0) = x(1), 
yso) 和 ue x{s), y() 连续 , 则 对 了 内 任 -一 战 “> 常 有 
fC, 0) 一 于 人 ar， 


| 
因此 


F{E) =- 二 | du | ea. 


如 


交换 积分 号 (这 是 可 能 的 ,因为 它 可 以 表 成 实 形式 
人 ar [oCs, 2) 十 zf 2)] de, 
中 ,出 契 连 续 省 数 , 故 可 交换 积分 号 ) ,得 
ld sav mL Fy, 

PO) 一 | Ke， 2 re 
民 ] Fx) 适合 上 Cauchy 积分 公式 . 四 此 可 证 F(z) 是 解析 的 ,而 且 可 以 在 积分 号 下 求 微 
分 ， 

例 1. 如 果 f(#) 在 ta, 2) 中 是 一 个 连续 函数 , 则 在 全 平面 上 


五 (gs 一 cosztf(i) dt, Gtzl) 一 人 sin 2¢f (2) ds 


是 z 的 解析 隔 数 ， 
了 遂 数 


[La 


oz 
是 解 拍 阔 数 ,但 除去 z 是 (a, 5) 间 的 实数 的 情况 。 
避 串 1， 试 月 Morera 定理 证 定理 1. 
定理 2.。 如 果 曲 线 C 趋向 无 穷 ,但 积分 
| Ke ow RK | SE dw sl,2, 
C c Dz” 
一 致 疏 合 , 则 以 上 的 结果 仍然 正确 ， 
证 . 命 ,是 C 在 加 |z| 委 = 内 的 部 分 , 则 
Pa 一 | fs, w)aw, 
则 对 任 一 x,， F(z) 是 解析 函数 ,又 当 > 一 co ，Fw(s) 一 致 趋 于 F(z), 所 以 F(x) 也 是 解 
析 的 .最 后 
i . J» - Df Of 
F'(x) 一 lim F’(z) = lim | 0 = 上 Br 
司法 可 以 处 理 D 为 光 界 域 的 情人 碗 ,但 必须 保证 收 人 第 的 一 至 性 ， 
例 1. 顶 数 
Ls) =— | erwr-igw 
当 Rz 一 0 上 叶 表 一 解析 函数 . 
角 2. 在 哪些 范围 内 
' cadto。 人 sin ww diw, . Costw oy 
[9 -0 了 0 gw” 
起 解 折 玄 数 ?2 
§8. Laurent 级 数 
定理 1. 令 f(x) 是 在 一 个 环形 区 域 上 单 值 的 解析 了 泛 数 ,这 个 环 的 边界 是 以 。 为 中 心 、 
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以 RR 及 RCR < R》 为 半径 的 区 CC 及 C' 所 组 成 的 , 则 f(z)》 可 以 展 丹 为 x 一 a 的 正 : 人 页 
方 次 的 级 数 , 这 级 数 在 环形 区 域内 收敛 . 

证 ， 令 > 表 还 内 的 一 点 , 作 积 分 
二 | fw) gy 


2xf ) 纪 一 了 
这 积分 先 正 向 绕 C 一 周 , 再 沿 : 一 半径 到 内 圆 C', 绕 C” 反 向 一 周 . 而 沿 半径 问 到 原 出 发 点 ， 
由 于 少数 是 单 值 的 ,经 过 半径 两 次 的 积分 消去 ,因此 得 : 
NAH) (fw) 
1 2 上 WwW 90 2x1 | 红 一 芋 
现在 两 积分 都 是 正 向 的 了 . 
易 见 


Se PE 


a € (ew a La 


另 一 方面 , 当 we C ， 则 有 一 致 收敛 的 展开 式 


+ 
故 
一 二 人 攻 2 oo 一 一 一 Ke)ew 荆 - 
LC WW ZZ—a 2a 2c 
二 (s 本 上 (wo— a fw dw 二 一 QZ 二 
此 处 


a-s = | , {ww — qf (ww) aw, 
2xt 6 


因此 得 到 Laurent 展 式 


此 处 
a — | La, 2 二 0, 土 1, 土 2-…， 


2xi 4 (1w Oo a) 
这 肯 积 分 是 沿 环 内 任 一 绕 圆 心 的 国道 进行 的 . 
显而易见 ，x 一 a 正 寡 各 项 所 成 的 级 数 , 当 lz 一 中 到 届时 收敛 ;而 负 需 各 项 所 成 
的 级 数 : 当 |z 一 a| > R 时 收敛 . 
与 Fourier 级 数 联合 起 来 看 ,问题 更 为 清楚 (不 妨 假 定 a 一 0): 
在 单位 圆周 诗 有 Fourisr 级 数 
(0) 一 >) one", 


训 三 一 反 


一 般 有 , 令 
则 
在 贺 1z] 过 R 内 收敛 :而 


由 
>, ey 


rm 二 1 


在 如 |zj > R” 外 收敛 . 如 果 R' 二 尺 ， 则 在 R' < 1z] < RR 中 有 解析 函数 
S AnT 


玉 去 一 如 


例 工 . 
Ce 到 二 人 Se 


吾 三 一色 


1 is 
i | eitcsing—n0 90, 
v 


s+ ad 
22 Hn 
拯 王 一 友 
这 儿 
1 
Pa ( soitesin gr 0)—n6 
hw 一 二 eClco0t coss OHitesin Ot cosO)—n a6. 
21xc™ v0 


$9. 老 点 ,极点 


定义 1。 如 果 f(z) 在 = 一 a 解析 ,而 展开 式 为 


Hz) 一 2 aslz — a)", 


# 二 D 
如 果 mm 一 和 一 一 ao- 一 0 而 sw 天 0， 则 xz 一 2 称 为 1(2) 的 一 个 严重 零点 ; 1 十 
零点 称 为 单 零点 . 
定理 1。 零点 是 孤立 的 ， 也 就 是 ,如 果 a 是 一 解析 疼 数 f(x)( 闫 0) 的 零 抬 ,而且 在 
z 的 一 分 域内 态 s) 解析 , 则 有 一 pi >>0 存在 , 在 加 |3 一 4] 和 5 中 不 再 有 大 o 的 零 
证 . 不妨 假 定 a = 0。 假定 


es PS 


se 90 * 


十 下 7 车 


如 果 全 部 系数 as 一 0， 则 1(2) 二 0, 今 假定 有 一 一 a 一 0, 而 a4 天 0， 则 
f(z2) = ztlart arHz 十 … ), (jz| < R). 
令 0<p< 尺 则 级 数 当 > 一 5 时 收敛 ,因此 4,p* 有 界 ,: 即 有 天 使 1aslp" 天天， 因此 


1 > |z1? (la Es tL -< …) 
A 
一 |x He 一 二 
当 
0 一 |z| < 一 a | 
3 


夺 ，1f(z)1 0， 故 得 所 证 ， 
由 此 推 得 : 
(i) 如果 f(z) 在 DD 内 的 一 小 块 域内 或 一 个 过 续 曲 线段 上 为 0, 则 jz) 宇 0. 
(i) 如果 f(z) 在 域 刀 内 解析 ,如果 zs za sa- 是 -点 集 以 2 为 其 极限 点 ,而 
2 是 刀 的 内 成, 如 果 藉 s 昌 一 0 一 1 2 由 所 <) 王 0. 
GD) 如 下 天 2) ,。g《z) 部 在 忆 内 解 本 ,而 且 
H(z) 一 Sci)， i= 1,2,."*, 
而 zi; 一 5 是 只 的 内 点 , 则 fz) 二 g(s). 
令 a 是 7(z) 的 及 重 零 点 ,如 此 
fl2) 一 (〔z 一 人 ， 
而 二 有 wv, 在 jz 一 中 < 和 po 中 g(x) 无 零 值 :因此 一 一 二 5 在 |z 一 4a] < 内 是 解析 的 ， 欠 
此 
1 
机 pe ee -]， 如 天 0. 
定义 .如果 4(z) 在 zs 二 a 的 一 个 分 域 解 析 , 但 xz 一 < 除外 ,而 且 : 
lm (zxzC— a)*A(2) 二 CZ 0， 


则 z 呈 a 称 为 h(s) 的 有 重 极点 . 1 重 极点 称 为 单 极点 。 因 此 ,如 果 f(x) 以 上 为 下 重 堆 
点 , 则 es 4 为 其 纪 重 极点 ,反之 亦 真 . 
例 1,， 通 数 sin z 在 zz 一 0， 十， 士 2r， 本 处 有 一 阶 零点 ,而 无 其 他 零点 
由 
| sin Cr 二 27)| 一 Vsinx 十 sinhiy = 0, 
可 知 必 须 
sinhy 一 sinx =—=0, By=0 及 > 一 0 士 r， 士 2r， "…"， 


也 
cos2 = 一 Sin -一 一 3) 
2 


所 以 在 “一 土 二 ,十 三 =， :… 处 有 -一 阶 零点 ,而 无 其 他 零点 . 


又 


ea 9 。 


例 2 ctgg 与 cscz 在 > 一 0, 十 rr, 土 2z, -处 有 一 阶 极点 ， tgz 与 sccy 在 >* 一 土 
土 羡 =。… ' 处 有 一 阶 极点 ,而 无 其 他 极点 . 


习题 1. 求 
1 1 
sin z 士 sng” cosz+ cosa 
航 极 点 ， 
习题 2. cos*? 有 一 个 二 重 极 点 及 无 穷 个 单 极点 ， 
习题 3. 如 果 f(x) ,g(x) 都 是 忆 内 的 解析 函数 ， 而 f(z)g(z) 三 90, 则 Hz) = 二 0 或 
gs) = 0. 


$10. 孤 让 再 成 


假定 f(z) 在 一 点 < 的 邻 域 内 解析 ,但 z 一 4 人 除 外 ,这 样 的 点 称 为 fCz) 的 孤立 奇 点 。 
假定 了 (z) 是 单 值 的 , 则 由 $7 有 Laurent 展开 式 : 


f(z) 一 >) do(z 一 4) 十 bs CO—a)*, 0 一 jz 一 ea 一 有 R. 


有 三 种 可 能 性 : 

(i) 所 有 的 5 都 等 于 0, 如 果 我 们 定义 Ke) 一 az， 则 Hz) 在 zz 一? 处 解析 . 

(ii》 如果 只 有 有 限 项 8 不 等 于 0, 令 名 天 0，bot 一 一 各 一 :一 0， 则 
(z 一 9)”j(z) 在 该 点 分 域内 解析 , 即 a 是 f(z) 的 一 个 六 重 极点 。 而 


bp blz a)" 
称 为 f(z) 在 此 极点 s 一 a 的 主要 部 分 ,显然 有 
lim f(z) = co。 lim 《z 一 4)"f{z) 一 bm. 
《ii》 有 无穷 个 加 关 0， 这 样 的 s 点 称 为 f(z) 的 本 质 硒 点 ;而 


2 blz 本 GD 
称 为 f(z) 在 本 质 奇 点 4 的 主要 部 分 。 关 于 本 质 奇 点 有 以 下 的 著名 定理 、 
定理 1 (Weierstrass)。 设 a 为 f(s) 的 本 质 奇 点 ,给 与 任 二 正 数 pop, 及 任 一 复数 CC， 
在 贺 jz 一 a| 二 p 中 有 一 x 使 
ifC(z) 一 和 天 ea 
换言之 , 给 了 任 一 复数 C, 我 们 可 以 找到 一 个 座 : #41, ze， 以 < 为 极限 ， 布 
且 
limf(z") a C. 
定理 中 并 不 排斥 C 一 oo 的 情况 ,但 结论 改变 为 : 在 贺 lz 一 a| 二 p 有 zx 使 


~ 1 
jf(2) | > EE 


» 92 «. 


I | 


证 ，1) 我 们 先 证 明 C 一 oo 的 情况 , 如 果 结 论 不 正确 , 则 有 p 盖 0， 及 -一 正 数 邓 ， 
使 得 在 jz 一直 一 时 
lf(s)! EM. 
以 a 为 心 在 jz 一 a| <。 内 作 一 加 C" 
lsd = | Co aK)aw| < MR”. 


这 几 R' 为 C' 的 半径 ,六 可 以 取 为 任意 小 的 正 数 ， 因 此 对 任 一 正 整 数 4, 常 有 5 一 0， 
这 是 与 假定 相 违 背 的 . 

2) 考 虚 任 一 5， 如 果 在 任 一 圆 |z 一 “| 一 内 ,fCx) 一 C 有 零点 , 那 就 不 必 证 明 
了 ， 不 然 取 2 使 f(x) 一 C 在 jz 一 4| < 二 p 中 无 零点 ， 则 在 |z 一 sa| 二 p 内 除 z 一 4 
外 ,函数 


a、 
A TF 


是 解析 的 ,因此 z 二 a 也 是 中 (z) 的 本 质 否 点 。 因 为 , 如 果 在 > 一 a。，gtz) 解析 或 为 极 
点 , 则 
1 
中 (z) 
最 多 可 能 有 极点 ,而 z 一 a 不 能 是 f(z) 的 本 质 奇 点 . 
由 1) 可知 在 |z 一 sl 二 p 中 有 = 使 


|$tx) | > 二 
& 


flz) 一 十 C 


郧 
|f(z) 一 和 < 8. 
Weierstrass 定理 明确 地 刻 划 出 极点 与 本 质 奇 点 的 差异 、 由 此 定理 引出 了 一 系列 的 研 
究 工作 ,我 们 将 在 本 抽 第 十 三 \ 十 四 章 中 谈 及 . 
例 1.， 函数 


都 在 x 一 0 处 有 孤立 本 质 奇 点 . 
例 ?，cxe 寺 在 > 一 圭一 士 1, 主 2，.…) 处 有 极点 ,而 "是 二 的 极限 ， 因此 
为 非 孤 立 奇 点 ,我 们 有 时 也 称 之 为 本 质 奇 点 . 
例 3， 考 虑 w==c。*, 如 果 w 天 0， 则 


全 
名 


即 有 无 穷 个 z 使 o 一 w， 另 一 方面 
1 


Him e 
p+ 


一 0。 


3 @ 


5$ 311. 无 穷 远 点 的 解析 性 


g(w) 一 故土 ) 在 w 一 0 处 的 性 质 ,定义 为 f(z) 在 = 一 oo 处 的 性 质 . 


例如 : 天数 
1 


f(s) zs2” 2 十 ag 十 


梁 无 穷 远 点 为 其 二 十 零点 ,而 
2 十 gz 十 如 
专 丈 穷 远 点 为 其 三 重 极点 ,又 如 ex 以 巨 穷 远 点 为 其 本 质 奇 点 . 
定理 1. 包括 无 穷 远 点 在 内 处 处 解析 的 通 数 是 一 常数 ， 
证 。 作 Laurent 表达 式 


flz) 一 4o2n 十 > bg 
n=0 其 二 1 


出 于 zx 一 0 处 解析 ,所 以 名 一 0 又 由 于 在 z 一 co 处 解析 ,所 以 as 一 0C 之 0). 

定理 2. 除 极 点 以 外 无 其 他 背 点 的 涵 数 是 有 理沙 数 , 并 且 反 之 亦 真 . 

首先 ,说 组 只 有 有 限 个 极点 ,不 然 , 这 些 极 点 一 定 有 一 个 极限 点 , 有 限 或 无 穷 , 对 这 样 
的 极限 点 ,函数 既 不 能 解析 ,又 不 能 是 极点 ,与 假定 相 违 背 . 

假定 

a, 6b,"*", 
是 f(z) 的 oc, 6,"…,* 重 极 点 , 则 
gz) = fa) Cs Co a) ls A 

是 一 个 处 处 解析 的 函数 ,但 ee 可 能 除外 ,在 o 处 可 能 有 一 极点 , 故 


gCz) 一 >)，asx"。 
坟 二 避 


i 


sw 


由 下 (二 ) 在 w 一 0 只 能 有 一 极点 ,因此 gs) 是 一 多 项 式 ,因而 f(x) 是 二 多 项 式 之 


.高 , 即 有 理 通 数 ， 
逆 定 理 部 分 是 显然 不 待 证 明 的 . 
但 可 以 说 明 得 具体 些 ,如 果 一 个 有 理 孔 数 表 成 为 


Ne Plz) 
f(z) OO 


这 几 P(z) 与 BCe) 是 无 公 因 子 的 二 多 项 式 , 在 有 限 平面 上 1(z) 的 零点 个 数 等 于 PLz) 的 
次 数 =(! 重 堆 点 年 为 了 个 零点 计算 ), 1(z) 的 极点 数 等 于 8(x) 的 次 数 m; oo 点 是 12) 
的 # 一 m 重 极点 (如 果 # 之 zz)， 或 是 m 一 n 重 的 零点 (如 果 m 记 +). 

对 复 平面 上 每 一 点 4 可 定义 一 个 整数 !(a) 


号 94 "» 


z， 如 果 f(z) 以 = 为 # 重 零点 ， 
i(a) 二 0， 如 果 f(x) 六 0，co， 
一 和 。 如 果 fiz) 以 4 为 ss 重 极点 . 
则 有 理 函 数 有 次 之 性 质 
Bil(a) = 0, 
这 和 号 中 a 过 所 有 的 复数 ,包括 % 在 内 . 
定理 3 (Liouville)。 一 防 数 在 平面 的 有 限 部 分 处 处 解析 ,而 且 一 臻 有 界 ， 则 它 是 一 党 
数 . 
证 。 无穷 远 点 只 可 能 是 一 孤立 奇 点 但 有 界 , 所 以 函数 在 无 穷 远 点 也 是 解析 的 ,应 时 
宕 理 1, 立 得 证 本。 
极 易 推广 为 
定理 4. 如 果 在 所 有 的 有 限 点 , f(z) 是 解析 的 ,而 且 
Fa = Olzi*, 1z| 一 co， 
则 (xz) 是 一 个 多 项 式 , 其 次 数 所 久 . 


§ 12，Cauchy 不 等 起 


定理 1. 仿 
Hs Sa, lel, 


及 Mr) 表 !f(z)| 在 圆周 1z1 一 rfr 过 R) 上 的 最 大 值 : 则 
jlr” MC), n=0, 下 


证 ,由 
ey {C2) 
ee zf z? tL a 
可 以 推出 
jz。] 之 M({r) 


Ld 


r+ 


定理 2, 令 4(r) 是 Ri(z) 在 圆周 1z| 一 rlr 二 R)〉 上 的 最 大 值 , 则 
Jaolr” < max (4ACr), 0) 一 2R1(0), n=™=0,1,2,**°。 
证 。 令 汪 一 re*, 2u 一 Cn 十 Bay 及 


1 ~ Tan = ulr, 6) + io(r, 0), 
pu 
u(r , 0) > 人 
这 千 级 数 是 -一 致 收敛 的 , 乘 以 cosn6 与 sin n6 而 求 积分 得 
二 | uCr。6) cosn0d0 一 aurs， 


DO93 ww 


2 
| u(r, 0) sinnOdO = purr, n> 0, 
KE J0 


及 
1 x 
pn [ ulr, 0)a0 On 
开 
故 
gafr 一 【as 十 向 ,rr* 一 2 | u(r, 0)e-"ad0, 1 > 0。 
x D 
苑 符 
zx 
1o 所 二 全 le(r， 0)1a0, 
x v 
机 此 得 


Lal + 200 < | [luCr, 9)1 + ur, 9)140. 
者 #0, 则 # 十 xl 于 0,， 故 4(r) 二 0 时 ， 上 式 右边 为 0。 若 4Cr) 守 0， 则 右边 
去 - 上 24(r)a8 一 44(Cr)。 

即 得 定理 . 

对 于 Ri(z}) 的 下 界 及 Tf(zx) 的 上 、 下 界 的 情形 有 祖 仿 的 定理 . 

定理 3、 在 有 限 平面 上 , f(z) 无 处 不 解析 ,而 4(r) 有 界 ， 则 f(x) 是 常数 ,如 时 
4(r) 二 A4rt*， 则 了 (x) 是 一 不 超过 天 次 的 多 项 式 . 

证 。 由 定理 2 推 得 对 任 一 # 之 1，| asjr* 有 界 (+ -> 00), 因此 f(x) 是 一 党 数 ,其 次 
由 era 一 oO(lz1®) 可 以 推 得 当 n> 时 la。! 一 0， 即 得 扩 求 。 

定理 4， 在 有 限 平 面 上 调和 的 函数 ,而 且 有 和 界 , 则 是 一 常数 。 


$13. 解析 拓展 


我 们 现在 全 局 性 地 来 苦 虑 解析 函数 ,假定 f(z) 在 mm 附近 解析 , 则 可 以 展开 为 x 一 
的 寡 级 数 ， 
f(2) 一 > ass 一 20)", (1) 


勤王 全 


假定 这 个 寡 级 数 收敛 半径 为 p, 其 意义 是 mo 与 fC) 的 奇 点 的 最 近 蝶 离 、 理 由 是 ; (i) 显 
然 在 1z 一 zoj 二 p 中 f(z) 是 解析 的 . 《ii 如 果 在 边界 jz 一 “| 一 上 没有 奇 点 ， 则 
广 8 之 0 存在 ,在 图 jx 一 zs] 委 p 十 e 上, fs) 是 解析 的 , 由 Cauchy-Tayior 展 式 可 知 
《1) 在 js 一 ao < 一 p 十 8 中 收敛 ,这 与 收敛 半径 的 定义 相 违 背 ， 

一 般 地 说 ,假定 其 z) 在 有 界 曲 线 下 上 每 一 点 都 是 解析 的 。 这 曲线 由 到 > 每 一 点 都 
有 一 个 收 全 半径 ,这 些 圆 覆盖 了 整个 曲线 T, 由 Heine-Borcl 定理 ,其 中 有 有 限 个 圆 覆 盖 了 
整 条 曲线 了 , 假定 他 们 的 圆心 依次 是 

362 21> B23 "9 Rn Ty 

所 对 应 的 圆 是 


» 90 。 


大/ 


宇 


(一 -一 


Cos Ci C2 Cn 
我 们 现在 证 明 , 如 果 在 任 一 C; 内 知道 了 f(x) 的 寡 级 数 展开 式 , 则 我 们 可 用 以 下 的 方 
法 发 出 在 C; 内 的 寡 级 数 展开 式 . 实质 上 , 由 于 这 些 贺 内 的 点 组 成 连通 开 集 , 故 只 需 芳 虑 
C, 与 Cn 为 相 邻 旦 有 公共 部 分 的 情形 即 可 . 
两 圆 交点 的 距离 令 之 为 23, 两 圆心 的 距离 令 之 为 了 。 把 了 分 为 了 一 | 三 一 | 1 份 ， 
—8 


每 份 长 度 小 于 之 ， 从 圆心 * 到 圆心 sw 的 直线 上 列 上 这 些 分 点 : 
2 

在 zt? 有 一 宕 级 数 展开 式 
1(2) 一 az 一 2 )?, (2) 


它 的 收 敏 半径 守 5, 因此 可 以 从 (2) 式 计算 出 Xz4+9), 因而 得 出 在 zf 的 容 级 数 展 
开 , 这 展 式 的 收 敏 半径 实 5, 因而 包 有 zs 等 等 。 这 样 的 计算 方法 ,可 以 由 zi 到 zi 也 
可 以 从 sw 到 这样 的 手续 称 为 解析 拓展， 


例如 ,级 数 
I 二 z 十 总 十 -…，|z| 二 1 
可 以 沿 jz 一 1| 二 1 的 上 六 贺 绝 解析 拓展 到 > 一 2， 而 得 到 z 一 2 的 罕有 级 数 . 具体 办 
法 : 在 |zl 二 1 内 取 名 一 1+ cf 算出 x 一 吉 的 徊 级 数 , 且 在 | 一 2] 之 1 内 收敛 ， 
再 在 此 贺 内 取 zw 二 1 十 i， 算出 z 一 za 的 知 级 数 。 再 权 24 一 1 + ef， 而 得 xz 一 2 的 
宕 级 数 . 
因此 得 :号 二 级 数 
1 十 zx 十 只 十 …，|zl 一 上 ， 
一 上 十 《ss 一 2)? 一 (Kxz 一 27 二 (s 一 2 一 和， 1z 一 2| 一 1 
并 无 一 个 公共 的 = 的 可 以 使 两 者 都 收敛, 但 他 们 可 以 用 解析 拓展 法 得 共 一 得 另 一 ， 实质 
上 ,他 们 在 某 一 特定 范围 内 都 代表 了 隧 数 


1 一 乏 
只 需 把 它 在 > 一 2 处 展 为 暴 级 数 即 知 . 
定 于， 设 D,, D; 为 有 公共 部 分 马 的 两 域 ,h(x) 及 f(z) 分 别 在 DD,, D; 上 单 值 解析 ， 


ea 97 » 


LL 在 马上 相符 ， 则 存在 唯一 的 在 D, 十 D; 上 的 单 值 解析 函数 (zx) ,在 也 ,等 于 je: 在 
D; 等 本 有 (x). 
证 明 可 由 解析 立 数 只 有 弧 立 零点 的 定时 推 得 . 


§14. 多 值 明 和 数 


用 解析 拓展 法 可 能 出 现 以 下 情况 ， 由 zx 到 zx 循 一 条 曲线 得 f(x), 而 循 另 :一 条 曲线 
可 能 得 f(z1)， f(z1) 关 Xz1)， 这 样 的 肖 数 称 为 多 值 尊 数 . 我 们 充 多 值 函 数 分 成 为 若干 
分 支 , 例 如 : W > 在 平面 上 沿 负 实 轴 册 0 到 co 切 开 , 在 这 样 的 区 域 中 Vz 可 以 区 别 为 两 
个 分 文 

Tee Ey —x 0 x, 

如 果 不 切 开 , 则 绕 0 一周 ,就 由 前 -一 分 支 变 为 后 一 分 多 了 ,具体 可 以 用 究 级 数 算出 ; 沿 单位 
网 各 以 1。c 生 。o。c 生 ， 一 1 ec 和 cc 为 中 心 逐 步 作 界 级 数 , 则 cf 为 中 心 的 加 
包 有 1, 但 这 样 的 展 级 数 在 < 一 工 已 取 另 外 一 个 分 支 的 慎 了 . 

回 样 ，Iogs 在 如 上 法制 开 的 区 城 有 无 穷 多 个 分 支 

logr + i(0 + 2nr), 一 xz< 居 日 <r， 关 一 0 十 1, 士 2……， 

对 应 于 一 个 整数 >。 有 一 个 分 支 .我 们 还 用 log z 表示 未 经 切 开 平面 上 的 函数 . 当然 , 必 
须 注 意 : 这 六 数 的 意义 玫 从 何 值 出 发 ,经 过 怎样 的 途径 而 得 来 的 . 

如 果 c 是 任 一 实数 :而 非 有 理 的 . 则 定义 
也 是 一 个 在 无 穷 分 支 的 函数 《在 切 开 的 平 百 上 )， 

这 样 的 奇 点 称 为 分 支点 (或 歧 点 ) 、 确 切 生 定 义 是 ， 如 果 循 一 充分 小 的 圆 绕 mm 一周。 
f(z) 的 数值 变 了 , 则 z 称 为 消 数 fz) 的 歧 点 ， 

例 1.， 函数 si(1 一 x)# 有 两 个 歧 点 : = 一 0 与 = 一 1，、 它 有 六 个 分 支 3 

eC 一 >) 二。 < 全 2(1 一 2)3, el 一 x)#, 
a i a 

绕 :一 0 一 转 , 上 下 互 换 . 绕 s -- 1 一 转 , 同 行 轮 痪 

例 2. 通 煞 


slogs 


1 1og I 
2 1 一 


在 iz| < 1 中 有 一 分 支 等 于 
1 ] 人 
王 (e 十 二 培 十 填补 ), 
在 x 一 0 这 水 数 是 解析 仪 ,但 其 他 各 分 支部 以 0 为 其 极点 . 
如 果 所 莹 虑 的 区 域 是 单 连通 的 。 并 且 在 其 中 每 一 点 函数 是 解析 的 ， 则 循 任何 一 线 册 
zo 天 和 解析 拓展 出 来 的 郑 数 是 唯一 的 。 这 点 证 明 的 大 意 是 : 和 任 一 路 线 可 以 连续 演变 为 
另 一 路 线 . 
以 往 定 义 和 解析 水 数 是 指定 在 某 一 区 域 中 .现在 我 们 可 以 整体 地 来 定义 解析 尔 数 了 ,就 


es GB» 


是 从 一 某 一 区 域 的 解析 畏 数 日 发 作 它 的 解析 拓展 .及 拓展 的 拓展 等 等 这样. 可 能 拓展 至 
整个 平面 或 除去 若干 点 的 全 平面 , 世 可 能 拓展 成 某 一 区 域 , 而 无 法 再 拓展 , 后 者 称 为 存在 
区 域 . 其 边界 称 为 荡 数 的 自然 边界 。 在 多 值 承 效 的 情况 下 . 则 得 出 多 个 分 支 。 

因此 ;我们 有 极点 .本质 奇 点 ` 分 支点 ,这 些 是 珀 立 奇 点 ,我 们 还 可 能 有 非 孤 立 奇 点 。 

例如 

Hz) 一 1 十 zz 十 gz 十 -十 gs 十 -> 

以 |z| 一 1 为 其 自然 边界 . 

2 一】 一 0 有 时， Hx) 一 co。 所 以 z=1 是 奇 点 :由 

fsz) == 22 十 大 2z2) 
可 知 , 旭 果 = 是 大 zs) 的 奇 点 : 则 of 也 一 定 是 f(z) 的 奇 点 ,因此 
z 1,—1, +i, +V ti, 

都 是 奇 点 ,这些 奇 点 在 单位 圆周 上 无 处 不 释 密 ,因而 此 瞬 数 无 法 扩充 到 单位 加 外 去 。 

有 了 时 我 们 还 站 放下 的 

定义 。 一 个 单 值 隐 数 的 解析 拓展 所 用 到 一 些 加 的 内 点 称 为 有 则 点 或 吗 数 在 该 点 有 
则 ,任何 一 个 有 由 点 的 航 限 点 ,如果 本 身 非 有 则 , 则 称 为 奇 点 。 

“有 划 ?k“ 解 本 ?要求 得 销 多 些 , 例 如 果 数 

下 当 1z1 之 9， Er 
0， 其 他 各 处 . 

这 未 数 在 以 前 所 讲 过 的 定义 下 在 一 0 解析 , 而 且 1(0) 二 0, 但 考虑 以 0. 1 十 到; 为 
顶点 的 三 角形 , 这 函数 在 这 三 角形 和 的 边 上 及 其 中 无 处 不 解析 , 但 在 = 二 0 处 非 有 则 ， 但 
这 样 的 区 别 并 不 重要 ,其 至 由 是 : 仅 有 若干 造作 的 申 数 才 有 此 区 别 5 如 上 举 之 例 ). 


$15. 奋 点 的 位 置 
我 们 已 经 知道 在 和 级 数 
ftz) 一 人 Cs Cl} 
的 收 敏 图 上 一 定 有 一 个 奇 点 ,而 这 震级 数 的 收 敏 半径 又 等 于 
R= lim Lan) 7. 
办 此 函数 f(z) 有 一 个 奇 点 2%, 它 的 绝对 值 等 于 R. 
关上 哪 -… 点 是 奇 点 2 这 是 一 个 不 易 解 答 的 问题 。 具 体 些 , 假定 尺 一 1, 是 否 < 一 1 
是 (1) 的 次 点 ? 在 x 一 也 展开 f(z) , 得 


es x 1 Ya 
Se) 
如 果 


YD 昌 


lim |5,1* > L, 
> 2 
出 以 = 为 中 心 的 妆 仇 圆 包 有 1, 即 s 二 1 不 是 奇 点 ， 但 如 果 
of 
lm ]2 2 > 


则 解析 拓展 无 法 超越 x 一 1。 而 单位 图 周 上 除 * 一 1 外 任 一 点 与 二 的 虐 离 都 > 五 ， 故 
x 一 1 是 一 奇 点 ， 因 此 得 出 一 个 判别 条 件 : 

i 下 

im 1 一 - 


1 -人 1 
六- 
tim (| (3 


是 x 一 1 为 1(x) 的 奇 点 的 必要 且 充 分 条 件 。 这 个 条 件 运用 起 来 十 分 不 简单 . 
我 们 考虑 


bt sa 
FCo) = (i) 
当 Rw < 过 时 |w| 之 11 一 ww 因此 FCw) 在 Rw < 六 时 有 则 , 在 1w| < 地 内 
展开 成 为 : 


ol 0 r=0 mirl 
- ' 
一 DD, fd i 
2 0 (一 


心 


1 
Se > mi(n — m)! ™? 


z 一 1 是 1(<) 的 有 点 的 必要 且 充分 条 件 是 PCw) 以 w 一 士 为 奇 点 ,而 且 在 jw| 一 去 
上 F(w) 仅 有 奇 点 w 一 一， 而 其 他 的 点 都 是 有 则 的 ,所 以 充 要 条 件 也 是 

lim |6,|* = 1. 
用 这 条 判别 式 来 判断 奇 点 也 不 简单 . 
不 难 准 得 
定理 1. 如 果 f(z) 


f(z) = D2) an2 


二 OD 
的 收敛 半径 是 1， 令 


了 21 和 
da 


ba(e's) es y 


min — mm)! 


z 二 ce” 是 柯 点 的 必要 充分 条 件 是 


es。 lo0* 


im 14s(ca)1 玉 一 工 ， 
定理 2. 如 果 An > 0€n 一 0，1:， 2，…、 -)》: 并 且 单 位 现 是 收敛 网 Ws= 1 是 帘 点 。 
证 . 如 果 z 二 1 非 奇 点 , 则 


ky 1 
lim |8.C1)| ” TR 


由 于 
laCe®)| < 14(D1， 
因此 
lim {se | > lim |5,( DI * mr > 1, 

即 同上 处 处 解析 ,这 与 假定 相 违 月 . 
立 , 

消 记 、 拓 级 数 的 收敛 与 发 若 并 不 能 说 明 衣 数 的 有 则 与 奇 点 。 

例 1. 


工 十 和 
在 z 一 1 有 则 ;级 数 也 收敛 ,在 s 一 一 1 是 一 奇 点 ,级 数 也 发 散 ， 
鲍 2. 


1(z) = 2 Le = log 1 


12) = >>) (—1)"s" 一 


在 点 xz 一 1 有 则 ,而 级 数 是 发 散 的 . 
例 3. 


Lf 
lz 


在 奇 点 xz 一 工 级 数 收敛 . 


e 01 。 


第 七 章 ” 留 数 及 其 应 用 于 定 积分 的 计算 


§1.， 留 数 
很 定 z 一 4 是 从 2 的 一 孤 了 并 奋 点 ; 弄 恒 有 展开 式 
fw) == 2 az 一 8G)2 十 SS Bn 一 2)-+。 


去 中 机 有 特殊 重要 性 , 称 为 函数 12) 在 点 z 一 a 外 的 留 数 ,由 Laurent 公式 知 


五 | 一 -一 f(z) dz, 
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这 儿 Y 了 是 一 个 以 。 为 中 心 的 区 ,其 中 不 包 有 Hz) 的 其 他 奇 点 . 
如 果 = 是 一 个 单 极点 , 则 显然 有 
b= limt{z — a)ftz). 
留 数 定理 ， 在 一 简单 闭 围 道 C 上 及 其 内 , Xz) 是 一 单 值 函 数 , 除去 有 限 个 奇 点 
Ty yy Bn 人 外， fz) 在 C 上 及 其 内 是 解析 的 . 命 {xz} 在 Zrs “> Zn 处 的 留 数 各 为 KR,, 
R,, PO Rs 则 
人 Pe DG Ws a 


证 ， 以 Tis "ss Zn 为 图 心 各 大 一 小 车 Yis T2329> “9 Yny 它们 含 在 C 内 且 互 不 重大 
和 相交, 则 1{z) 在 C 内 及 这 些小 贺 外 是 解析 的 ,因此 
5 Hz}dz 一 | fCz)dz 十 …… 十 | fz) dz = 2ri(R + RT + R,),. 


-Yr 


$ 2. 有 理 防 数 沿 圆周 的 积分 


算 辕 
1 | PLz) 
一 一 一 加。 
Zzxt dd1:l=r OClz) 


这 儿 P 和 8 和 区 是 < 的 多 项 式 , 量 了 Cz) 和 0(2) 无 公 因 了 于, 9(o 在 jl 一” 上 盛 0 点 . 


Q(z) 一 I] (2 一 217 


i 与 村 P(2) , 1 
用 分 项 分 数 靶 招 Da 写成 为 


af RR; Ro ee , 
R(#) + > (- te = ): 


»* JU2 » 


如 果 Bis "*", Um 在 圆 内 ， Hmil> “""» dn 在 加 外 , 则 


例 1. 


又 形 如 
| R{ cosO, sin8)d0 
的 积分 ,其 中 R(x, y) 是 有 理 了 水 数 ,可 雇 通过 变换 co” 一 zx， 
cos0 一 Es 十 #71)，sin9 二 站 (2 — 2-1), 
2 21 
变 为 
1 1 1 1 al 
二 寺 R 人 Gt 
而 化 为 以 上 的 形式 . 
例 2， 妆 0<p<1 时 ,积分 


上 20 时 | dz 
1—2pcos0+yp leeel C1 — pz)(z — pp) 
z 一 上 是 单位 圆 内 唯一 的 单 和 极点 ,过 此 

Sp 1 


Ph 和 一 一 一 一 -一 一 
At HI pa)z—p) 1 一 区 


因而 得 出 


gd 2x 
Jo 一 2pecos 日 十 2p 1—p* 
和 例 3， 当 0< 二 pg 二 1 时 


2m 本 
人 cosz 38 j6 一 | dz (+ 3 
0 一 2pcosb 十 pr lsl=! 2 \2 


ee 
i ) (I — pz)(l — pz !) a 

这 儿 避 RR 表单 位 风 内 函数 CT 一) 各 光 点 的 留 数 之 和 .在 其 中 有 两 个 
投 点 = 一 0，z 一 p、 后 者 是 单 极点 , 吻 知 其 留 数 等 于 下士 了 ， 在 = 一 0 处 ,把 该 函 


4261 — py 
数 展 为 
1 1 二 8 1 
一 十 人 十 2 二 去)G 十 和 十 pm 十 2 …) 十 ， 
由 此 知 留 数 为 
(p+p +p tp+t pt 9). 
故 积分 等 于 


oliu3r 


有 | 
4 一 亲 4 pp) Ip 


§3. 由 一 % 到 十 wm 的 某 种 积分 


现在 计算 积分 
(oar. 
假定 9(z) 适合 以 下 的 条 件 : (i) 在 上 半 平 面 与 x 轴 上 , 除去 有 限 个 极点 外 , Dfz) 解析 ， 
并 且 是 单 值 的 ; (ii)》 在 * 轴 上 无 极点 ;《 诈 )》 当 sx 一 co 时 ,在 


0 和 argz 过 x 内 ,zxz0(《z) 一 致 趋 于 0; 再 假定 (iv) 
下 Olx) dr, | OKCx)dx 


-pp 0 p 收敛 。 
命 C 代 表 一 围 道 由 一 6 沿 * 轴 到 o, 再 洛 以 0 为 中 心 , 2 为 


半径 的 上 半 平 面 上 的 圆 绝 ”由 2 到 一 2, 当 P 足够 大 
人 OC) dz = 27i 5 R, 
这 儿 > RR 过 函数 8(x) 在 上 半 平 面 的 奇 点 的 留 数 之 和 ,因此 
F004 —25 ZR| ~ |), 9a 


由 假定 (说) 可 取 P 使 jz1 一 2 时 


|z0O(2) | < s， 
如 此 则 
已 
4 O(z)dz1 扫 1 ladz| 一 sr。 
改 得 
lm 上 Ol ds 一 2 > RR. 
由 Civ) 可 知 


i Ox)dr = 2ri 5 R. 


注意 如 果 (iv) 不 适合 , 而 把 积分 理解 为 Hm |”， 也 得 上 式 ， 


例 1. 求证 
全 dx 
0 1+x? 2 
由 上 公式 
EE: dx dx 
9 上 村人 -m1 十 x 


这 个 R 是 - 二 在 x 一 :处 的 贸 数 , 即 


"104* 


即 得 所 求 . 
例 2.〔zz 上 1)- 在 上 半 平 面 有 一 极点 x 一 ?， 该 处 留 数 是 一 二 故 


二 2 
-eo(l+x) 8 ~ 
例 3. 如 ea>0, 8>0， 则 

[ Fr rt 


J-ota tbr) 16aip¥ 


> 和 人 2dtx CE ox 和 
习题 1. 求人 dx | x 人. ( 
习 是 求 o xd 七 1”J 吕 ra 十 1 | w+T 必得 
w 2 
习题 2. 求证 -Jeg 二 dz 一 /8 
0 ] 十 2 
i to af 1.3.5...(2n —1) 
ZF) Bl 3, 3 a 
习题 3 求证 } {1 二 2)"+ 2 . 4 .27 i 
-I 十 呈 dr i drt 
开光 [Cr 一 oj 十 Bt |e CAF + 2Btt en 之 信 。 


十 co ut 
习题 4 藻 0 二 Rea 一 1, 则 | dT 


-m1 二 er sinar 
车 0<Ree 一 1,0< 熏 Re 一 1、 测 


| 过 eex — 了 


-mw 1]1-- ex 


dx = x {cth arx 一 cth par). 


$ 4. 菜 些 包 有 下 驼 余 把 的 积分 


吉 果 QCz) 仍然 适合 上 节 的 条 件 〔〈i 《让 《ii)。 则 对 mm > 0， 调 数 90(3)e ”7 仍然 
适合 这 些 条 侍 , 故 
(Ov) er O(—x)e mdr 一 2xzr > 总 (1) 
这 儿 立民 是 半数 BeJeimms 在 上 半 平 面 留 数 之 和 ， 但 在 此 情况 下 、 我 们 可 以 减弱 条 件 
《ii》、 寻 这 条 和 件 可 以 换 为 
(站) 在 0 和 argz 志 x 上 , 当 jsj 一 co 时 ，9ko) 一 致 趟 于 0, 田 上 市 的 证 明 可 网， 
所 需 证 明 的 是 


bm | eimOts)}ds 一 了。 (2) 
此 处 7 是 上 半 平 面 的 圆周 > 一 ec”, 0 委 旨 < 委 zz 取 吕 充分 大 使 19kpe 提 | < 之 8， 如 此 则 
| emO(z)adz mn | 人 eimpeo oriptin MO( geo )ipe dd0 


去 
< 站 penernead — 28 [1 poe-memneat, 
n a 


aa 103 。 


当 0<0<ix 时 ,有 sin6 泡 29， 因 此 
有 


Sx 
0 


| emrO{ rs) de Ze | pe—iuptixg8 一 (28) (三 ) Le-2"e/*]2 < 二 到。 
r 2 2 m2 


由 得 (2) 式 ,因此 得 出 (1) 式 ， 
特别 当 0(Cx) 是 偶 函 数 时 , 即 Q(x) 一 0{ 一 +) 时， 


| Q(x) cosmzrdr = xi FR’, (3) 
而 当 8《x) 是 奇 孙 数 时 
上 Ox) sin mrdr = x TR’ (4) 
鲍 1. 当 a>0 时 
了 
函数 9(aez ,六 在 + 一 i 处 的 留 数 等 于 和 , 故 由 (3) 得 证 . 
例 2. 
[se 


函数 
Q(z)el 一 < 


在 上 半 平 面 无 桨 点 ， 由 公式 (4) 似乎 应 当 得 0, 但 须 注意 在 * 轴 上 有 奇 点 ， 故 以 上 的 结 
果 订 能 乱用 ， 作 国道 ， 由 一 到 一 s,。 在 上 半 平 面 沾 小 六 
jz| 一 s 由 一 到 s, 再 由 到 p, 沿 大 圆 jz| 一 2 由 2 
到 一 , 然后 命 s 一 0， 求 出 结果 ,因此 异 于 以 上 的 一 点 是 
求 

= 一 8 5 P 已 


limi 
图 39 


2! 站 
可 gceip48 一 — wi, 
Ec 


#0 


其 得 所 求 . 
例 3. 当 a 守 0, 上 2 守 0 时 
cos2ar = COS DZt Pe 二 0， 
0 区 
这 仍然 有 = 一 0 为 其 奇 点 . 
例 4 当 Rz >0。 则 


fc- 一 6 2 log >。 
Ja z 


人 _isA 三 5 i de | 
1 人 [5 | 了 
一 lim IY 2 Aas | 3 av|， 
Eh : 


a Us » 


ww 6 = 
(C0 — es) 2 ~ tim | a | > 4|. 
-0 如 5 p zt 


8s ce: tz 
Lim | ——dt= log zx 十 lm | log zc 一 di 
S20 JS 上 好 0 5 


Sz 
一 log > 于 lim . (1 log 1— lI)e-'dt = log z. 
3 一 


3 四 3 
习 古 1， 求 Wn 、 dx 之 值 


x 


loga (n> 1) 
0 (0a 1). 


; 本 卫 ctsom a 
习题 2. 求证 着 c 之 0, 一 — dz 一 
Tl “一 1 2 


时 tsin Yo 


习 着 3， 求 证 | 


J0 了 十 6 一 29cosz 


1 十 ea 
a 


一 于 log(l++a) (0 < a < 1), 
a 


(0 > 1), 


三 log 
a 


习题 + 求证 f(x) 一 sh 人 /三 | 请 中 方程 4D 一 全 全 fC) eosriar, 


2 
习 类 5 证明 着 0<a 二 1 0<c< 一 1、 则 
-工作 一 有 1 
LA dm a” sin rt rzCl 十 Ge) 


95. 积分 | "Q(x)dx 


假定 2 人 z) 在 实 轴 上 解析 , 击 且 当 * 一 0 及 x 一 co 时 ，xokx) 一 0. 
作 图 道 积分 


| (一 *)s-IO(s)ds。 


这 儿 国 道 如 布 图 :” 先 沿 x 轴 由 6 到 ,后 出 2 绕 原 点 沿 圆 一 图 
Ps, 再 由 P 到 s,， 再 绕 原点 说 圆 一 周到 &. SC 

现在 必须 注意 由 上 到 吕 与 出 P 到 的 积分 不 会 消去 ， 共 原 \ > 
内 是 《一 =)c-: 不 是 单 值 函数 。 这 函数 的 意义 是 Ne 

exb [Ke 一 1) Iog (—2z)], 
把 复 平 面 注 0 到 十 % 的 正 实 轴 前 开 , 取 定 如 下 分 支 : 
log (—z) 一 log|z' 十 ?arg( 一 sz)， 一 上 所 arg【〔( 一 xz)》 x 

在 这 祥 意 义 下 ,在 C 中 (一 z》"1 是 单 值 的 ,假定 24z) 在 CE 中 有 有 限 个 奇 点 ,如 此 则 


。 lO07 。 


| {—2)°-IO(¢) ds = 27f > RR. 


此 处 > R 表示 (一 x》-1i9(z) 在 Cc 中 的 所 有 留 数 之 和 ， 
在 小 圆 上 上 一 = 一 se*， 积 分 变 为 


一 全 (srcorzae->0， 当 ee 一 0; 
在 大 圆 上 ， 一 > 一 pc?2， 积 分 
一 人 (一 =)"9(z)idg ->0， 当 p-> co. 
在 从 到 2 的 线 上 一 = 一 xe 而 在 从 PP 至 s 的 线 上 一 = 一 re， 即 (一 s)r-: 各 


为 
XIe Fambdri, 
因此 得 出 
lim 『 [rle DiQ() 一 xilecerbrg(z)jdx = 2xi FR. 
ps £ 
Ea 
邑 


oo a 
| x Olx)drt = YR. 
0 Sin x 


例 1. 当 0< 二 og 二 1 时 ， 


ge Ya 
| dr 一 
0 1 十 六 sin or 
其 理由 是 在 > 一 一 1， 
《一 = 
1 十 > 


有 一 单 极点 , 共 留 数 等 于 1. 
例 2. 当 0<=g< 二 1 时 


ca 女 G 一 1 
1 dx = x ctg or. 
ol—x 


这 不 能 塞 胀 用 以 上 的 公式 ,原因 是 在 积分 道上 有 一 奇 点 x 一 1, 在 z 一 1 处 作 一 半 
径 为 + 的 固 弧 易 得 上 式 . 
例 3. 如 0<z<1 及 一 r<a<xr， 则 


上 Pm Es ze Le 
91 二 + ee” sinzxz “ 


例 4. 如 一 1 二 zz 二 3, 则 


ee Ny 一 人 同 
» (t+ ey Foods 
2 


例 5. 如 一 1<p<1 及 | 


x PF ee sin pL 
01 2xcosdAtx? sin pr sin 匈 


» 108" 


§6. 工 人 久 数 


定义 .他 数 
T(z) = | ze 一 4 
称 为 函数 , 当 Rz > 0 时 ,这 是 一 个 解析 函数 ， 
分 部 积分 , 则 当 丸 z 盖 1 
T(z) 一 [一 re 二 zz 一 1T) zz2e 一 Hat 
歼 有 
T(z) 一 《zx 一 1)7fz — 1). 
易 见 T(1) 一 位。 一 1， 所 以 对 任 一 自然 数 ” 常 有 
T(n) = {nO— 1)1 
Rz 之 0， Rw 之 0 时 ， 
Tz)T(w) 一 上 1*-le-!az sele-ids 一 4 ie 全 1212 ti 细 


ee 
0 《1 十 vt 


的 mw 1 oo 
am | zt | 1 tw -lotte) ge* i vldy 
0 及 8 


oo tw—} 


= 一 T(z pp 上 rn Er 
命 
0 


《 称 为 Beza 水 数 ), 则 得 
Blz, w) 一 | 


bd sv"-l 
re (Rz>0, Rw > 人 0). 
命 v 一 tg*90， 则 

Blz, w)—=2 | sin’ *-10 cos2 :71640 一 411 一 4)*-1a%., 
在 (3) 式 中 特别 取 wr 呈 1 一 z、 则 得 


Tia)TCL 一 要 一人 这- 


dp 


出 上 节 例 1 可知 


TCC)TC 一 2) 一 和 到 


sin (1 一 gz) sin sx 


特别 取 :一 二。 得 r (二 ) 一 >， 再 由 r( 二 )> 0，。 所 以 


* 积分 号 的 互 换 由 于 一 致 收 敛 性 ， 


(1) 


(2 


(3) 


(4) 


"109 。 


r (2) py (5) 


也 就 是 

下 -ied 一 ~ x, 

0 

全 ear — Vz, (6) 
下 定义 (1) 可知 


人 rorleredz = LP {p>0, a > 0). 
a 


如 采 我 们 能 进行 “ 代 换 x 一 : 则 得 
| (12)°71leTiidt 一 Se , 


(ee he 
青 分 虚实 部 分 可 得 
wi os ga = LAP) cor lps, (7) 
0 Sin ar Sm 2 


这 样 的 换 变 数 法 需要 证 明 , 我 们 考虑 积分 
| zle™ dz 《am0 0<2o< 和 1)， 
这 儿 C 先 沿 实 轴 由 8 到 2, 再 沿 jzj 一 2 经 90? 到 > 轴 , 语 》 轴 由 i? 到 1s， 再 沿 小 加 
jzj 二 & 由 ie 到 g, 这 积分 等 于 0, 不 难 证 明 , 沿 |z| 一 。 的 积分 当 p 一 co 时 趋 于 0， 
治 |z| 一 s 的 积分 当 & ->0 时 趋 于 0, 因此 可 以 这 样 换 变数 ， 
在 《7) 式 中 ,特别 取 ke 则 (a = 1) 


92 人 
cos ridx 一 | sin xazx 一 -一 |- 一 . 
0 0 2 ; 


这 是 光学 上 出 现 的 Fresndl 积分 . 
习题 1T. 求证 若 >a 盖 一 1， 则 
1 ”cos 2 有 cosgBdB 一 2 十 1) 
和 要 二 
人 1jr(2 


[a 站 
jl 
有 
习题 2. 求证 若 4 > 0， ”人 则 
全 ero resin ty 一 oo 过 r(+). 
0 Sin -Sin 4 
习题 3. 藻 & 不 是 偶数 , 则 当 * 洛 实 数 趋 于 co , 则 
Ttea 十 1) sin 也 


tt 


wm 

x 
| 下 COS ti ~ 
v 


-li0O* 


$7，Cauchy 主 值 


我 们 所 定义 的 积分 
(FD 
的 一 般 意义 是 指 极 限 
im 人 fC) a 
存在 ,如 果 这 样 的 极限 并 不 存在 ,但 
lim 人 re ds 
存在 , 则 这 积分 称 为 有 Cauchy 主 值 ,有 时 为 了 清楚 起 见 ,写成 为 
rar. 
Eee 上 有 一 点 8, f(z) 在 所 没有 定义 。 一 般 我 们 的 积分 是 指 


Po ss + 


但 如 果 这 样 的 极限 不 存在 ,而 
二 f 


存在 ,这 样 的 积分 也 称 为 在 丘 取 Cauchy 主 值 的 积分 ,也 用 


b 
r| f C0) dt 
长 之 . 
例 1. 如 C> 盖 0， 则 
TCtioo x¥ 1 >1; 
二 和 dz 一 | 和 
2xrf Cm 2 0, 0 二 za 过 1 


如 4a 之 1，, 即 log a 这 0。 作 国道 由 6 一 Pp 到 C 二 i， 再 沿 以 此 为 直径 的 左 半 图 田 
C+i? 天 C 一 1p， 当 ?充分 大 时 , 它 含 育 极 点 sz 一 0， 其 留 数 一 1， 不 难 证 明 , 贺 上 
的 和 分 随 半 径 增 大 而 趋 于 0., 
如 < 一 1， 旭 向 右 作 半山 .其 中 无 篆 点 ,内 而 积分 等 于 0、 
例 2. 可 以 直接 验证 
| a lL 
2r dielm 一 o 2° 
例 3. 车 大 引 在 1 一 上 上 满足 Lipschitz 条 件 , 则 
Lr KD 
2xi Isl=t 一 ee 
年 在 
例 4. 车 fC(5) 在 1 一 1 上 满足 Lipschitz 条 件 , 则 Cauchy 型 积分 


se 【LL1? 


F(s) 一 | f(5)a& 


2xf JE tO— 2 
从 1z] 二 1 中 趋 于 上 | 一 1 上 一 点 ”时 ,等 于 
Lr| fCOaE 十 天 ec。 


2xi diet 二 一 < 
从 |zj >1 中 档 于 1 引 一 1 上 一 点 ce 时 ,等 于 


要 flea Tv 
27t . J tC— er9 2 fle ). 


§ 8. 与 动量 问题 有 关 的 积分 


问题 ， 如 果 f(x}) 是 连续 项 数 ,是 否 可 以 从 
| fax 一 0, n=0,1,2,.* 
获得 f(x) 一 0， 
回答 是 否定 的 ;例子 是 
f(x) = ce sin x’ 
换 变 数 x 一 *， 则 得 积分 
4 | te sin zl 
考 磋 积分 
人 gt3e (rl)xgy , 
C 


其 围 道 沼 实 轴 由 0 到 R, 青 沿 jz| 一 R 由 R 到 iR 再 没 虚 轴 回 到 原点 ,在 圆周 上 


] es ~ | e—Rcoso—Rrimd CR。 


故 


| pit3elilsg ey < 1 Rtte-n —> 0, 
沁 


从 而 
上 4a+H3ae0Dxagx — | (Ciy)totaec-Doiay = 0, 
在 后 一 积分 换 变数 得 


oo 
| Xint3e 一 人 a er‘*)dx 0. 
自 


即 得 所 求 ， 
$ 9. 极点 与 零点 的 个 数 


定理 1。 命 C 米 一 围 道 ,除去 C 内 有 限 个 极点 外 , f(z) 在 C 上 及 C 内 解析 , 则 


1(f() ,vy 
和 |. Ee zz 一 NM 一 P. 


aa 112， 


这 几 闪 是 C 内 其 sz) 的 零点 个 数 (m 重 堆 点 作 避 个 零点 计算 》),P 了 是 C 内 f(z) 的 极点 数 (1m 
重 的 极点 作 吉 个 极点 计算 》. 
假定 z 一 。 是 一 个 w 重 零点 , 则 
f(z2) 一 (zs — a)"glz), g(a) < 0. 

因此 

fC) pe 

fa) 人 中 gCz)“” 
好 f(z)/fC(z) 有 一 单 极点 ， 甚 留 数 是 mw, 故 f(z) 的 零点 数 恰 好 是 f(z) /flx) 在 这 些 点 
的 留 数 之 和 NN. 


间 法 证 明 f(s) 的 极点 数 恰好 是 一 工 人 在 这 些 点 的 留 数 之 和 P, 因此 得 定理 . 


司法 可 证 

定理 2。 如 果 由 (z) 在 C 上 及 C 内 是 解析 的 ， 而且 (2) 在 C 中 有 零点 ,on 
CQ 重 的 零点 写 1 次 ); 有 极点 六 pr 《4 重 的 极点 写 二 次 ), 则 
| ss) 1 i@ dz 一 3 $an) 一 > $(6,). 


2 -ec 
定理 3。 如 采 f(z) 在 已 中 是 解析 的 , 则 


| 到 ad 一 六 
2ri jj js ” 


由 于 


a = fe 
log f(z2) re 


3 


结果 可 以 改 述 为 
| 了 dz 一 A log {fC2)}. 
这 儿 ^. 表 示 函 数 log f(x) 沿 围 道 C 的 变化 ， 开 始 时 对 数 的 值 可 以 任意 取 , 取 定 后 , 当 > 
绕 国道 5 一 阅 时 ,变化 就 是 A。， 又 
log f{2) = log |f(2)| + iarg [f(z)], 
这 儿 log |1(z)| 是 单 值 的 ,不 变 的 ,因此 


NN 二 1 A arg fz). 
2 


定理 4 (Rouché)。 如 果 Cz) 与 g(x) 都 在 国道 C 上 及 5 内 解析 :而且 没 CC 有 
[gC2)! < !f(a) 1, 
则 f(z) 与 x) 十 gx) 在 C 内 有 相同 内 零点 数 . 
证 。 显 而 易 见 在 C 上 f(z) 与 fz) 十 glz) 都 不 等 于 909, 令 N 及 N 各 为 f(z) 与 
fx) 十 gx) 在 CC 内 的 零点 数 , 则 
2xN = A,argf. 


2xN’ 一 Acarg {f+ g) = Aargf i Aarg Q 中 £). 
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Fe 
符 证 
Fa) + gC |, 
re 十 p32) 
的 零点 与 极点 个 数 相 等 。 即 等 证 
-上 | 二 dz 一 0. 
2zxf Je 1 十 外 


由 王 19| < 1，、 把 上 式 展开 成 的 若 级 数 , 逐 项 积分 , 即 得 所 证 . 
§ 10. 代数 方程 的 根 


定理 1 (代数 基本 定理 )。 任 一 # 次 的 多 项 式 有 7 个 根 ， 


证 ， 令 
Ts] 一 ao 十 at 十 -an des 0， 
取 
gz) 一 一 (ee 十 aiz 十 … 十 ar-ize !), 
取 一 个 以 原点 为 中 心 , 丸 为 半径 的 圆 , 当 尺 充分 大 时 
| <1. 


页 四 Rouché 定理 推 得 . 
此 定理 也 可 由 Liouville 定理 推出 如果 Hx) 无 根 , 则 一 一 Te 解析 ,但 当 zx 一 co 时 


pr 故 它 是 一 常数 ， 因 此 f(z) 一 0 至 少 有 一 根 ,因而 推出 有 ”个 根 . 


上 节 的 结果 可 以 用 来 研究 方程 式 的 复 根 . 
鲍 ， 方程 式 
zt 十 有 十 442: 十 22 上 十 3 一 人 0 
的 根 分 布 在 哪 几 个 象限 内 ? 
首先 证 蚂 这 方程 式 无 实 根 由 逐步 北方 法 


2 
x+ 十 x 十 4x? +2r+3=(r+ti) i x 十 


2 2 
一 (= 二 二》 +2(s+ 3 er 
4 8 4. 29 和 ”8.4 和 -29 


了 =+ (3 一 一 工 ) 


可 证 . 
又 此 式 无 纯 虚 根 , 此 万 显然 ,因为 
yiy — 4y 十 21y 二 3 二 0 
无 报 . 


围绕 ,>] 一 RR 充分 大 ) 过 第 一 象限 求 
和 Aarg(st 十 十 4z? 十 2z 十 3). 
沿 实 轴 变化 为 0 ， 在 贺 降 卫 三 Re 上 上: 


nll» 


和 arg(z 十 疏 一 和 argfRie + Aarg[ll + OC(R-)] = 2x + O(R-'). 
及 党 Y 围 
一 +2y 


arg (zt -:) 一 arctg — 
3 


当 y 一 V2 时 ,分 子 为 0, 当 y 一 V3 及 y 一 1 时 分 母 为 0; 当 y》 从 oo 到 0 时 有 理 函 
数 《 一 六 十 2y)/Cy' 一 4yY 十 3) 的 变化 如 下 : 
y= co W 了 ,WwW2 .1,0. 
(P+ 2/ 一 42 十 3)》 一 0 一 ,co, 十 ,0, 一 ,oo, 十 , 0， 
则 藻 y 四 
Aarg(s+ 士 .…-) 一 一 2r， 

故 第 -象限 上 arg(s 十 -，) 的 变化 等 于 0. 

妈 在 第 一 象限 内 该 方程 式 匹 根 , 由 于 共 斩 性 在 第 四 象限 内 也 无 根 。 而 在 第 二 ,第 三 两 
象限 内 各 有 二 根 . 

习题 求 在 各 象限 内 ,方程式 

zx 6z 二 10 一 0 


的 根 数 ， 
$ll, 级 数 求 和 
有 对 可 用 围 道 积分 来 求 级 数 
Sn) 
之 和 . 


假定 C 在 一 围 道 , 包 有 点 mw; mm 十 1 #， 有 出 是 1(z) 在 C 上 及 C 内 解析 , 但 可 能 
有 有 限 个 单 极 点 4812 “"" > 儿 友 (与 mm 二 1, ,nn 不 同 ), 其 留 数 各 为 fs FR 

考 虞 

| > * ja) ' ctg reade. 
(SE x chp xg 和 在 C 内 有 单 极 点 77 到 十 1 "J, 而 且 贸 数 都 是 1, 故 范 数 xft2) Cte xz 
在 这 些 点 约 留 数 各 等 十 1(m), i fn), 因此 
| x" fz) * ctg rzds = ri{flm) 十 大 和 十 1 十 ，， 
十 fn) 十 rz ctgxral 十 “十 rar Ctg 了 

例如 : (x) 是 有 理 函 数 , 整数 非 其 极点 , 而 及 当 z 一 co 时 , f(z) 一 0(|z1"1'), 取 
C 为 顶点 在 {w 十 士 )《 士 1 站 的 正方 形 ， 不 难 证 明 当 soo 时 沿 围 道 C 的 积分 趋 于 0， 
好 得 


Em fm) ee rar ctg zl + "二 rhctg rai). 


f(z) = i 
它 在 a 有 一 二 重 极 点 ,外 Taylor 展 式 ， 
cig rs = ctg (—xe) + zz t+ 2) 一 csct( 一 ze) 十 -9 
帮 ctg xa/{z 十 a》 在 z 二 一 a 处 的 留 数 等 于 一 =csclra。 因 此 
< 1 
放 一 一 中 (a 十 7) 


一 x csc? I 


§ 12. 党 系数 线性 微分 方程 


分 
Qo 二 az 十 dr27 十、 二 ez 一 PC 
表 一 * 次 多 项 式 。 考 虑 积分 


er “f(z) 
ae | a 


这 儿 + 是 实 变 数 , f(z) 是 一 次 数 不 高 于 # 的 多 项 式 ，C 是 一 有 界 围 道 不 经 过 P(x) 的 堆 
在 积分 号 下 求 微分 得 : 


因此 由 Cauchy 定理 


了 一 自 # 
则 w(s) 是 线性 微分 方程 
< di _ 
入 | a 二 i (1) 
的 解答 . 
由 于 f(x) 是 任意 的 ”一 1 次 多 项 式 , 其 中 有 = 个 系数 , 因此 可 以 盼望 这 个 方法 给 出 
线性 方程 (1) 的 最 一 般 的 解 . 


取 C 包 和 有 Plz) 拷 有 的 零点 ,我 们 可 以 用 求 贸 数 法 得 出 解答 来 ,例如 Rsx) 的 根 各 不 粗 
等 ,它们 是 : CI ”Cao 则 


Cw . 0 i 六 
| Fc dx 2 Dim (s— a)=2 :2 TL) ple) 


可 以 取 Ke 使 2 eS 是 已 给 的 任意 常数 Cj。 因此 得 


#1) 一 > Ciecrl 
如 果 :二 a 是 Plx) 的 7? 重 根 , 则 对 应 的 积分 函数 有 一 + 重 的 极点 ， 此 点 的 留 数 可 
Ud! 


+*1l6* 


ee 一 ct - ets eof 
的 z 一 a, 的 寡 级 数 中 〈z 一 oo) 的 系数 来 决定 , 即 


3 
cr( 写 革 i! i +) 

这 上 儿 

Hz 一 DD) dz — eo). 

rp 

因此 推 得 

eta ferr, + fle 
是 解 ， 


习题 ， 用 此 法 党 处 芝 系数 的 一 阶 线性 微分 方程 组 . 
§ 13. Birmann，Lagrange 公式 


本 节 的 目的 在 于 按 一 给 定 的 函数 的 暴 展 成 的 级 数 来 表达 他 一 函数 。 为 了 简单 起 见 
有 些 收 敛 性 问题 ,我 们 将 不 加 证 明 . 
令 
纪 一 plz) (1) 
表 一 单 时 变换 ,把 z 平面 上 一 国道 7 及 其 中 之 点 一 一 对 应 地 变 为 wv 平 面 上 的 一 个 国道 : 
及 其 中 之 点 。 假定 p(x) 及 在 7Y 上 及 7 内 解析 ,假定 a。 是 7 的 内 点 ,而 5 二 p(s) 是 :的 
内 点 , 当 * 一 过 国道 7 时 , wr 一 5 过 :+。 
由 于 《1) 是 单 叶 的 ,所 以 在 7 内 pg (tz) 六 0， 现 假定 q(x) 在 7Y 上 亦 不 等 于 0, 并 假 
设 Ks) 是 在 7 上 及 7 内 解析 的 函数 , 则 sy Cs) 在 7Y 上 及 7 内 是 解析 函数 , 作为 尼 
的 函数 看 在 $s 上 及 内 也是 忆 的 解析 泡 数 。 因 此 由 Cauchy 积分 公式 
| | RD = (2) 
zi 


9 (2) pL nw 2 lr pL) — lz) 
恨 开 
CD 一” 
二 — gz) gt)—6 PE 一 性 =r 


《关于 这 级 数 的 收敛 性 这 儿 不 加 讨论 .) 因 此 


f(z) [Pls) — 61” 
g(x) 2x 了 fC5) > [pC2) 一 中 


__ i SR 
3 le 6] we jn 


D0" fCE) i 
-> ey 2 让 人 [二 二 | 此 (3) 
届 于 g(x) 是 单 叶 的 , 因此 pC) 一 5 除去 5 一 a 外 无 它 根 ， 即 一 和 了 一 忆 在 7 中 解析 ， 


»。 ll?7* 


把 

了 my se “a 

FO (v0 — Es) 
展开 成 为 * 一 a 的 罕 级 数 ,其 . 一 人 的 系数 等 于 

i [Ff 《zs) n+] 
m1 只 
简 蔬 之 为 
pa) tl]. 
1 da”r 
由 《3) 得 出 
/ao = > 二 人 [f CC Ca) 一 加 me'Cz) 。 

Ha 到 >x 求 积 分 得 Biirmann 公式 


jCz) = f(a) 十 > fC) Ca Lge) 一 6”, (4) 
取 特 例 
.a ey 
T(z) 9 0, 
则 


bz) 一 工 (Cx)。 
由 《47 得 Lagrange 公式 


J) fH) + ) ra)1r}. G5) 


da = 

《能 否 由 《5) 推出 (4) 来 ?) 读者 试 自己 证 明 : 《5) 式 成 立 的 条 件 是 3 Cy 在 一 包 有 a 点 
附近 解析 、 且 在 4 点 的 导数 不 为 0, 则 任 一 在 。 点 附近 的 解析 的 函数 fz) 可 以 在 4 的 充 
分 小 邻 域 内 琴 为 《57 式 . 


鲍 1. 方程 式 
x 一 4 一 上 一 0，a 关 0 
如 
得 出 的 展开 式 
Wy Det 7 
2 nl{n — 1)1am-! 
这 公式 说 明 二 次 方程 


和 一 zy 一 好 一 有 


的 解 x 可 以 由 此 方程 的 系数 , 特别 是 常数 项 的 轰 级 数 表 之 . 这 公式 并 不 新 鲜 : 解 二 次 方 


ga | 4 要 
= 一 全 |1+( ]， 
由 二 项 式 定 理 , 展 升 上 式 即 得 .因此 直接 得 出 的 收 钱 范围 是 


a ]18 。 


直 
本 
医 


中 下 王 健 


党 


a 


| < 1. 
鲍 2.， 旭 果 :是 
zs 一 1 十 ww 
的 一 根 , 当 w 一 0, 它 一 1, 出 |w| < 十 时 ， 
a 5) 
21! 3 1 


十 zf 十 Dt 6)(n 十 7) a n(n 十 6)(n 十 2 十 8)(z 十 9) i 


和 例 3. 如 末 z 电 


二 1 wa” 


的 一 根 , 且 当 w->0, 它 = .1S 出 


iog z= 二 wT 二 十 G3 — DCG32— 2) tt 十- 
2 2.3 
并 且 当 ; 
lel < [Ce DT oT 
时 此 式 或 立 , 
附 记 ，Kepler 方程 
gO—a4= ww sing 
就 是 Lagrange 方程 的 特例 。 Kepler 方 种 在 天 文 上 有 用 ,本 节 的 方法 提供 了 解 Kepler 方 


程 的 具 生 解法 (参阅 一 卷 一 分 册 第 六 章 $1). 
§ 14。Poisson-Jensen 公式 


令 f(z) 泵 一 函数 ,在 圆 |z1 < 屎 岗 有 和合 个 零点 AMis" "3 Hm 及 nn 个 极点 bi,*** ba, 
除 这 些 极点 外 在 jz| 之 RR 上 解析 (p 重 零点 或 极点 号? 次 ), 则 有 如 下 的 
Poisson 一 Jensen 公式 
Bl sR ! 中 
log lfCre91 一 二 多 Rs (Rod 
R! sh Due (1) 


Ka 要 :一 了 fei | = 
> log | -及 一 aare 十 > log Ree sy 上 。 


1 REre's 一 aa) 


证 . 
1) 如 果 f(z) 无 零点 与 设 点 , 则 log 1(x) 是 1z| RR 上 的 解析 函数 ， 公式 (1) 上 是 


Poisson 公式 . 


2) 命 
R(z — &,) 
R*:— b,x 
f(z) -> fz) TT RE =) 
R’ 一 gs 
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在 |z*| 志 R 上 g(x) 既 匹 零点 又 无 极点 、 在 jz| 二 R 上 涂 有 限 个 点 外 
lel2)] = |f(2) |. 


由 1) 可 知 
2r 2 2 
1 bs 1 Rr lo( Re's)ld 3 
og lelre ba | 及 :一 2Rreos(0— $6)+r? log !gC w )1 中 
即 得 
2x 2 2 
lg He i ;log I(Re') 4 
人 Re Oo I si Re law 


Ri 一 五 ,yet 
Rlre'? — b,) 


十 Si 


v=1 


— Sog)_ BR’ — dure” 
SY R(re® — a,) 


当 ap 守 0, 5 六 0 时 , 命 + 一 0， 即 得 


log |1(0)1 -| log (Re'?)1agp 一 > log | £| 十 je 


> 


EE 
2 


即 


和 KI |ILs, 
2 | log |fHRe'r)jadp 一 log ——— = Rn-n。 
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第 八 章 ”最 大 模 原理 与 函数 族 


$I 最 大 模 原 理 


在 第 四 章 中 已 经 提起 过 最 大 模 原 理 : 在 一 域 D 内 如 果 1(z) 是 单 值 的 有 则 的 , 则 它 的 
绝对 值 , 它 的 实 部 , 它 的 虞 部 都 不 能 在 刀 的 内 点 皮 最 大 值 . 唯一 的 例外 是 f(z) 常数 ， 

我 们 先 减 罚 一 些 条 件 ; 即 使 fz) 非 单 值 的 , 但 If(2)1 是 单 值 的 , 仍然 是 在 只 的 内 点 
ji(z)|] 不 能 取 最 大 值 ( 除 f(z) 等 于 常数 外 ). 

这 样 的 推广 是 无 须 乎 证 明 的 ,因为 对 每 一 分 支 来 说 , f(z) 是 一 单 值 函数 ,以 上 的 定理 
是 正确 的 ,由 于 |1{z)| 是 单 值 的 ,所 以 得 出 这 一 推广 的 结论 来 . 

命 Mkzr) 表示 |1(z)| 在 圆 册 jzj 一 ” 上 的 最 大 值 ， 由 最 大 模 原 理 立 刻 得 出 M(r》 
是 递增 函数 ， 并 且 除 藉 是 一 常数 外 ,M(r) 足 严 格 的 六 函数 ,， 即 如 果 二 则 
M(r) < MCr'). 

命 4(+) 表 Rf(z) 在 圆周 |z| 一 + 上 的 最 大 值 , 则 4C(r) 也 是 严格 增 郴 数 . 

关于 MC(Y) 与 4(7) 之 间 有 迪 下 的 不 等 式 ， 

定理 1 (Borel, Carathéndory》。 假定 fs) 在 图 lz| 过 RR 内 有 则 ， 则 当 0<r< 去 尺 
时 有 


— A(R)+ 一 1Ko)1， 


2+ 
Mr ) < 扫 
) RC— 


当 fz) 是 第 数 时 , 此 式 显 然 正 确 。 假定 f(z) 9 数 ,。 并且 假定 K0) 一 0, 由 4(+) 
的 递增 性 可 知 ACR)》 4(0) 一 0. 
命 
Ex f(z) 
中 (2 2ACR) — jC)’ 
在 |zj 委 ” 中 ,由 (z) 是 有 则 的 ,因为 其 分 母 的 实数 部 分 关 0. 命 2) 一 wx 十 iv， 则 
+ 
[中 Ce PTE ET < 1. 
《由 于 一 2A4(R)+t #2A(R) 一 #4.) 出 Schwarz 3| 理 


[$Cz)] <， 
内 小 
| me | 2 ACR)P LS) 24CR)r 
[721 i | < 3442) 
即 得 所 证 . 


加 果 C0) 过 0， 则 把 上 结果 用 到 f(x) 一 f(0》〉_ 上 ,得 
2r 
[fC2) — fC0)1 专 Rm Rf 
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即 得 所 证 . 
立刻 推 得 
定理 2. 如 果 4(R) 之 9、， 则 


MOr) < RT {ACR) + 1K). 
定理 3， 如果 A4CR) 之 0， 则 


攻 征 ， 
ne oC 
1x1 一 r 


rp 十 [A0D1). 


证 ， 由 
fo)Cz] 一 nl | f(xw) dw ， 


Qa lc (ww — 2)"t! 
此 < 是 一 以 ww 一 为 心 , 6 一 去 (R 一 +) 为 半径 的 加 ,在 此 加 上 
wl < 十 二 (CR -Rt +), 
奢 由 Carathéodory 不 等 式 


1 
尺 十字 (R 十 17) 


max |f(w)!| < (CACR) t+ 11C0)1) 


R 一 本 (有 十 7 


< (4CR) + IK(0)1), 


(Ye nl 4R 一 22ptR 
[Fe) | 人 {4ACR) 十 IK0)1} CR RY + |A0DT}. 


$ 2. Phragmen-DLindel6f 定理 


定 吾 1， 假定 (i》f(x) 在 一 有 界 域 DD 上 有 由， 而 且 f(z)1 是 单 值 的 ，kii)y 对 任 一 
E 之 0。 在 每 一 周 界 点 ?的 某 一 内 邻 域 内 
ls)| 二 MM 十 8， (1) 
风 对 每 一 内 点 常 有 1f(2)1 和 M， 而 且 如 果 有 内 点 取 等 号 , 则 f(x) 是 常数 . 
证 ， 命 G 表 示 I1(z)| 在 D 内 的 上 确 寞 (并 不 排 上 斥 G = 一 co)， 由 上 确 界 的 定义 , 有 一 
批 内 点 z, 使 | 其 so)| 一 G， 命 wo 是 其 一 极限 点 ,并 且 不 妨 假 定 zk 一 so. 
17) 假定 z 是 内 点 , 则 由 |j(z)| 的 连续 性 可 知 
lm | 区 st] 一 IKz0)l = 6, 
即 1fCzx)| 在 一 内 点 了 肥 最 大 值 , 即 f(x) 是 一 常数 。 
2) 假定 zo 是 边界 点 ,出 《1), 有 一 正方 形 4, 以 z0 为 中 心 ;, 便 z 在 4 与 D 的 公共 部 分 
lf(z)| 过 十 8, 
因为 当 饮 充分 大 时 , zi 进入 gg, 因 上 比 G 志 MM 十 sz， 由 于 8s 是 任意 小 ,所 以 GE 过 对 即 得 
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定理 的 前 一 部 分 。 取 等 号 的 情况 就 是 最 大 模 原 理 的 推论 . 
§ 3. Hadamard 三 入 定理 


定理 1. 命 f(x) 是 一 解析 孙 数 ，、 在 环 ri 二 |z| 和 7 内 有 则 ， 则 log M{+) 在 过 
* << rs 中 是 iogr 的 连续 号 全 数 ， 更 明确 些 , 当 fr < rz< za 时 ,我 们 有 


log M (7,) i log dgri) 十 PE log M Cr3). 
log 73 ~— log log r3— iogr7, 


把 M(x;) 写成 为 M,, 则 
MO My 
证 . 命 
中 (cz = zf(2), 
这 儿 是 一 常数 , 以 后 再 取 定 . 在 环 中 $(z) 是 有 风 的 , 而 且 1$(<)1 是 单 信和 的 。 出 最 大 
模 原 理 ， 
$C) < max (riM,, M3), 


fz) | SS max [(2) Me (2) Ms| ; 


1 = —{log Ms/M}/ log {raf 7?), 
由 得 朱 证 《读者 试 答 , 为 什么 取 此 4 值 ?) 
注意 ， 仅 当中 (zx) 是 常数 时 取 等 号 , 即 Hz) 一 cz 时 , 取 等 号 ， 


特别 在 lz| 一 >， 上 ， 


取 


3 4. 关于 if(z)| 均值 的 Hardy 定理 


定理 1 假定 jx) 在 加 |zj 二 RR 内 有 则 , 命 
1 一式 -1 fre19) ad6， 
则 Cr) 是 了 的 严 格 增 函 数 ,而 且 log 证 log > 的 本 函数 (0 < > 到 RY. 
证 . 命 


fe) 一 > eur”, 


T+) es > lanl?r 


除 其 sz) = ao 以 外 ,T(r "ms :六 格 递增 函数 ， 合 # 一 lcsgr、 则 


2 


更 经 2 
这 作 i, 17 表示 刁 对 «的 微 商 ,由 Schwarz 不 等 起 


* 12 了 3 。 


2 
12 一 (>, Las liC2n) em ) < (51a, lew*)CE|a, 14ne) 一 LlY, 
nr 二 


即 得 
二 i 
即 得 所 证 . 《 读 首 试 答 , 何 时 取 等 号 2) 
定理 2。 假定 /f(z) 在 项 1z| 一 R 内 有 则 , 命 


了 人 各 
人 ( 门 一 土 位 Jreo)1a8， 


则 所 六 是 了 的 严格 增 函 数 , log 7.(7) 是 logy 的 凸 函 数 (0 过 + < R). 
证 . 命 0 之 + 之 zy 过 73， 且 定义 
(0) = ,f(r2e®) /HK re®), 


1 2 
F(z) — i | KKzeo)KC8)46， 


T+ 


Ft{z) 在 1z| 委 r 上 有 则 ,而 且 在 此 圆 上 一 点 “一 race 取 最 大 值 , 故 
T(r2) = 一 下 (r) S| PFCract)l < 站 (ra)， 
以 a 使 
rrr) rr3)， 
因此 
rs (r) = Fr) SE max |a"Fla)| Ereh(r) = rra). 


门 扫 |3| 女 ry 


因此 ,如 三 四 定理 的 证 法 , 立 得 本 定理 . 

时 记 1， 定理 1 是 定理 2 的 容易 推论 ， 

附 记 2， 当 2) 一 he* 时 取 等 号. 

闪 记 3， 如 果 f(x) 在 1z| 过 RR 内 巨 零 点 ， 则 (f(re*”) 六 在 |z| 二 RR 内 也 是 有 则 
的 ,因此 由 定理 2 稚 得 


了 ， 
pr) 一 二 | Cree)1ab，P>0 


是 ?的 增 函 数 ,log 1s(r) 是 log + 的 凸 函数 《0 过 + < 之 RR) 以 下 几 节 的 媚 的 在 于 证 明 , 在 
有 和 次 点 的 条 件 下 这 些 性 质 也 正确 . 


$5. 3Il 理 


定理 1， 若干 个 解析 函数 的 绝对 值 和 的 和 。 也 是 在 边界 上 取 最 大 值 。 更 确切 些 ， 命 
(2)、……, f(z) 在 避 内 及 其 周 界 上 是 有 则 的 .是 单 值 的 , 则 连续 函数 
pz) = IC2) | 十 -十 |f.(3)1] 
仅 在 DD 的 边界 上 取 最 大 值 。 如 果 在 D 内 部 取 最 大 值 , 则 了 (2) 全 是 常数 ， 
证 . 命 zo 是 DD 一 内 点 , 则 


[fC 36)1 <+ [jzot re®) a, y= 1,2,..*.,n, 
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因此 


2m 
vr0) Si) peo + re)a6 
TT 


如 果 有 一 无 取 不 等 式 , 则 9$ 取 不 等 式 , 与 最 大 值 原理 园 法 得 本 定理 . 

定理 2. 假定 和 (2)，- ,fC《z) 在 刀 内 及 其 霄 界 上 有 了 则 ， 而 县 是 单 值 的 ， 假定 
Ps “'*» Ps 是 正 数 , 则 连续 函数 

wm) 一 | 有 (全 十 十 | 有 GzD 人 2 

仅 在 马 的 边界 上 取 最 大 值 ， 如 在 DD 内 取 最 大 值 , 则 六 天、 f 全 是 种 数 . 

证 . 假定 zo 是 一 内 点 , 可 取 + 使 圆 js 一 zj 志 + 完全 在 D 内 , 在 此 圆 内 除 z 以 外 ， 
> ,无 零点 、 很 定 (zo0) 一 9 而 天 (20) 隆 0 则 (fz) 在 1z 一 zol 声 + 内 
有 则 . 由 定理 1 可 知 在 圆周 jz 一 za| 和 一” 上 有 一 点 使 


ps fw) ?un 之 >, |fiC zo0) |?*, 


并 且 显 然 有 
BS) had) 0= DB ICz0))r. 


因此 q(z1) 关 qp(z0) .更 确切 些 , 在 f(z) 与 1,(x) 中 有 一 个 不 恒 为 常数 , 则 p(s)>>q(so). 
D 及 其 边界 是 一 - 闭 集 合 , 一 定 有 一 点 , 在 此 点 连续 函数 p(z) 取 最 大 值 , 此 点 不 能 是 
内 点 ( 除 1,(z) 都 是 常数 外 ). 
附 记 ， 如 果 我 们 仅 假 设 fas》 有 则 、|fsCz) 1 是 单 值 , 定 理 仍 然 正确 . 


§ 6. 一 般 均 值 定理 
定理 1 (Pélya-Szeg6)，、 假 定 fz) 在 jz| 过 内 有 则 ,，p 六 0， 而 且 
i) = i relea, + < R, 


则 7,Cr) 是 > 的 增 函 数 ,，log 1p《7) 是 log+ 的 凸 陋 数 . 
证 . 1) 增 函 数 。 命 Dy 一 人 A 命 0 由 上 节 
定理 2 可 知 在 圆周 jz| 一 r+; 上 有 一 点 rzei 使 


2 1fro))? < 扫 工 > Irzwse on) 1?, 
| 2 


当 nm 一 co 时 , 则 
Tr1) < 了 Cr)。 
2) 止 性 . 命 0 < 天 r 所 各 近 rr 拓展、 实数 , 则 靖 数 


OO 
者 在 环 和 达 |z| 过 + 内 有 则 ,人 而 且 其 绝对 值 是 单 值 的 ,由 .上 这 的 结果 


放 bd 
7 5 rod < max (7 DD) fneme0n)l?, 二 Cnaeeoo1 
vy ha “=1 *=1 


+ 125 。 


除 二 而 旦 命 "一 ce ， 则 得 


站 < max Crt or ), raloCr3)). 
到 0 使 
rir) 一 rT (ra)s 
即 得 所 和 证 . 


§7. (707))Y 


出 $6 的 定理 显然 可 以 推出 $4 的 定理 1 与 定理 2。 命 
G{r) = exp (二 log |f(r e's)|a8 ) 
《定义 为 几何 平均 .) 
定理 1 im (trG) ~ 6(7). 
证 . 找 们 有 
Tolr) Pe 元 | [f(r ei ) oz26 ji 元 | ep Log fl 


二 DA+ plog lfl + Op 1og jfl)2]48 


2x 
一 工 十 六 | log lf(re’))a8 + OCp’), 
了 E 


[oP 


因此 
. 1 el Pp 【天 2 
dim, pL Tr) 一 lim S10 (1 + pn . log |flda8 + OCp )) 
一 元 亿 log [f(re*){d0 一 log G(r), 
即 得 所 求 . 
因此 推 得 
定理 2. G(r) 是 + 的 增 函 数 , log G(+) 是 logr 的 止 国 数 。 
定理 3. 
lm (I) = MG). 
证 .显然 有 
CAP < Mr 
命 rci 是 一 点 使 fre)| 一 MC《+)， 则 有 一 邻 域 19 一 8 一 存在 ,使 其 中 
lf(re'®)| > M(r) 一 6 
此 处 s 是 一 个 任 给 的 正 数 ,因此 
CL) > MC) 一 (9 


* E26* 


1 
fm (sr) > MC) —&. 


这 证 明了 定理 3. 
由 此 可 见 Pdlya-Szeg6 定理 还 包含 了 Hadamard 三 圆 定理 


§8, Vitali 定 理 


定理 1， 命 f(x) 是 一 个 函数 贯 ，、z 一 1. 2, …:-。 它 们 在 域 刀 内 单 值 及 解析 ,而 且 对 
每 一 及 也 中 每 一 点 = 常 有 
If.C2)| MM. (1) 
文 M 与 ? 及 = 都 无 关系 假定 忆 内 有 一 点 集 王 , 在 共 上 的 任 一 点 #, lim 加 ks] 存在 ,如 至 
-极限 点 是 到 的 内 点 ， 则 在 刀 内 的 任 一 紧 致 子 案 上 , jtx) 一 致 收 钱 于 一 函数 ， 这 函数 
当然 在 DD 内 是 z 的 解析 的 评 数 ， 
证 . 先 假 定 五 是 以 原点 为 中 心 , R 为 半径 的 圆 ,并 且 假 定 


2 22> "** > 0，, 


这 
和 有 


二 有 

lim 加 (gw7。 i 
存在 ， 奶 确 地 说 f,(z) 适合 于 : 《iD jf,(z) 在 1z| 二 R 内 有 则 且 单 值 (ii) 在 lz 二 
内 fC) | MGii) lim fu(2,) 存在 . 


命 


ED 


PE 


先 证 明 每 一 行 的 系数 有 有 一 极限 , 即 
lim ERF = Gk 
存在 ， 再 证 有 明 Taylor 级 数 
Sars* 
在 1x| 二 R 内 收 伍 , 改 它 在 |z| 二 R 内 代表 一 有 则 函数 f(x)。 最 后 证 朋 对 任 一 8 > 9， 
在 |zi 之 RR 一 8 内 , (zx) 一 致 收 化 于 藉 >). 
出 假定 
[jx) 一 加 (0)j S| C2) i! + PC0] 2M, 
由 Schwarz | 理 
I DI E22M|Iz|/R, 12| < R, 
旅 
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| 六 (0) fut+mC0)| < 11.C0) 3 fC21) | 十 [fei) 
fo+mC 21) | 本 ] rafzD) 本 farmC 0)| 


< ed a 


由 21 一 0， 及 limf(s) 的 存在 性 可 知 ,给 了 。 > 0 可 以 取得 = 使 2 中 一 二 ， 
又 可 以 取 N, 使 #3>N 时 |j(so 一 fm] < 也 


因此 ,将 n>N 时 
] PC07 ~— fmt0)| < 8, 
因此 
Lim 1.C0) = lim Hn 
存在 , 命 之 为 
lim Hon = 4o。 
folz) = (f(s) 一 ao)fz = av 十 azoz 十 (2) 


今 往 证 这 一 函数 贯 也 适合 (i), (i),( 沿 ), 如 此 则 lim ows 存在 . 
由 于 (2) 的 收敛 半径 是 尺 , 因 此 f(x) 适合 条 忻 (让 又 由 Cauchy 不 等 式 
| exy| MIiRt, (3) 
故 在 |z1 委 只 一 内 
[fe)] < | ev| 十 |a2,i ]z| 十 Se 
R—&€ R—seY Mf 
<M{(1+ od Ge ) + …) R 一 一 


因此 (ii) 是 适合 的 , 但 换 了 在 |z| 委 尺 一 s 内 ，|f(z)| 过 交 最 后 


到 


MY MOD WE ED Pek SW GE OD WD 
vo Ve 客 ! Zr VV- 


是 存在 的 , 因 得 所 证 . 

重复 这 一 步骤, 推 得 每 一 列 系数 都 有 极限 ， 

lim dr, 一 Ak, 三 12,。**, 
出 (3) 可 知 
| a | A M1/RE, 

因此 级 数 Bara* 在 1z] 二 R 内 表 有 则 函数 . 

最 后 , 当 |x| 志 RR 一 &:， 

[f(s) — fC2) | |(a Om ao) t+ -二 (an — oa-.)z"| 


| = “ 
十 | SS 之 ， ae 人 


下 一 ?9 上 下 一 类 十 


3 


1 
aks | 十 
1 
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Hy) FO ED ja ov)ln) + 2M CR — so 怪 . 


所 Rt 
给 一 8 >> 0。 我 们 可 以 取 mm， 


pee mm 十 1 
22M (Rs) 元 


E R 2 
然后 取 2(5, m), 使 2 > 2(5,m》 时 , 台 十 1 个 数 
jao— a0,)|, *--, |am — ams| 
都 小 十 
5 1— (Re) 
2 1— (RO— en 


即 得 


本 人 
] 六 7 et eg yr $F 8, 


于 是 Vini 定理 在 圆 jz| 二 R 中 当 limz, 一 20 一 0 时 正确 ,即使 iim z, 一 zs 了 0 时 


也 是 正确 的 ,因为 有 Mabius 变换 使 1zj 二 民 不 变 而 把 0 变 为 zo. 

现在 证 明 一 般 性 的 定理 。 命 R 是 任 一 由 品 的 内 点 所 组 成 的 闭 域 ,在 RR 上 f,《x) 处 处 有 
则 ，。 凶 对 有 中 任 一 点 一 定 有 一 个 以 此 点 为 中 心 的 辑 ， 在 其 中 1,(x) 是 有 则 的 ， 因 此 ， 巾 
Heine-Borel 定理 ,其 中 可 以 选取 有 限 个 ( 开 ) 贺 c,,…, ce 覆盖 此 域 R. 

命 c 是 其 中 之 一 圆 , 包 有 z, 的 极限 点 zo 者 .由 以 上 证 得 的 结果 : 在 c: 内 的 任 - 闵 区 
域 , f,(z) 一 致 收敛 于 f(z), 取 c: 为 另 一 圆 与 c: 有 公共 部 分 天, 在 K 内 取 一 点 列 21,……*， 
sn “以 zo 其 极限 点 ,zz 仍 在 KK 内 , 则 

lim fC22) = fz). 

故 定理 能 用 在 ;上 , 即 在 ;内 ,fC4) 一 致 收 敏 于 一 函数 ( 当 > oo)。 册 于 在 K 内 两极 
限 函 数 等 同 , 因 此 后 者 是 前 者 的 解析 延 拓 .用 此 办 臣 可 以 达到 所 有 的 乡 个 贺 , 刚 本 定理 对 
RR 为 识 , 定 理 证 毕 . 


49. 说 函数 族 


定义 、{ fs) } 是 一 个 单 值 函数 的 集合 ,其 中 每 一 函数 都 在 域 忆 内 有 则 ,如 果 有 一 常数 
对 , 使 对 族 中 每 一 图 数 f(z), 背 有 
lf(z)| 一 M， 
训 此 族 称 为 园 族 . 
关于 熏 族 人 并 以 下 的 重要 定理 . 
定理 1(CMontel)、D 上 的 枉 何 馈 析 消 数 的 面 族 , 一 定 在 已 内 的 任 一 闭 子 党 上 包 有 一 
个 一 敏 收 敏 的 函数 质 , 其 极限 函数 十 解析 函数 、 
证 ， 取 任 一 以 内 点 4 为 极限 点 的 贯 
219 223 “3 


设 (4z7 物 成 一 个 辆 族 , 出 于 ff,《22)4 < 邓 ， 所 以 可 以 取 一 个 曙 数 贯 


» 129« 


fC) 、 fkzD zy 
《其 可 ws 产 ”) 使 
js 
的 极限 存在 。 在 这 一 个 图 数 贯 中 ,孝感 
fruC 22), funCs2), * 
其 中 一 定 有 一 于 贯 
fu 22), Fon #2), 。，， 
的 极 跟 存 在 ,再 在 这 一 贯 中 选取 Vss D3 ”3 “*" 使 
ja( 23), fa 323), * 
的 极限 存在 ,等 等 , 泄 虚 旺 数 贯 
fu C2), furs), fua3C2) ,+ . 
《Hilbert-Cantor 对 角 线 法 ,参阅 五 章 $2.。) 
这 暴 数 贯 对 尾 一 xz 一 z， 都 有 极限 .由 于 zi 的 极限 点 是 也 和 的 内 点 ,因此 由 Vitali 定 
理 推出 本 定理 . 
这 个 定理 的 逆 定 理 是 不 对 的 ,例如 : 少数 族 
1 
nz— 1) 
在 单位 圆 内 的 任 一 闭 子 集 上 一 致 收敛 于 零 , 但 族 中 每 一 函数 在 单位 圆 内 皆 不 受 园 . 
附 记 .我们 还 可 以 从 Montel 定理 来 推出 Viali 定理 . 如 果 所 (zx) 并 不 收敛 ,由 
Montel 定理 可 以 选 出 两 个 函数 贯 ， 各 收敛 于 一 个 解 术 函数 fs) 与 g(z), 但 在 mm， 


安 


es 
而 其 极限 点 由 是 内 点 。 因 此 Ca) 二 g(2). 


$10. 正规 族 


上 节 的 结果 引出 了 一 个 重要 概念 即 正规 族 . 
定义 1. 设 {f(z)} 是 定义 在 某 一 域 刀 上 的 一 族 函 数 ,其 中 > 属于 某 一 指标 集合 .如 果 


对 此 函 数 族 中 的 任 一 子 族 ,一 定 可 以 找到 包含 在 此 函数 族 中 的 一 个 函数 贯 【js7j=oaa…- 


使 { 扩 (zs) 在 D 内 的 任 一 闭 子 域内 一 致 收敛 ,其 极限 函数 可 以 三 0， 则 我 们 称 {f,《x)} 为 
域 D 上 的 一 个 正规 族 ， 

所 谓 一 个 荡 数 贯 {f,《z)} 在 一 点 集合 互 上 一 致 收敛 于 co, 即 任 给 一 > 0, 有 NN 存 
在 ,使 2 六 时 


] 
a 
对 一 切 的 zeE E 都 成 立 ,就 是 说 N 与 z 光 关 ， 
正规 族 的 极限 函数 成 一 集合 称 为 原 族 的 导出 集合 。 导出 集合 显然 是 封闭 的 , 即 导出 
集合 中 一 致 收敛 贰 的 极限 函数 一 定 在 导出 集合 中 , 故 一 正规 族 的 导出 集合 是 一 正规 族 ， 
上 节 的 定理 可 以 改 述 为 
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Ph 了 7 


任何 一 个 (解析 滁 数 的 ) 园 族 -~ 定 是 正规 族 . 

定理 1。 命 {Kz) 上 是 万 内 的 正则 函数 的 一 个 正规 族 , 如 果 在 一 点 zs。 有 界 。 则 在 DD 内 
任 -团子 域 D” 上 汶 族 是 园 族 . 

证 ， 反 之 ,名 {f(z)} 在 D' 中 不 受 较 . 即 在 D' 中 有 一 点 zi 及 一 函数 f(z) 使 


[f(a)! > 1, 
太一 点 如 与 一 项 数 jz) 使 . 

|fxz2)| > 2， 
等 等 ， 则 一 般 有 一 点 xs。 及 一 苑 数 jz*) 使 

[天 Csn)| > 7, 


研究 函数 贯 
hz), fz), ,falz), 

由 假定 ,其 中 可 以 选 一 子 贯 , 在 忆 中 一 致 收 伍 于 一 国 数 f(z)。 由 于 在 z 点, f(z#) 收 人 钙 ， 
因此 14(z) 不 能 收敛 于 co. 

于 以 f(x) 在 D' 内 及 其 周 界 上 是 有 则 的 ,因此 

(f(x)1 所 KK 
当 # 充分 大 时 ,在 D' 上 |j(s) 一 {x)| 二 1， 所 以 
| 六 (| 二 KK 二 1, zDD'. 

这 与 | 加 (si 之 的 假定 相 违 背 。 


si3te 


第 九 章 ” 整 函数 与 亚 纯 函 数 


$1. 定 义 


在 全 平面 上 (不 包括 % ) 无 处 不 解析 的 函数 称 为 整 疼 数 或 全 纯 函 数 ， 在 全 平面 上 (不 
包括 so) 除去 一 些 孤 立 极点 外 ,无 处 不 解析 的 函数 称 为 亚 纯 函 数 . 

整 函 数 是 多 项 式 的 推广 ,而 亚 纯 函数 足 有 理 函 数 的 推广 ， 显 而 易 见 , 二 整 函 数 的 和 、 
其、 积 仍然 是 整 消 数 , 亚 纯 函 数 的 和 、 差 , 积 、 商 (分 母 非 零 ) 仍 然 是 亚 纯 函数 

多 项 式 与 有 理 阴 数 的 性 质 是 我 们 研究 整 函 数 与 亚 纯 函 数 的 基础 。 我 们 先 看 一 些 是 多 
项 式 与 有 理 巩 数 的 基本 性 质 ， 首 先 , 多 项 式 一 定 有 零点 , 而 且 有 唯一 分 解 定理 ( 按 多 项 式 
的 根来 进行 分 解 )， 这 一 结果 能 不 能 推广 到 整 函 数 ? 

首先 ,我 们 可 以 举 出 无 零点 的 整 函数 ,ce 就 无 零点 .更 一 般 些 , 对 任 一 整 汞 数 g(x)， 
es 直 无 零点 的 整 国 数 。 反之 , 如 果 闪 z) 足 一 个 没有 一 个 零点 的 整 函数 , 则 tog1(x) 
8(e) 当然 也 是 整 盘 数 .因此 , 束 甬 数 f(s) 天 零点 的 必要 且 亦 分 条 件 是 它 可 以 素 咸 为 <， 
芝 儿 g(x) 是 整 睁 数 ， 其 次 ,更 一 般 些 ,对 秆 意 复数 (不 包括 00), 由 二 次 多 项 式 plz) 做 
上 的 方程 式 

pls) = a 
菠 有 解 ( 并 且 常 有 = 个 解 )。 由 任 一 整 函数 f(z) 做 出 的 方程 式 
f(z2)—a (1) 
对 那些 a 有 解 9 关于 此 问题 有 著名 的 Picard 定理 : 可 能 存在 有 一 个 数值 ro: 除 a 一 m 
外 , (1) 常 有 艇 (不 包 拓 a 一 cp)。，Picard 的 原 证 非常 有 趣 ， 但 他 用 到 了 一 个 本 圆 模 函 数 
co 这 画 数 有 下 列 性 质 : 除 = 一 0, 1: ce 以 外 ,这 函数 (非常 数 ) 无 处 不 有 则 ,其 虚数 
部 分 决 不 为 负 ， 如 果 1(z) 一 o,f(z) 一 2 都 无 解 , 作 
8(7) 一 下 pt 

则 glx) 一 0。g(x) 一 上 无 解 ， 作 函数 


cinetr)), 


因为 gs 关 0, 关 1。 所 以 wl(g(z)) 除 xz 一 ce 外 无 处 不 解析 , 由 于 w(z) 的 虚数 部 分 
不 为 筑 , 记 以 
[enetay| < 1. 
ew 是 有 界 整 吸 数 ,用 Liouville 定理 , 它 是 一 常数 ,， 即 okg(s) ) 是 常数 , 但 ww 非常 数 ， 
内 此 gs) 是 常数 . 
其 三 ,多 项 式 分 解 定理 有 无 推广 ， 如果 f(z) 有 有 限 个 零点 4，:- ,a,， 则 不 难 证 明 


班 


f(z) 一 J Cz 一 a.)e:®, 


二 


2 


这 儿 ge) 是 整 芍 数 ， 如 果 有 无 穷 多 个 零点 ,就 出 现 了 无 穷 乘积 


如 


i 0» 


r= 二 人 0 fy 
是 否 收 第 的 同 题 ,如 果 雪 求 它 收 证, 就 必须 要 求 级 数 
3 
v=0 | dv| 


疏 人 敏 . 换言之 , 媳 杂 给 了 = 个 任意 复数 , 我 们 可 以 作出 以 此 为 根 的 多 项 式 , 但 任意 给 了 无 
穷 个 ay aa 4， '"'。 我们 不 能 由 (2) 法 做 再 以 此 为 零点 的 表达 式 (2)。 但 我 们 二 
能 够 佑 出 以 此 为 零点 的 整 施 数 ， 如 果 点 集 {4,} 在 有 限 平 面 上 没有 育 点 , 则 所 作出 的 整 员 
数 亦 不 恒 等 于 0。 这 将 是 本 章 要 讲 到 的 Weierstrass 定理 ， 

关于 亚 纯 函数 , 第 一 个 问题 是 : 它 是 否 可 以 表 为 二 整 图 数 之 商 。 这 是 容易 证 明 的 宝 
实 。 如 果 藉 z] 是 亚 纯 函数 , 甚 极 点 是 


ls F239 “3 2 "“*" 
重 根 作 重 数 号 轴 . 由 Weierstrass 定理 ,我 们 可 以 做 一 个 整 国 数 gCz), 以 zs 
为 零点 , 因此 gtz)f(z) 是 整 了 图 数 各 z), 因此 8) 一 0 
最 后 。 有理 晃 数 有 分 项 分 烙 尘 ， 这 一 结果 的 推广 将 是 木 音 所 要 讲 的 Mittag-Letfler 定 
理 。 如 果 说 Weierstrass 定理 是 用 事先 给 定 的 零点 分 布 构造 整 荡 数 , 则 Mittag-Leffler 定理 
是 用 事先 给 定 的 极点 分 布 构造 亚 纯 函 数 . 


§ 2。Weierstrass 分 解 定理 


命 am， ay 是 一 个 仅 以 0 为 其 请 点 的 复数 贯 , 其 中 同一 数 可 能 出 现 有 限 次 ， 则 存 
”假定 其 中 有 1 个 等 二 0, 把 其 他 的 a; 排 成 为 
0 jc < Tia. SE., 
命 |as| 一 >。。 我 们 先 证 明 有 一 个 正 整 数 贯 
Prtis Pitz» 


存在 ,使 级 数 


DD 


2 (= (I) 


对 任 一 ”> 了 收敛， 我 们 证 明 p, 一 # 即 有 此 性 质 ， 由 于 rf。~>? 9。 所 以 当 1。 2+ 时 
全 < 
rp wt 
因此 《17》 一 定 收 敛 ( 读 者 试 证 有 明 ps > log” 即 有 紫竹 质 ). 
定义 ， 泣 数 
E(u, py =— (1 —ii)e 
E(u, 0) 一 《1 一 z)， 


\ 
十 走 W2 十 … 十 襄 z 六 
[ 
> 大 "ys Ny "ys 


称 为 原因 子 . 


»133。 


当 le 中 一 1 时 ， 
wttl wrt2 


pt1 pt2 


log E(#, p)=— 


故 当 | < 过 时 ， 
| log ECu, bp) < Jal? 十 zl 十- 
< be 人 寸土 十 二 十 2 2, 
2 2 


作 无 穷 乘积 
fa = 了 a(z, p,—1). 


#1l 


由 不 等 式 (2), 可 知 当 jas| > 21s】 时 ， 
es (Ee 2 
因此 ,在 jz| 过 丸 中 .级 数 
>, 


lenl>2R 


me 
一 致 收 敛 . 即 乘积 
larl>2R “Un 


一 致 收敛 ,因此 , 它 在 lz| 所 RR 中 是 解析 的 ,市 


好 II (三 ， pa 一 1) 


Nas iS2R, n> 


C2) 


(3) 


显然 是 z 的 解析 函数 。 因此 , f(x) 是 解析 的 ， 而 且 在 1z| 所 尺 中 以 (3) 式 的 零点 为 哈 


点 . 
由 于 怀 可 以 任意 大 ,我 们 找到 了 以 ee …… 为 零点 的 整 范 数 . 


注意 除 此 之 外 ,无 其 它 零 点 . 《 因 无 穷 匀 积 收敛 的 意义 包括 其 极限 不 为 0.) 


但 必须 注意 分 解 不 是 唯一 的 ,可 能 和 相差 一 个 无 堆 点 的 整 函数 因子 . 
$3. 整 函 数 的 阶 


如 果 有 正 数 4 盖 0, 使 |z| 一 > 一 oo 时 
f(z) 3 Ole™”), 


则 疾 晴 数 jz) 称 为 有 限 阶 的 哨 数 。 4 的 下 确 界 P 称 为 这 函数 的 阶 , 也 就 是 对 任 一 。 之 0 


f(z) = OCe™™), 
而 对 任 一 < 二 0， 还 式 不 能 成 立 ， 
命 MC(r) 表示 在 [z| 一 >” 上 | 大 se 1 的 最 大 值 , 则 (1) 等 价 于 
ri log log M(r) 
r= log* 


人 酌 1， es 与 sinz， cosz 都 是 一 阶 整 函数 . 
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(1) 


例 2. cosAA 2 是 去 阶 牙 函数 . 
例 3，er* 是 无 穷 阶 整 隙 数 . 
为 了 威 少 一 些 非 本 质 的 麻烦 , 今后 我 们 假定 f(0)》 关 0， 不 然 我 们 可 以 考虑 三 Ka)， 


阶 并 不 受 影响 . 
定义 - 设 a 为 f(z) 的 零点 , 命 |s] 二 7 及 所 和 所 守 -…"*、 如 果 p 是 使 
= 


由 合 的 b 的 下 确 界 , 则 p 称 为 f(x) 的 零点 的 收敛 指数 . 
定理 1 一 个 Pp 阶 的 整 函数 的 收 人 证 指数 二 2, 即 p 委 2. 
证 . 由 Jensen 公式 可 知 , 当 Tn < rT < 六 mm 十 t 时 
se | log |f(re®)1d0 一 Iog |f(0)| = OC:), 
ri 2n .0 
命 a(+) 表示 不 大 于 ?的 ,的 个 数 , 则 显然 有 
二 log 一 ylog- 一 己 n 全)ogz. 
i=1 rs rs 


1 
a 


log 


3 
log 


Fy "Pn 


由 此 推出 
n (TE) 一 Ofrets)， 即 nr 一 OUCrote)。 


二 一 人 Cr )、 
即 


1 "1 
0 


由 于 3 于 一 co， 所 以 对 任 一 s > 0， 


nits 
a 
rote 
常 收 伍 , 定 理 证 明 . 
由 此 得 出 有 限 阶 整 溺 数 的 重要 性 质 , 即 有 一 正 整 数 了 与 » 无关, 乘积 
二 五 人， ?】 (2) 


对 所 有 的 xz 收 敏 .其 中 xz, 是 该 整 函 数 的 等 点 . 
最 小 的 正 整 数 了 使 (2) 收敛 者 称 为 亏 格 《genus)， 嫩 果 Pi 砷 整数 , 则 p 二 [P.]; 如 
果 上 是 整数 , 则 
Pi、 如 果 3rze 发 敬 ， 
和 如 果 3rze 收敛 
无 论 如 何 
PREDh, 和 Ro, 


定理 2. 任 春 给 定 一 趋 于 无 穷 的 点 列 2,。 每 个 zx* 关 0。 如 果 ”ra 的 收敛 指 

数 是 2, 则 标准 乘积 
Ps) 一 1 F(z p) 
是 一 pl 阶 的 整 函数 (此 ?的 定义 上 面 已 经 交代 ). 

证 ， 设 是 标准 清 积 的 阶 , 由 定理 1 已 知 2 志 9， 今 须 证 明 e 委 站、 命 入 为 大 于 1 

的 正 整 数 
log | PKx) | 一 iog | 了 码 ， 十 log | E{ 之 ， == 也 十 5,. 
g | Px) | > g | 民 ] > g| 人 3] 


对 ,有 
DR 


roa kr 
如 塌 放 一 让 一 1 则 名 一 OCr?) 一 0《r0), 不 然 ，P 十 8 二 pp 十 1 (se 充分 小 的 正 
数 ), 则 


retl 2)， pet > 1 1 
p+l ritE 一 上 十 户 十 1 


rn kr ?n rakr ty tart 


一 pti Rr JPite-er1 > i = OKrpatsy， 
又 在 也 中, 以" 表 二 ， 则 有 jz| > 元 . 因此 
了 | 天生 二 二 全 二 


此 处 外 仅 与 区 及 PO 有关 , 改 
5,=0 (= 5 | ee (7 5 rotererse) 


ry Rr Fn ra 人 Rr 
一 of BY rs} Orete), 
所 以 
log |P(z)| = OCr™*), 
记得 所 证 . 


$ 4. Hadamard 分 解 定 理 


定理 1. 如 果 1(z) 是 一 2 阶 的 整 函数 ,其 零点 是 zs 2 (其 0) 关 0)、 则 
f(2) = <22PCz) 。 (1) 
这 儿 P(x) 是 由 f(z) 的 零点 所 形成 的 标准 乘积 ,而 9(z) 是 一 多 项 式 其 次 数 不 大 于 p. 
证 , 已 知 f(z) 可 以 表 为 (1) 的 形式 ,其 中 0(z) 是 一 整 函 数 . 因此 ,所 待 证 晴 者 力 是 
okz) 是 一 多 项 式 ,其 次 数 委 2， 
了 到: 一 [2]， 贴 e 私 >。 取 人 1) 的 对 数 , 微 商 > 十 1 次 ,得 


(2)\ .pon 2 
(1 人 -or -nD Gy 


命 
Dy = 其 2 | 
BRK(z7 fC0) LQ =) 
在 导 |z| 二 2R 上 , 当 | zw| < 委 尺 时 ， 


故 在 jz| 一 2& 上 


[ens)! 扫 es 一 OKCeGRP re), (2) 


由 于 grlx) 是 整 图 数 , 也 式 当 ]z| 二 2R 中 也 去 . 
命 所 (2) 一 loggr(Cz) 。 对 数 取 值 由 hxC0) 一 0 决定 , 则 hrlz) 在 |zl 过 RR 中 丰 则 ， 
故 由 《2)， 
R{AhrCs)} < KRrYe, (3) 
由 Borel-Carath&odory 不 等 式 . 可 知 当 jz! 二 + 二 尺 肝 ， 
久 2rt3Cy 于 1)'R pe 
at) | 扫 ee KRets, 
特别 取 + 一 请， 则 
RTDs) 一 加 (Ref 1)。 C4) 


三 针 : 
天 当 > 人 时 ， 


Dertrb(e Dg) tv! 


E34 《ss wt 


= oR) to( DD lsl™), 


fsni*R 
当 jz < 时 ,上 式 也 正确 , 当 s 充分 小 及 R00 时 其 第 一 项 一 0。 由 于 B1s,1-*-! 
收敛 ,第 二 项 也 一 9， 由 于 左 方 与 无 关 , 故 得 所 证 . 
习题 . 证 阴 如 果 p 非 整 数 , 则 p 一 2. 


§ 5. Mittag-Leffler 定理 


命 CI 29 ”Cn “~ 是 仅 有 eco 为 聚 点 的 俯 ， 我 们 现在 求 一 亚 纯 一 煞 在 | 有 给 定 的 


主 展 开 部 分 
y 1 一 ci -。。 Ce 了 
人 Ns i Py * 1.2, a C1) 
我 们 把 级 点 排 成 为 
[ai 亏 | 23| 这 | aa! 1 


并 暂 为 假定 0 非 极 点 、 展 开 (1) 为 > 的 寡 级 数 


= 137。 


A 二 pos 十 bs 十 lzl < lol. (2) 


号 一 A 


命 Ers En 是 一 个 正 数 丑 ,使 级 数 


和 
| 
- 


收敛 . 
宪 级 数 (2) 在 圆 | zj] < 也 jax| 一 致 收敛 ,所 以 可 以 取 定 ps 使 


Grtz) = Por) + 十 Bratt 
A - 
ZC— 


ro = > [a(- 于 .) 一 ao|. (4) 
大 一 1 “2 ak 
原点 为 中 心 ;半径 为 尺 作 一 区 C. 由 于 ]et| 一 co, 故 存 企 N, 使 XNEN, R < Sal 
对 这 样 的 &, 估计 (3) 在 回 C 内 是 成 立 的 ， 由 此 (4) 在 C 内 绝对 而 且 一 致 收 你 ， 而 2 


在 加 内 有 被 点 a，"…， an， 而 在 种 点 有 所 给 的 主 展 开 部 分 (1), 并 且 《4) 在 圆 C 内 仅 寡 
这 些 极点 而 已、 因为 R 可 以 任意 大 ,因此 (4) 就 是 所 求 的 亚 纯 范 数 . 
如 六 =z = 二 0 也 是 极点 , 它 的 泪 展 开 部 分 是 


人 


A G3) 
a | 


则 在 (4) 上 再 添加 上 go《 三 ) 即 得 . 


命 f(x) 是 任 一 亚 纯 函数 ,上 法 可 作 p(x) 与 f(x) 有 相同 的 主 展 开 部 分 , 因此 fCx) 一 
gtz) 在 全 平面 上 解析 ,因而 得 出 
f(z) = 下 (z) + s(t) Si [za(——) 一 sk) | ， 
~ r=1 Zax 
这 上 儿 F(z) 是 整 落 数 . 
读 镍 试 比 较 Weierstrass 与 Mittag-Leffler 两 证 明 , 看 共 中 辱 原则 相通 处 否 ? 能 否 如 上 
节 - - 般 现 具体 地 给 出 px， 例如 Pk 一 码 。 


读 省 试 涝 上 哄 单 位 贺 内 的 解析 天 子 分 解 定 琴 , 下 纯 孙 数 是 解析 函数 的 商 , 亚 纯 函 数 的 分 
项 分 数 定 埋 . 


§ 6. cigz .6 siny 的 家 未 式 


F(#) 一 cgs 一 二 (C1) 


"1332 


在 “一 Ar 处 有 单 极点 。 甚 留 数 是 1, 这 儿 半 是 任 一 非 零 的 整数 , 除 这 些 极点 外 ,处 处 解 
析 . 
几 上 节 方 法 可 以 作出 区 数 
人 
x) ee ( — kx 过) 

符号 2' 政 示 略 去 一 0 一 项 ， 此 级 数 显然 在 任 一 点 z 关 kx 是 收敛 的 。 并 且 取 z 二 x 
为 单 极 点 ， 革 有 与 (1) 相等 的 留 数 ， 由 上 节 结 果 可 知 F(x) 与 f(z) 可 能 差 一 个 整 函 数 ， 
现在 我 们 进一步 征明 F(z) 一 F(x). 


取 cs 为 以 [= 一 二 (nm 十 地 jz， y 一 土 { 十 十 )= | 为 四 个 顶点 的 正方 形 。 如 第 
七 剖 $ 11 的 方法 考虑 沿 <。 的 边界 明 数 
fz) 一 =ctgxzf 人 1 + 二 ) 


x 2x x 
由 于 = 一 0 是 一 二 重 极点 ,所 以 不 能 直接 用 原来 的 公式 ,在 c, 上 f(z) 无 极点 , 在 c 内 有 
极点 > 一 士 1], 土 2, -…, 土 9， 当 ?二 六 ( 克 非 0 整数) 时 , f(x) 的 留 数 等 于 
By 
r— Rx Rr 


在 = 一 0 处 所 zs) 有 -~ 一 量 极点 , 展 式 是 


人 
各 3 ， “gx * Ey 2 


所 以 f(x) 在 zx 二 0 隐 甸 数 是 


A 
fx; 在 = 一 二 处 的 留 数 等 于 
—ctg x, 
因此 
1 SS a 全 
Be I I(x) dz 一 > ( 2 十 去 ) 十 tgx, 
如 能 证 明 , 当 nn 一 co 时 ,左边 一 0, 则 问题 已 解决 了 . 
已 知 


; 入 十 er 十 2cos2x 
ctg (x 十 条 ) 上 一 一: 一- 2 
-人 ”| ee — 2cos2x 


在 平行 于 y 轴 的 c, 边 上 , 即 x 一 土 (+ 了 二) ye 


ss | 
|ctg s | 二 | 二 
全] > Ef 一 ] 1 下 
所 以 当 # 充分 大 时 ,由 于 一 1 十 圭一 0( 一 于 )， 
区 -一 ST \|z| 


ZT 


| 一 


a f(s)dz = 0 (~ 


139 = 


又 在 平行 于 * 轴 的 边 上 , 即 ， 一 十 (” 十 二] r， 


2y —2y 2y 2 
i 
jctg z| < i 让 0(1), 


也 得 出 所 对 应 的 积分 一 0 ( 当 # -> co)。， 即 得 所 证 ,也 就 是 
三 NN 洒 中 1 
a8r 二 二 2 (+ 二) 一 二 +2: 2 {2) 
这 级 数 是 收敛 的 . 
任 作 一 边界 不 过 极点 的 有 界 闭 区 域 , 包 含 一 0 点 在 内 ,以 此 区 域内 之 每 个 极点 为 中 
心 作 一 充分 小 之 圆 ， 则 在 控 掉 这 些 ( 有 限 个 ) 小 圆 后 ， 级 数 (《2) 在 这 闭 区 域内 是 一 致 收敛 
的 , 进 z 为 此 中 一 点 , 瑞 9 到 = 逐 项 积分 ,但 积分 路 线 不 过 极点 ,得 


sing _,, + | 一 5) 
log — C+ gt za) 


即 得 


由 于 lim 2 二 1， 所 以 C 一 1， 即 得 sinz 的 讯 穷 乘积 表达 式 


bd 2 
E 
Sins 一 2 [] 4 一 二 3)， 
ne 


7 二 1 
或 
< 2 
sinzz 一 。 1 一 2 
x 11 ( 三 ) 
如 果 改 号 为 
sinmxge Tf 2 二 
i Le 
这 右 忌 Weierstrass 形式 的 乘积 了 . 
全 工 证明 
1 
国 (一 De 十 En 


cosz 一 2x 


Ed 


油 2. 证 天 


< 上 40。 


例 3. 证 明 


名 


Cscz gz 一 


习题 . 从 


推出 sin 以 2z 为 周期 . 


兹 虑 Weierstrass 乘积 


这 上 几 


是 Euler 常数 . 
人 
1 


由 王 pa 


qe 
收 伊 , 因 此 {1) 是 整 国 数 ， 
我 们 定义 


Re tad 1I [0 局 三 ) | 


i (gs 一 nz) 


1 


气 - 收 务 , 故 由 第 二 节 的 证 明 方 法 中 可 知 , 取 p, 一 2， 无 穷 乘积 


由 此 立刻 可 网 , T(x》 有 0, 一 1, 一 2,… 作为 其 单 极点 ,此 外 处 处 解析 。. 


这 样 定义 的 T(z) 是 次 就 是 以 往 所 定义 的 


I evislad2 (Rz > 0) 
0 


在 还 明 此 点 之 前 先 由 (2) 推导 出 若干 性 质 
定理 1. 除 支 z 二 0， 一 一 之 5 By 诸 点 外 


a 


= 1 rrr 1 7 各 
pe | (Ep 


二 】 


证 . 将 (2) 写成 为 


] 


了 
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(2) 


i 二 [im (要 二 | [ia 的 f@ . Ee -中 


区 三】 


-tn | + (H+) 
-zim|H {+ +) ra). 
即 得 所 证 . 
定理 2. 当 Rz > 0 及 ”是 自然 数 对 ， 
Em | 一 人 一 卫 (z)， 


rm £ Yr [1 
| (1 一 二 213z = 17 | 《1 — r)"r* ldr., 
0 n 0 


{i et v "re adr = 1 et Pa Tt)" 


1 1 
十 一 | (1 —t)" rar 
日 名 -0 


nn 一 1) 1 
zfz 十 1). (zz 十 关 一 1) 
1 .2.7 


zlz 十 1):…-(z + x) 


t 
| ctldr 
0 


| 


Em PQ 一 二 让 tldt 一 lim 人 T(z), 


ca sl 1)- (z+ 1) 
定理 3. 当 Rz > 一 0 时 ， 


FT(x) 一 | -212 
证 . 命 
Ti(z) = eitadr, 
由 定理 2 刘 


r,s) — Ts) = tm 的 eipe-ide 一 f° a eo ede) 


n 


一 Em 4 | 一 这 (1 = 2 zz102 , 
天 -~ 加 E29 


oo (1— 


史 
三 ) < 
Ej 


| 区 一 € 一 二 | 4 一 1Gz | < | n-ne Tid nl! | etlidrt — 0, 
0 从 ; 0 


六 (+) 


(3) 


即 得 所 证 , 
但 还 须 证 明 不 等 式 (3): 当 0 委 ?<1 时 ,由 办 级 数 显 然 有 
了 十 yy 委 ef 一 二 


以 一 三 代 y 得 


(+ 人 >>- 


es 
li 4 2 1 erll 和- Se 1 1 2 


当 0< 委 ac< 委 1 时 ,由 妇 纳 法 可 证 (1 一 oa)"* 关 1 一 0， 以 三 了 代 w, 则 得 


因此 


即 得 挟 证 . 
习题 1. 求证 ; 对 任 一 自然 数 
TCz)T (s 十 工 ) - -Ts 十 “一 ) 一 02mr)inDFCznz)。 


(Gauss-Legendre) 
提示 : 先 册 定理 1 推出 


Ppl) 一 "TT ( Ch ) 


与 x 无 关 , 再 由 T(1 一 ?2)I(z) 一 
我 们 常用 7 一 2 的 特例 


222IT Cg)T (: 十 上 工 一 x 2z) 
2/ 
习题 2. 命 
TPT {a) 
Blp, 9) = Te, 
9 Tp+9) 
则 
一 二 
ye (i 


B{ap, 29) 一 11 一 -一 一 一 
DD 


习 症 3， 试 十 : 人 a 则 


I {0 “Cn dr) "= Tl — 5,,) 
(x 一 b1) “Cn 一 bi) m= 1 rl dw ) 


放 
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例如 
n(n a+b) Te 十 1)r(2 十 1) 


2 (aa 十 afa 二 6) Te 十 占 十 1 
习题 4 证明 
TE r 一 一 oo) 
习题 5 证 明 
T’'(x) = we > 
rs) rim D> (3 |) 
3$38，“ 蚁 数 


我 们 换 一 下 符号 , 用 复数 * 来 做 复 变数 ， 而 命 ， 一 二 #，c, ! 是 实数 ，Ricmann“《 
函数 的 定义 是 
50) 一 > 六， (1) 


对 尾 ~* 5 之 0， 这 级 数 在 of 之 1 十 5 中 的 任 一 区 域 一 致 收敛 ,， 因此 它 在 0 之 1 的 半 个 
平面 虐 表 解析 隙 数 . 
这 函数 的 来 源 是 数论 ,在 素数 分 布 的 研究 中 它 有 头等 重要 性 ,但 其 重要 性 并 不 局 限于 
数论 . 在 工 函数 及 其 相关 的 高 级 理论 ,积分 方程 的 研究 中 都 有 用 场 . 
(1) 公 在 rc 二 1 于 定义 ,我 们 要 看 它 在 全 平面 上 的 性 质 , 证 明 它 是 一 个 亚 纯 钠 数 。 从 
nT(s) = 站 rtermdr, og>0 


时 发 ， 当 og 宇 1 十 8 于 


机 
TG) = lim >, | x leTngdxr 
全 只 


#4 二 DO 0 


o rl! om xl 
== lim | dx 一 | -一 -一 cordx ) = lim(t! + 11). 
Nm 


Nm \J0 1 — ee” ol—e 
涩 x 全 0，e* 实 1 十 x+， 玻 第 二 积分 的 绝对 住 
127] 到 上 re dr = N ro — 1), 
收 当 只 一 co 时 ,这 积分 一 0. 因此 


sl 


a ee 
(77 全 ds o>1, 
芳 虑 积分 
二 | -和 de。 (2) 


把 平面 沿 正 实 轴 切 开 ,这 儿 积 分 途 答 沿 王 切口 由 十 oo 到 >>0), 再 沿 圆 |z:| 一 3 到 下 
蕊 口 , 沿 下 切口 回 到 十 %, 这 儿 通 数 x*” 定义 是 
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一 1 Tog 名 
el EK 守 


在 开始 时 Iog x 是 实 的 ,政党 c 走时 天 log zs) 从 0 变 到 2xi. 
在 小 图 jz| 一 5 上 ， 
| zs 一 1 a eo—Dloglzl—tare < [zl es, 
le:—1|>>A41z|. 
因此 , 当 5 记 1 时 在 1z| 二 8 上 的 积分 随 8 而 趋 二 0. 故 得 
I(s} = 一 | i dx 十 沁 ed sah ax 


0 ce 一 1 < El 


dd Ee 


rtl—s) 
即 得 
TO | 
CCs) Se 上 se (3) 


此 示 , 当 0 之 1 时, (3) 即 前 面 的 志 范 数 。 但 积分 1(s) 在 :平面 上 的 任 一 有 限 部 分 
都 是 -一 致 收敛 的 ,因此 公式 (3) 给 与 5(s) 的 全 平面 解析 招展 ,其 可 能 的 奇 点 来 自 T(1 一 s) 
的 极点 5 二 1;，2,3,。，*、 但 已 知 5(s) 在 :二 2,3,*"， 是 有 限 的 , 故 仅 有 sf 二 1 处 可 能 
有 一 个 冰点 ,在 * = 1 是 一 个 单 设 .由 
a 


e*——] 


= 2X8 


下 


r(1 一 “) 一 一 pe Sa 


可 知 这 单 极 的 留 数 是 1 
如 果 * 是 整数 ,积分 1(s) 是 单 值 的 ，1(s) 可 以 用 贸 数 法 算出 


~ 2 +. 
Ca ee 
ex< 一 工 2 21 41 


这 用 Bi, B;,*… 是 Bernoulli 数 ,而 且 可 以 求 得 
5C0) 一 一 去 。 《一 2m) 一 0。 Kl 二 


—1)”8,, 
2 ’ 


m= 1,2.…, 


$9. 阔 数 方 程 


定理 1. 在 全 平面 上 “(*) 是 处 处 有 限 的 ,但 * 一 工 例外 , 该 处 有 一 单 极 ， 留 数 为 1， 
并 阁 函 数 方程 
5fr) 一 2 si 二 sxT{(l 一 (1 一)， 


证 ， 仿 了 到 上 省 52) 中 的 被 积 函 数 ,但 积分 路 线 改 为 : “<。 沿 正 实 加 从 士 吧 到 (2 十 1)r， 
再 沿 以 (2x -1)xf( 士 1 士 门 为 顶点 的 方块 一 周 ,然后 沿 正 实 轴 阿 到 00, 在 <( 即 上 节 (2) 
的 积分 路 线 ) 与 c， 之 间 被 积 函 数 以 士 2if，，…， 土 2izz 为 极点 ， 在 Zrmizx 与 一 2rmix 的 留 
数 之 和 是 

a 145. 


(2mxze di)"! 十 《2znzceitr)5m1 = (2ma) le D2 cos 地 rts—1) 


== -—2(2mre) ei sin 二 ?3 
歼 由 留 数 定理 


sl s—l ¢ Ga 
1(s) 一 | 一 一 一 42 = | - az 十 diem din 7 = 2) {2mzr}!, 
m= 


| Co ts 一 


命 天 0 并 寅 m 一 0 ， 则 函数 -在 cn 上 有 界 ，。z = D(jzl0， 故 沿 co 的 积 
分 一 0, 即 得 
L 


1{s) = Srie'™’ sin -~ zs > 《27pz tt == 4rie'™ sin 3 wx) — s), 
t=t 


六 得 函数 方程 鳃 解析 函数 唯一 人 性 定理 可 和 拓 它 在 " 之 0 亦 成 立 . 
由 水 数 方 程 立刻 可 以 推出 及 个 小 结果 ， 由 上 节 5(1 一 2m) 的 值 立 可 推 得 
== 7m—l 2m 下 m= sos 
Ct{2m) 2 起 i > 1, 2， > 
今 信 证 
二 汪 OF 2 
£0) . log 27. 


Ell 一 5 了) 一 21re0s 7 zsTCs) tls), 
然后 求 消 数 方 程 的 对 数 微 商 ,得 
Ee £1 ay ;) PE — log 2x 二 a rs) 十 二 (5) 


xl1 一 9) 2 2 TCG) tC) 
在 一 工 处 ， 
ts 1 CD WD HE 2 
过 三 | Se YY 二.…， 
及 
] 
Co A a 
0 二 一 WE 
此 处 不 是 疝 数 。 上 当 一 工时 ， 
£3) = 一 log 2 
£0) nt 


必得 5(0) 一 一 二 log 2r。 


引进 新 符号 
SC 一 二 se 一 De 人 (二 )59， 


由 145 。 


则 函数 方程 奕 为 
§(s) = (1 — 3s), 
如 果 命 


H(z) —& 人 东 iz), 


$10. 球 而 收 钱 


为 了 蓝 抠 一 致 收敛 的 概念 ,正规 族 的 概念 推广 到 亚 纯 函数 ,我 们 引进 球面 一 致 收 敏 的 

在 Neumann 球 上 ,两 点 (#, 9) 与 (5,% 5) 的 距离 . 定义 为 过 此 两 点 的 大 圆 的 
最 知 上 耻 离 。 二 复 煞 z, zx 《包括 zx 一 ceo，z 一 cc a 的 球 距 离 定 义 为 其 球面 两 对 应 点 
的 上 距离 :以 [zx 表 之 . 

一 个 函数 Z 二 f(x) 称 为 在 zo 点 球 连续 ,如 呆 给 了 s, 有 一 3 存在 使 适合 【xz xz] 一 8 
的 z 常 有 

[Zo, Z1 < 8 

同 潜 定义 球 一 臻 连续， 不 难 证 明 : 在 一 闭 域 上 连续 的 针 数 一 定 是 一 八 连 续 . 

全 二 对 数 一 至 收 邹 : 全 

Zi = fz), Zi = f(r), ,Zs = je),-…- 
套 一 个 在 九 内 收敛 的 亚 纯 函数 贯 。 并 很 定 以 Z = f(x》 为 其 极限 。 如 采 给 了 6 之 0, 可 
以 找到 一 个 整数 N 与 x 无 闫 ,使 #* 这 入 时 ,对 所 有 的 z&E D 第 有 
12Z,, Z21 < &, 

则 {Cz)} 称 为 一 致 收敛 于 xz)， 

更 具体 地 号 出 【zy oa] 的 意义 ,已 知 zi 对 应 于 球面 上 的 一 点 

2r; 2y; zil:—1 
ST er $= 
奢 ,， Ws 40) 可 以 看 成 为 过 球面 的 单位 矢量 , 命 6 是 这 二 单位 天 量 的 夹 角 , 则 
4xixz 十 4717ya 十 (1 1z1)*)(1 一 | sa 上 
《1 十 je Cl 十 [za 人 
__ 20Czaza 十 #221) 十 《1 一 iz1l (1 > la) 
(1 十 [zDD 十 aa) 
2 上 0 一 上 一 cose |z] 十 |] A 一 zaB 一 
2 1 十 cos9 1 十 |saza|z 十 2132 十 2221 


cos 一 


3 2 


er 3 
1 十 ztz) 


庚 此 


ee 
9 = +2 | 卫生 和 |。 


TI 


以 往 我 们 常用 pe 6s 作为 co 点 的 邻 域 , 现 在 看 来 是 有 据 的 了 ,因为 
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[zi， co 2 tg ! 二 |. 


命 
2p 
yz 十 人 
是 -本 交换 , 即 
laf? 寺 Jrf=18P?+ ls 一 1,， of+75=0, (1) 
则 
[ws wl = Lz, #2], 
由 于 
wi— wm th. .os+8., (as 一 By)Kz 一 zz)》 
Yo yrzt6 (yz 十 3)Cyrasa -HH 5)” 
及 


ee Ei 十 上 工 十 zz 


73l 十 代 7 (Cyr OFB + 5)" 
由 于 le6 一 8xY| = 二 1， 可 知 


[ws wa] 一 [2, 22], 
山 此 可 得 如 果 
ff 
球 一 致 收敛 于 f。 则 
We Mi 2 a 
ri, + 6 
也 球 一 致 收 化 于 
一 叫 十 如 
zf 十 人 


不 中 《aa 8, Ya 6) 适合 条 件 (1). 

如 果 不 用 球面 语言 (或 椭 四 几何 的 语言 ), 我 们 可 用 以 下 的 定义 : 

1， 和 如 果 zo 非 f 的 极点 , 则 在 so 的 邻 域内 f(z) 一 致 收敛 于 ftz) 的 意义 就 是 通常 的 
意义 . 

2， 如 果 zo 是 f 的 极点 , 则 在 wo 的 邻 域内 (3) 一 致 收 敏 于 f(z) 的 意义 是 Ty 一 
糙 收 化 于 eT 《注意 ,此 邻 域内 一 定 不 包含 f(x) 的 零点 ,) 


§ 11. 亚 纯 函数 的 正规 浇 


定理 1， 命 和,(s)】 是 在 域 GC 上 的 一 族 亚 纯 函 数 。 在 和 平面 上 有 一 个 区 域 卫 , 这 些 
函数 不 取 D 内 的 数值 , 则 {fCz)} 成 一 正规 族 ， 
证 ， 命 么 是 五 的 一 内 点 , 作 羽 却 为 由 心 , 5 为 半径 完全 包含 在 DD 内 的 闭 芒 , 则 
| 六 Ge) — A| > #6, 


ee 148 +* 


[dd 
fz)— A 
则 gz) 在 G 上 有 则 而 且 有 界 《jg(z)| 二 1). 故 {gCx)} 成 为 正规 族 . 
尝 虑 fz) 的 任 一 无 穷 子 集合 ， 则 对 应 的 glz) 中 包 有 一 个 一 致 收 伍 的 贯 gx}, 命 


gotz) 为 其 极限 函数 ,因此 可 知 一 | ” 球 收 敛 于 +, 因而 f(x) 球 收敛 于 
gs CY) gw) 


fz) 一 一 十 A. 
goC2) 
浴 记 。 有 以 下 更 深刻 的 结果 ,但 不 在 此 证 明了 , 一 个 亚 纯 函 数 族 , 如 果 不 取 一 曲线 上 
的 点 , 则 成 一 正规 族 ， 更 深刻 些 : 
定理 2. 一 个 在 域 D 上 解析 的 鲍 数 族 {f,《z}},， 如果 其 值 均 不 取 随 点 (a, 5) 其 中 
z 到 上 则 {f(z)) 为 正 寺 族 . 
定理 3。 一 个 在 域 D 上 和 鸭 亚 纯 函 数 族 ,如 果 水 到 三 值 (a, 5, c) 其 Hi aa 天 和 ec 
c 天 4， 则 成 为 正规 族 . 
现在 讲 儿 个 容易 推出 的 结果 . 
定理 4 《Montel).。 假定 f(z) 是 z 的 解析 函数 ， 在 半 条 5:4 二 x 三 6, yy 之 0 中 有 
刘 . 假定 fz) 在 3 中 有 界 . 如 果 a 二 二 一 性 ， 
lim f(§ Fiy) 一 六 
则 对 任 :- 5 汪 0, 在 a 二 6 所 + 太 5 一 6 中 , 当 y 一 0% 时 了 (2z) 一 致 收敛 于 并 
证 .在 短 形 R 


gu(2) 一 


dar, 0< YY < 
小 考 嵌 函数 族 
fals) = (8 十 142)， 
这 是 一 个 同族 ， 而 且 对 任 一 10 天 < 二 2) 尖 # 一 00, (5 十) 一， 出 Vitali 定 瑶 ， 


在 a+5x 世 64 一 6， 二 <<y< 之 中 、f,(z) 一 1。 这 证 明了 本 定理 . 


用 保 角 变 换 < 一 ilog w， 尘 定理 变 为 

定理 5。 如 果 $Cw) 在 角 a 二 argw 二 8(Ja 一 8! < xx) 中 有 办, 如 果 对 某 一 9， 

lim plret) ie < 0 < 8), 

则 在 a 十 8 乏 argw 忒 8 一 3 巾 必 ww) 一致 地 趋 于 上 

定理 6 (Picard)， 一 非常 数 的 整 函 数 f(z) 取 所 有 的 有 限 值 ,最 多 仅 有 一 例外 而 已 。 

证 . 在 jz| 一 1 内 研究 

fla) 一 2), 7, fz) 一 2°2), i. 

这 族 在 x 二 0 有 界 ， 如 有 二 个 例外 值 ， 则 {ffu(s) } 为 一 正规 族 . 由 第 八 章 $ 10 定理 1 可 
知 ， 则 一 定 有 有 子 贯 f(x) 在 = 平面 上 任 一 有 限 癌 分 一 致 收敛 于 一 整 国 数 f(z), 我 们 开始 
假设 (2) 即 如 Cs。， 当 1z| 去 3 时 ， 


lf cz}| SM. 
器 当 [si 所 2*71 时 ， 
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fs) < 对 ， 

一 有 上 界 的 整 函数 仅 能 是 常数 《〈Liouville 定理 )， 与 题 设 相 矛 盾 . 

定理 7 (Schonky)。 如 果 在 jz|<1 内 f(x) 有 则 ,而 且 不 取 0 与 1， 则 当 1z] < 二 
和 时， 

lf 一 2CIKo)i)， 

此 处 如 是 一 正 数 仅 依 赖 于 蕉 0). 

证 ， 研 究 适 合 于 0) ~ ao 及 定理 假定 的 函数 族 。 由 定理 2, 成 一 正规 族 。 而 且 在 
xz 一 0 时 有 限 , 故 由 第 八 章 $10 定 再 1 可知: 在 ]z| < 二 中 


lz) 1 < 017C0)1). 
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第 十 章 保 角 变换 


$ 1. 重要 内 容 煞 要 


在 保 角 变 换 的 理论 中 最 主要 约 结果 当然 是 我 们 屡次 提 到 的 Riemann 觅 照 定 理 ， 

定理 1 一 一 亲本 定理 《Riemann)。 任何 一 个 单 连 通 域 G， 如 至 少 有 两 个 不 同 的 边界 
点 ;一定 可 以 一 对 一 地 , 和 保 角 地 映照 到 单位 加 的 辣 个 内 部 , 这 一 卫 照 状 数 镍 以 下 的 条 件 唯 
一 决定 ; G 央 - 一 点 及 一 过 此 点 的 方向 变 为 单位 圆 上 内 一 点 及 过 该 点 的 一 个 方向 ， 

说 得 更 精 和 网 坚 , 单位 图 内 的 一 点 不 站 假定 它 是 w 一 0， 方 向 是 沿 * 轴 正 向 ， 则 结果 
可 转述 为 : 命 so 是 G 的 内 点 , 一 定 有 一 而 且 唯 一 的 保 角 变换 把 6G 一 一 地 变 为 单位 加 的 整 
个 内 部 ,而 月 (20) 之 0. 

z= g(w) 
把 单位 区 变 为 G, 这 逆 变 换 有 下 列 性 质 : (iD 在 lw| 二 1 中 gCw) 是 单 信和 解析 了 汝 数 ，(ii) 
如 宁 
&o0》 一 gw2), 1 二 1, | wal 1;, 

则 mw 一 xm。 这 样 的 函数 gCw) 称 为 单 叶 函 数 。 因此, 单 实 贺 上 全 部 单 叶 函 数 的 探讨 , 就 
等 价 于 研究 全 部 单 连 直 域 . 

本 go 一 ao 十 pitp 二 at 十 -1ol<1， 
则 必 有 wx 天 0， 因此 函数 慌 人 一 各 一 4Cw) 依然 是 单 叶 函 数 、 所 以 只 需 研究 

f(z) 一 十 azg2z 十 aag3 十 … ， |z*| 一 1 
形式 的 单 叶 函 数 而 不 失去 其 普遍 性 .。 把 一 个 单 叶 函数 看 成 为 无 穷 维 空间 的 一 个 点 (a2， 
有 3; )， 这 些 点 所 成 的 集合 的 结构 如 何 9 这 在 单 叶 旧 数 论 的 中 心 问题 ,但 是 这 是 十 分 轩 
难 的 问题 . Bieberbach 猜测 .这 一 集合 包 在 一 个 无 穷 维 体 
[as| 二 +1 

之 中 ,这 是 数学 上 的 著名 难题 . 

Riemann 定理 解决 了 单 连通 域 的 内 部 问题 , 边界 可 能 十 分 保 杂 . 
例如 , 由 部 到 1 作 一 线 眉 把 这 一 线 眉 和 单位 圆 的 圆周 作为 边界 , 依 
然 是 一 个 单 连通 域 ,用 此 方法 可 以 得 出 十 分 复杂 的 边 究 . 但 Riemann 图 1 
定 重 告诉 我 们 在 研究 内 部 映照 的 寺 候 ,边界 是 无 关 紧 要 的 。 这 内 部 映 象 反 上 映 在 边界 上 ，, 可 
能 既 不 是 一 对 一 ,又 不 起 连续 的 , 因为 如 果 是 一 对 一 旦 连续 的 , 则 单位 圆周 将 变 为 Jordan 
出 线 ,关于 这 我 们 有 以 下 的 : 

定理 2。 任何 一 个 以 Jordan 曲线 为 周 界 的 域 G， 可 以 一 对 一 地 保 角 地 有 卫 到 单位 加 
的 整个 内 部 , 而 且 这 变换 在 单位 图 和 G 的 闭 包 上 仍 是 连续 的 , 使 得 Jordan 曲线 和 单位 加 


ea St 。 


周 之 操 也 成 为 一 个 一 一 对 应 双向 连续 的 关系 .并 所 方向 相同 。 如果 在 Jordan 曲线 上 任 取 
三 点 ,和 划 位 圆周 上 也 任 取 三 点 ,但 它们 是 回 向 的 , 则 有 一 个 而 且 淮 一 的 一 个 , 把 Jordan 出 
组 上 的 三 点 依次 空 为 圆周 上 的 三 点 ,而 且 有 以 上 廊 讲 的 性 质 . 

这 定理 不 但 说 明了 边 肛 关系, 而 且 指 出 了 jordan 曲线 的 一 个 表达 方法 : ，g《w) 在 单 
位 噩 内 和 解析 ,而 gCe”)， 0< 扫 8 扫 2z 就 描述 了 Jordan 曲线 命 


g(w) 一 > at ”ys 
则 Jordan 曲线 一 定 可 以 表 为 Fourier 级 数 
t(0) = > Goneina9 


一 0 


的 形式 , 即 命 4, 一 ao 十 :po， 


+ 一 四 (8) 一 ‘oscosnd 一 Bb, sin #0), 


— (6) 一 > ansinnd +t Bcosnd). 


注意 , pC6) 是 (9) 的 共 扳 Fourier 级 数 , 除去 一 常数 可 由 (0) 唯一 决定 。 给 与 任 一 连 
续 苹 数 4(6), 我们 有 一 Fourier 级 数 《 川 (c, 1) 录 和 法， 这 Fourier 级 数 也 输 巧 代表 
(9)). 但 问题 并 不 如 此 简单 ,其 汕 包 含 了 一 个 一 一 对 应 问题 , 即 需 要 由 
pO, ) 一 中 (62)， 由 (6 ) = p00), O00 Bl 

而 得 出 全 二 和 来 。 因 此 研究 Jordan 曲线 问题 转变 而 为 研究 适合 于 以 上 条 件 的 以 2 为 
局 期 的 连续 函数 的 问题 . 

保 角 变换 在 流 体力 学 电学、 弹性 力学 中 都 有 广泛 的 应 用 ， 在 应 用 的 时 候 ， 我 们 要 求 
用 上 其 体 数 据 求 出 所 需要 的 保 角 变换 来 , 由 于 任 一 Jordan 曲线 都 可 以 用 多 边 形 来 过 近 , 因 
此 , 只 体 邮 把 多 边 形 必 为 单位 贺 (或 上 半 平 面 ) 的 计算 方法 也 是 十 分 重要 的 . 《何况 有 时 
容 观 数据 也 仅仅 知道 其 边界 上 的 若干 点 .》 关 于 这 我 们 将 介绍 Schwarz-Christoffel 法 ， 但 
Schwarz-Christoffel 法 依然 不 是 简单 的 数值 计算 方法 . 


$2. 单 叶 哟 数 


定义 ， 存 DD 城内， 一 个 解析 单 值 而 不 取 任 何 数值 一 次 以 上 的 函数 fx) 称 为 DD 内 的 
单 呈 函数 ， 

所 谓 不 取 任 何 数值 一 次 以 上 的 意义 是 : 由 fw) 一 其 za)，x6。，m6 可 以 推出 

函数 w 一 1(z) 把 平面 上 的 区 域 D 映照 到 平面 的 区 域 D' 其 间 的 关系 是 一 一 对 应 
的 . 

如 果 1Cz) 在 DD 内 单 叶 , 则 在 D 内 f(x) 去 0. 若 不 然 , 假定 fz0) 一 0， 则 Kz) 一 
fsol 一 0 在 = 一 so 有 na(2>2) 重 根 。 由 于 f(z) 非常 数 , 故 有 一 贺 |z 一 zol 声 5 在 其 
上 f(x) -SS fCzo) 过 0、 在 其 内 Cx) 除 二 一 20 外 无 零 眠 . 命 伍 为 [1 C2) — {zo)! 在 加 
周 上 的 下 界 ， 由 Rouche 定理 《第 七 章 ,$9), 如果 o 三 1al 过 mm, 12) 一 zo) 一 4 在 
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此 圆 内 有 个 所 (它们 无 一 是 重 根 ,因为 f(z) 在 此 图 内 无 其 它 堆 点)。 这 与 f(x) 不 取 任 
何 值 一 次 以 上 相 违 背 , 因 得 所 证 . 

单 叶 函 数 的 单 叶 范 数 仍然 是 单 叶 郑 数 。 更 具体 些 : 如 果 f(z) 在 DD 内 单 叶 ,其 值 包 合 
于 DD 内, FCw) 在 D' 内 单 叶 , 则 F(z)) 在 DD 内 单 叶 . 


$ 3. Taylor 级 数 求 赣 


定理 1. 命 f(x) 在 s 二 0 有 则 ,了 (0) 和夫 0， 则 有 一 2 存在 , 在 js| < 委 p 中 蕊 <) 是 
单 叶 的 . 

现 精 确 些 有 

定理 2 (Landau)。 命 

太一 大 z) 一 Cg 十 222 十 "ad 天 0 

在 lz| 志 R 中 有 则 且 1w| 和， 则 它 有 一 赣 函 数 > 二 gCw) 年 |w| 二 $M ,Rl|all) 
审 是 右 风 单 值 的 , 抽 县 1g《w)i 二 RR， 此 处 中 是 一 个 瓜 与 M ,RR, 14a| 有 关 和 的 嘲 数 ， 

证 ， 先 设 一 1; RR 二 1, 


由 景 大 模 原 理 
max |az + aa + oz + .||a|l，0 二 + < 之 1， 
并 用 左边 是 * 的 增 顺 数 、 由 
max ljC(z) 一 =| 一 7 max |e: + aaz 十 a2 7 十 |; 
可 知 


1 max |1(2) 一 =] 


Ix*|1=r 
随 7 而 趋 于 0, 故 右 -*R',; 在 0<<r 达 RR 中， 
中 (Cr ) 一 > 一 max | 并 z) 一 z| 一 6 一 去 Pax li(z) 一 z|) > 0, 


轩 此 , 当 o 二 rr 二 R 及 1z| 一 ”时 
ji] = 1 —{s—f))| 2 1z} — | —1(2)| 2 $(r) > 10, 
即 在 jzj 过 R' 1! 路, 原点 是 f(x) 的 唯一 零点 ， 
了 到 一 固定 的 r+, 当 jy| 二 bp(r》 时 考虑 积分 
1 "(zxz) 
1Cy) = 二. RO 
当 一 0 时 ,这 积分 的 数值 等 于 1, 其 原因 是 1(z) 在 ]z] 科 > 过 RR” 中 只 有 一 个 原点 是 
一 级 零点 而 无 极点 。 当 |y| < 风 r》 时 , 在 zj 一 ”上 1j(《z)|] 之 $(7) 之 |y|， 所 以 
ily) 是 Y 的 连续 池 数 ,因此 当 1y| 二 $(r》 时 
1 及 起 
SE Hm 是 y eh 
即 给 一 y 适合 于 |y| 二 $《r), 方程 式 fs) 二 y 在 |zx| 二 + 中 有 一 且 唯 一 解 .这 就 是 ， 
逆 孜 数 zs(y) 在 jy| 二 只 r) 内 是 单 值 的 . 
由 留 数 定 理 知 道 
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f(x) 
zty) = 7 | 各 dz。 


区 在 jy| 二 $C(r》 中 , xy) 是 > 的 有 则 基 数 . 
问题 归结 为 找 一 适当 的 ”使 mr) >> 0， 首先, 证明 M 兰 1 由 于 fx) 在 罗 [zi 委 ! 
中 有 则 ， 


Ima |f(z) | = max ax | | 二 max |1 十 ax 十 ，…:| 守 1, 


1#1= 二 主 


其 次 ,如 取 > 一 地 即 能 达到 目的 ， 由 Taylor 系数 的 Cauchy 估计 


4 2 i 
1 14 4 
一 < 
由 于 本 故 
二 4M 1 
(i 3 6M 


从 此 , 当 jw] < 让 时 , 逆 函 数 z 一 gCw) 有 则 , 而 且 在 其 中 【gCw)1 < 1， 回 到 一 般 
情况 。 命 

= HRe) 

F(z2) RR 3 


则 FC0) 一 0，P(0) 一 1， 而 及 当 1z| 1 时 
1F(2)] < 


Rlall 
胡 F(z) 适合 于 以 上 的 条 和 件 , 只 需 把 邮 换 为 过 即 是 . 因此 当 iw) < Rial/6M 
时 tw 二 F(x) 有 逆水 数 2 一 G(w)， 它 是 有 则 .而 且 人 


命 Rx 二 xz。 则 
1(2') = RalF(z’/R), 
数 
= (> Es fa 
这 式 让 朋 , 当 
Riall 
[Rl oe 
时 , sz" 是 有 则 滑 数 ,和 而且 [zj 过 RR， 即 
ll < Rel = pCM, Ral) 
适合 扩 求 ， 


浴 记 如果 ao 二 1(0) 和 0， 我 们 的 定理 依然 成 立 ， 只 须 把 w 一 so 米 代 替 汪 即 得 . 
何 样 可 以 用 = 一 zo 来 代替 xz, 而 得 出 任 一 点 的 逆 函 数 定理 ， 
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$4. 域 的 映 象 


假定 f(z) 在 域 DD 内 解析 ，f (zx) 关 0， 又 设 王 为 f(x) 在 wv 平面 上 的 象 点 集合 。 由 上 
节 已 知 在 互 上 的 任 一 点 的 充分 作 的 邻 域 中 道 函数 z 一 g(w》 是 有 则 的 单 值 的 , 也 就 是 妇 
果 f(a) 一 5， 则 绕 5 作 一 小 回 ， 其 中 的 任 一 数值 2', 一 定 有 一 与 <“ 邻近 的 数 a ,使 

证 ， 从 刚才 说 过 的 话 已 知 D' 是 开 染 。 因 此 所 竺 证 的 是 D' 是 连通 的 . 设 wv 及 wz 为 
D' 任意 两 点 , 则 它们 至 少 各 有 一 - 原 象 点 wm ， #2, 在 D 内 可 作 一 折线 C 把 zi, z; 联 起 来 ， 这 
折线 以 z(#) 表 之 ,而 且 xnD 一 4， xz(4) 一 sz. CC 上 的 任 一 点 部 是 内 点 。 在 必 平 面 上 对 
应 的 曲线 以 C' 表 之 : w[zt)] 当 1 二 68 时 ww 一 az za 一 上 人 zz。 的 点 也 
全 是 内 点 ,这 证 明了 D' 的 连通 性 . 

旨 话 意 的 是 交 十 分 可 能 是 多 时 域 , 因为 f(z) 天 0 并 不 保证 (x) 是 单 叶 函 数 。 我 
们 再 看 f(a) 一 0 的 情况 ,此 时 

=f(z) 二 5 十 arlz 一 4 十-…， a 了 关 0, 契 之 1. 
为 简单 起 见 命 w 一 2 二 5，z 一 4a 一 +1， 则 
S=ant(lt pitprt.*…), 
在 + 二 0 附近 
(1+ptti+pt =1t qt qt.:， 
即 得 
5 二 axnt(tlt+ qf 二 qr 二 -六 ， 
郧 
SI 一 avi qt grt )， 
:一 ECStD)， 
别 得 原 项 数 的 道 函数 是 
zatt bw — b+ bw — ott 


绕 6 一峰 ; 有 有 & 分支 轮转 。 即 由 《zw 一 Bt Cw 一 Ve Cw — Bte Et- 
轮转 而 得 个 函数 。 这 样 的 点 称 为 玻 点 ,而 称 《 为 这 歧 点 的 重 数 ， 由 于 f(s) 的 零点 是 孤 
立 的 ,因此 在 忆 内 的 任 一 闭 子 集中 仅 有 有 限 个 这 样 的 靶 点 。 如 果 我 们 车 点 “Ricmann” 面 ， 
我 们 将 会 证 明 。u 一 fs) 也 是 把 域 变 为 域 的 . 

定理 1 (Weierstrass 单一 定理 )。 如 果 蕊 =) 在 单 连通 域 D 内 有 则 ， 则 f(x) 是 单 值 
的 . 

这 定 奋 可 用 解析 延 拓 法 证 明 . 


$5. 单 叶 函 数 贯 


定理 1. 一 致 收敛 的 单 叶 函 数 贯 的 和 极限 仍然 是 单 叶 范 数 或 常数 . 


"L355* 


当 


例 了 于 fks) 一 一 告诉 我 们 : 极限 是 常数 的 情况 是 存在 的 。 更 确切 些 : 如 果 对 任 一 


ns fo《z) 在 局 内 是 单 叶 的 ,而 且 在 DP 内 f(z) 一 致 收 伍 于 f(z) 则 fCz) 在 PD 内 仍然 单 叶 ， 
或 为 常数 . 

证 ， 我 们 已 经 知道 ,在 D 中 f(z) 是 解析 的 , 单 值 的 。 如果 不 单 叶 、 则 有 二 点 z1， za 在 
刀 中 ， 而 大 zs) 一 其 sz) 一 wo。 以 ;32 为 中 心 务 作 一 匣 ， 既 不 重 谷 叉 全 在 D 内 ， 并 且 
flz) 一 wo 在 圆周 上 无 解 ( 除 f(x) 是 营 数 外 ,这 是 经 常 可 能 的 )， 命 mm 是 f(z) 一 wl 在 
这 两 加 上 的 下 界 。 取 # 充分 大 使 在 两 圆周 上 ，]1(2) 一 加 过 mm， 则 由 Rouché 定理 ， 
通 数 

加 Cs) 一 wo = {fC2) — wo} + {faz) — fC2)} 

的 根 数 与 f(z) 一 wo 相等 , 即 至 少 有 二 根 , 即 f(x) 非 单 叶 ,这 是 矛盾 的 ,定理 得 证 。 


$6. 边界 与 内 部 


定理 1。 命 C 是 一 Jordan 曲线 , 包 有 一 域 D. 命 w 一 f(x) 是 x 的 一 解析 函数 , 在 
妃 及 CC 上 有 则 ,把 C -一 地 上 映 为 男 一 闭 Jordan 曲线 C's, 则 在 也 内 f(z)》 是 单 叶 的 . 

证 ， 命 DD' 代 表 C' 所 包 的 域 . 

假定 ze 是 大 一 点 , 则 天 zo) 不 等 于 f(z) 在 C 上 的 数值 , 命 Ac 表示 绕 C 的 变化 , 则 


元 Aclog(f(z) — {(z0)) (1) 
等 于 jz) 一 f(x0) 在 C 内 的 零点 数 , 故 是 一 下 整数 (因为 至 少 有 一 根 ), 但 这 也 等 于 


于 Ac arg (tw — wa}, w= f(z0), (2) 


如 果 wo 在 C' 外 , (2) 等 于 0, 如 wn 在 C' 内 ; (2) 等 二 土 1 (其 符号 依赖 于 正 向 或 反 由 )， 
Ht 到 ae 在 C 之 内 ,C 依 正 向 行走 ,; 故 fz) 在 DD 内 取 ws 一 次 ,而 且 仅 有 一 次 ,此 示 
f(z) 完全 藩 在 D' 内 , 但 D' 的 点 也 郁 是 如 的 象 点 ， 因 为 否则 在 D 内 还 有 别 的 边界 点 与 假 
设 予 逢 .所 以 马 半 时 地 变 为 D'. 

阶 记 1， 以 上 的 假定 "f(x) 在 周 同 上 解析 ”可 以 减弱 些 ;， 如 果 C 上 有 些 点 仅 连 续 而 
不 解析 也 成 . 

假定 zx: 是 边界 上 的 一 个 琳 点 ,在 zs) 附近 作 一 内 向 小 圆 弧 , 以 这 些 闹 缴 人 代替 zi 的 曲线 
部 分 ,所 得 的 一 曲线 以 C: 表 之 > 在 C: 内 的 堆 点 数 等 二 

二 Ac arg 二 7 SF wo} = 2 i 人 tw dx， 
并 桌 在 z, 的 邻 域内 有 了 (Cz) 一 0《lz 一 #1 ;4 疡 一 1， 则 当 Ci. 王 C 时, 治 C 的 积分 趋 
于 的 积分 . 

了 记 2. 在 周 界 上 f(z) 也 可 能 有 -- 极 点 ， 如 此 则 D' 拓展 到 co , 如果 这 一 极点 是 一 
阶 和 的。 边界 的 其 它 部 分 相当 普 道 , 则 以 上 的 洁 论 仍然 正确 ， 先 来 一 变形 把 这 一 极点 变 为 
= 一 0， 布 县 把 这 区 域 必 变 成 为 Rz 之 9 上 的 一 部分， 无 妨 假设 j(z) 在 这 点 的 留 数 为 
《 代 则 除 以 一 常数 即 可 ) , 故 f(z) 可 表 为 
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w— fs) 一 二 十 go， 
此 处 glz) 在 了 内 有 则 且 有 界 , 因 此 对 内 的 x 有 
Rw = minR{g(z)}, 
命 之 为 a;y 使 5 二 4a 则 当 zED，,， jw 一 b61 守 a 一 上 5, 故 


名 


0 
在 DD 内 有 则 ， 上 述 定理 可 以 前 楼 用 到 上 ,由 于 w 是 2 的 单 叶 削 数 ,这 定理 也 可 以 用 到 
w= f(z) 上 ， 
但 这 结果 对 高 次 的 极 并 不 正确 . 
例 1， 命 ww 一 十 1, 若 z 一 c2， 则 
i z—1 


当 z 撞 绘 单位 圆 时 , 好 0 委 9 委 ?2r 时 ,过 描绘 实 轴 从 一 0 到 十 co，|z| 二 1 的 局 界 上 
只 有 一 单 极 点 , 故 =z 平面 上 的 单位 贺 , 单 叶 地 上 映 成 上 半 忆 平 克 , 这 一 事实 是 已 知 的 事实 ， 
例 2， 命 
.fz 二 1 
上 1 2!) 于 
命 > 一 ce, 则 几 一 ete 这 出 建立 了 = 平面 的 单位 圆周 与 w 平面 上 实 轴 的 一 一 对 
应 关系 ,但 由 于 边界 上 有 一 三 重 极点 ,这 二 惠 线 所 包 的 域 并 不 一 
定 一 一 对 应 ,确切 些 说 : 
一 (十 作证 L) 
x 十 1 一 1 
(和 十 扩 一] 一 12 于 十 人 一 1 
[Cz — 1 + ey 
而 2 二 0 对 应 十 | 
《十 六 一 上 (x 十 一 2wW 3y — 1)(x’ 
+ 总 +2V 3 一 1) 一 0， 
这 表 三 个 圆 . 若 z 在 此 三 加 之 外 ， 则 ”> 0， 在 一 圆 之 外 ， 二 
图 之 内 也 有 ” > 0， 所 以 有 三 个 区 域 都 映 为 上 半 平 到 { 见 图 ， 
有 阴影 部 分 }》， 间 样 ,三 个 区 域 映 为 下 半 平 面 〈 图 上 空白 部 分 ). 


§7. Riemann 有 蜗 有 照 定 理 


定理 1 《Riemann)。ww 平 面 上 的 任何 一 个 单 连通 域 D, 如 果 它 至 少 有 两 个 边界 点 ,我 
们 一 定 有 一 单 时 函数 w 一 fw), 它 把 * 平 面 上 的 单位 贺 变 为 w* 平 面 上 的 DD 域 . 

证 . 假定 w= fx) 是 这 种 的 削 数 , 则 其 逆 函 数 z 二 g(w) 在 D 内 有 则 ,有 别 
(lgCw)| 二 1).。 芳 噶 在 呈 内 有 则 有 界 的 函数 类 ， 并 旦 适合 于 gC(w0) 一 0， g'(w0) 一 1， 
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这 儿 wo 是 DD 内 的 一 定点 ,这 些 函 数 将 也 映照 到 其 他 域 ( 今 后 称 此 孙 数 类 为 C 类 ). 
1) 确 有 这 样 的 函数 类 存在 ， 命 *， 2 是 两 边界 点 ,考虑 函数 


当 ww 过 一 单 连 通 域 D 时 , 它 不 能 画 出 一 个 分 开 * 与 4 的 封闭 曲线 。 即 5(w) 在 ww 内 是 单 入 
的 ,由 于 根 号 下 的 函数 是 线性 的 ， 它 不 能 二 次 取 癌 一 数值 , 故 如 果 我 们 先 在 一 点 取 定 了 平 
方 根 的 符号 , 则 *(w) 也 有 此 性 质 , 故 XCw) 拒 D 单 叶 地 变 为 5 平面 上 一 域 7', 如 果 我 们 
取 平 方 根 的 另 一 符号 ( 即 芍 数 二 的 另 一 分 六 ), 则 万 变 为 另 一 起 D", 因此 P' 和 D” 


二 
是 两 个 以 原点 为 对 称 的 域 ,如 果 C' 是 D' 的 任 一 内 点 , 则 C” 一 一 C” 是 D” 的 内 点 ,函数 
r 一 二 一 cr 在 上 是 单 售 \ 有 则 有 界 的 函数 减 以 r(wo) ,并 除 以 (ws), 即 得 一 所 需 
的 函数 . 

2) 命 eC(w) 是 c 类 上 的 函数 ,以 M(g) 表 1sCw)| 在 D 内 的 最 大 值 . 命 p 表示 M(g》 
的 下 确 界 (对 所 有 的 ge C 而 言 )， 今 往 证 明 ,C 类 中 必 有 一 硬 数 4w) 使 MC(4) 一 总 

如 果 不 然 ,C 中 必 有 一 组 函数 ,gz，*… 使 

lim M (go) 一 p. 
即 给 邓 任 一 。 > 0， 有 一 整数 N 存 在 ,使 "> N 时 
Mg <Pp 十 5， 

即 8，82。… gs; 有 同一 的 上 界 。 以 卫 表 之 . 今 往 证 明 。{gs} 有 一 子叶 在 DD 内 的 任 
一 域内 一 致 收 化 ,用 前 面 已 经 叙述 过 的 Cantor 对 角 线 法 ,可 以 取得 一 个 子 贯 , 它 企 局 内 一 
处 处 稠密 的 可 数 集 上 一 一 例如 有 理 点 集 -一 -有 极限 存 任 ， 由 Vitali 定理 , 这 函数 贯 在 D 
内 的 任 一 闭 子 域 中 一 致 收敛 子 一 极限 函数 ,不妨 假设 , 这 就 是 原来 的 函数 贯 {go(w)}, 并 
命 g(w) 是 其 极限 函数 , 由 5 5 可 知 g(w) 属于 C 类 而且 M(e) 一 p， 由 此 可 知 > 0. 

3) 函数 gCw) 把 D 变 为 团 1z| < p。 命 D' 是 z 一 gCw) 把 DD 所 映 成 的 域 , 它 一 定 
包含 在 |z| < p 之 内 。 今 往 证 D' 就 是 图 |z| <p， 假定 D' 有 一 边界 点 如 适合 于 
15ol < p， 今 将 由 此 而 推出 类 C 中 有 一 靖 数 从 w) 使 M(h) < p。 这 和 2 是 M(E) 的 下 
确 界 的 假定 相 违 背 . 

考虑 函数 


一 
C5) pp Er 于 Ex 3 
它 企 D' 内 有 由 ,而 及 M(5) 一 p， 取 定 一 分 支 , 作 诅 数 
ww) = (0) 
sa ) Pp — C0)6, 
则 $2 10) 一 0， M(£,) 三 pp， ta 1) 在 D 内 大 则 ,在 Ww wy 时 ,其 微 商 是 2 | 
ZW 一 508 
此 除 5(w), 得 Ca(w), 它 记 于 C 类 ,而 
M(Ls) 一 o12V 一 aap. 


一 一 | < p， 
| 


这 与 假定 相 违 背 ， 
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在 $1 中 所 谈 到 的 定理 2, 我 们 现在 不 加 证 明了 . - : 
§ 8. 第 二 系数 的 估计 
定理 1 (Cronwall). 命 
z 一 z 十 至 十 号 十 二 
在 jzlj > 1 中 是 单 叶 的 ,而 且 处 处 有 则 ,除去 在 兆 穷 远 点 有 一 极点 , 则 
b> nlasl? < 1. 
特别 有 1a] <<1, 仅 当 岂 一 = 十 二 时 , 取 等 号 . 


证 . 《面积 原理 ).。 由 于 函数 是 单 叶 的 。 它 将 夯 |z{ 一 + > 1 变 为 w 平 面 上 的 一 条 
Jordan 曲线 ,并 包 有 正面 积 ,在 这 曲线 上 命 w 一 x(9) 十 iv《9)， 则 


u(0) 十 io(6) 一 re 二 -2 二 -一 2 十 
六 


es 102i0 


命 ax — bn i fcns 则 


u(0) 一 ”cosB 十 > r-"(b, cosnG 十 cusinrg)， 


全 一 二 
v(0)= ?+sind— >, r-"(pb.sinnO — crcosn0). 
nn 二 1 


Jordan 曲线 所 包围 的 画 积 (>0) 等 于 
nu(0)v' (0)a8 一 人 了 cos 昌 十 rr"(bscosnd 十 c, sin 0)} 


区 二 上 


x {eos0 一 >, ar"(h, cosnd 十 ec, sin 0)) a6 
n=1 


=—<("— 和 ) 一 = 人 (一 Ss n lan ). 


即 得 
之 有 |]zv|2722 < 7， 
当 + 一 1 时 得 出 所 求证 的 不 等 式 . 
如 果 fa| 二 1， 则 显然 有 ma 一 as 一 … :一 0， 即 得 所 证 . 


引 理 1 (Faber)。 假 定 
f(s) = z+ det 
在 单位 网 内 是 有 则 及 单 时 的 , 命 g(z) 一 W f(z”)， 则 g(x) 也 是 {1z1 <1 内 的 有 则 单 叶 
奇 函 数 . 
证 . 1) 有 则 性 .已 知 
flz2) = 2 + a2 十- 


am 59 。 


括 弧 内 的 表示 式 是 有 岂 的 偶 国 数 ,而 且 除 z 一 0 外 没有 其 他 零点 ,因此 
而 (2) - /2 1 十 人 既 z 十 -.。 
各 2 


是 有 则 的 偶 函 数 ,而 
g(2) 一 zi(x) 一 二 本 汪汪 -jzl 一 1 


是 有 则 的 奇 项 数 。 

2) 单 叶 性 ， 显 然 0 只 取 一 次 ,如 果 

有 oa) — g{z2) 0 < 一 EN < 1，0 一 | sz| < 1， 
贡 
大 az) = (gt2)7 = (g(2)) = H(z), 
由 此 推 得 站 二 有， 即 zi 二 土 wz， 但 
Bl—2) g(r) gle1) 0, 

厂 sg 一 za。 

定理 2 (Bieberbach)， 如 果 

ftz) = 2 a lt : 


在 |z| 二!1 中 有 则 且 单 时 ,， 则 lazl 委 2。 i 时 取 等 号 
《6 等 0). 
证 . 由 引 埋 1 
1 1 1 A2 


gz) 和 


在 0 过 |s| 过 1 内 是 有 则 单 叶 函 数 ,应 用 定理 工 到 函数 .上 ~- 上 得 不 等 式 |a| 志 2， 


(3) 


当 且 仅 当 二 一 二 二 et 时 取 等 式 , 即 
gl7 
2 
人 ”一 
附 记 ， 读 者 自 证 ,这 照 数 确 是 单 叶 请 数 . 
§9.， 推 论 


今后 我 们 常设 
fx) = zt d+ 


在 |z| 二 1 中 有 则 且 单 叶 . 
定理 1 (Faber)， 在 |z| 二 1 中 , f(z) 取 所 有 的 绝对 值 小 于 二 的 复数 值 , 即 w= 
fz) 把 ]z| 过 1 变 为 一 域 , 其 中 包 有 图 |wl < 十. 
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证 ， 假定 f(z) 和 7Y， 则 函数 


1 一 二 十 az 十 一 1 ... 
gz) er ie = 十 (ma 十 二) 二 


在 jz| 过 1 仿 然 是 有 则 且 单 叶 , 由 上 节 定 理 2, 可 知 

ja 委 2 及 | 二 了 | 2, 
其 .得 

| <2+1al<4, lrl>t, 

7 4 
许 记 1， 场 证 ,如 果 
He (1 十 erz)? 
则 Ke-”*) 取 于 ee， 反之 如 果 帮 s) 在 单位 圆周 上 的 值 取 二 ce-*， f(z) 一 定 是 以 上 形 
式 ， 

附 记 2. 定理 工 的 不 等 式 可 以 换 为 


1 
之 一 一 一 一 一 。 
lr| 人 


定理 2 (Beiberbach). 在 1z| 二 1 中 ， 
ED 
2 ”所 可 |<2, 
当 且 仅 当 
= i zo)(1- tase 2 
A ne 


及 z 二 zo 时 取 等 号 。 
证 ， 取 |zo| 二 1, 作 
(+ ) 一 二 Aiz + lt- 40 = f(z0) 


1 二 + 地 oz 
及 
二 i 4 7 Eo 
gl) 一 二 人 (计生 ) 一 各 ) 一 < 十 学 ey 
g(x) 仍然 是 单 叶 国 数 , 因 此 
和 <2 
4s 
但 
0 op (z+ ll py 1) 
ye 1 (2 各 ) en (= ee ws Flz0)(1 一 |z0l’), 
1 2 sz [ 
A f |， -0 zl 一 sej — 27 (20)501 — 120!°)). 


由 此 得 出 所 求证 的 不 等 式 .。 关 于 取 等 号 的 情况 的 证 明 不 难 ,读者 可 自己 证 明 . 
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$ 10. Koebe 之 正 扭 定 理 


定理 1 (Koebe). 当 1z| 一 < 1 时， 


1 一 
人 | 过 md 


(lO—7) 


当 且 仅 当 fz) 一 一 时 取 等 号 . 


(1 十 cf<z) 
证 . 易 见 


， Io (f(s .23 
logf'Cz) + log (1 — |z|’) yee 一 as 


积分 路 线 到 由 0 到 z 的 直线 .由 上 节 定 理 2 可 知 


llogf Cs) + log (1 一 1zD] 二 全 一 人 


r 
01]—r? 


1 十 > 


1 一 » 


dr 一 2 lo0g 


其 实 部 给 出 


Ltr og]f(2)| + log(l 一 四 二 2og1 一。 


1 一 > 二 了 


一 21og 


即 得 
1T 一 > ， 1 十 y 
人 Cr 


何 时 下 等 号 ,读者 自 证 . 
附 记 ， 取 庶 部 得 
largf Ol = llogf (| < 2log1 Et. 


这 不 是 最 佳 结果 ，TIoxrysa 求 得 的 最 佳 结果 是 


|arg f(z)| 所 | Vv 


2 
2 
二 十 log ]=| | 属 [ 芝 三 二 
1 一 |z| 2 


由 此 立刻 推 得 (用 最 大 模 原 理 》 
定理 2. 在 |z| 反 ”中 不 等 式 仍然 成 立 ， 
定理 3. 假定 |z:| < 7》 [szl sr， 则 
1 一 rY fCz)| ‘1l+r\ 
1 十 “】 过 | = 十) 
定理 4 《Bicberbach)， 当 jz| 和 过 ”时 ， 
《1 十 7 了 
《仍然 如 定理 工 的 听 指 的 情况 取 等 号 .) 
证 ，1) 由 定理 1 
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fr 


(I ry 


1f(2)| 到 


Hn 


D1 = || f(a 


<J fl < hs 


| 人 
= i 《1 一 ”六 
2) 假定 w= f(z) 把 圆 CCizl 一 *) 变 为 平面 上 的 曲线 T, 命 wo 是 T 上 离 0 最 近 


的 一 点 . 
二 硬 
A 


43 44 
在 “平面 上 作 直线 《wo(0 必 p< 1))， 在 = 平面 对 应 的 曲线 是 工 , 如 此 则 
wol = | lawl = 76D 1ae!, 
由 于 14s| > 4X1z| 一 ,所 以 ,由 定理 1 


i9 [一 4 一 
lol 一 上 Hy )2> ol+ 4) RE (1 士 +r) 


二 此 立刻 推出 
定理 5. 在 |z| 一 + 上 ，|1(z)|] 之 > 
§ 11. Littlewood 的 估计 
定理 1 (Litlewood). 当 = 宇 2 时 ， 


\ al 
al <(1+ 1 Nn en. 
如 一] 


证 ， 由 $8 引 理 1， 
a VHD) 一 por， 和 一 1， lel <1 
是 有 购 单 叶 函 数 ， 由 上 节 定 理 4, 当 |s{ 过 1 二 1 时 ， 


|fCz) | i 
改 当 1z] 委 we 一 1 时 ， 
TI 
即 ww 一 glx) 把 贺 |z| = VY 变 为 一 条 Jordan 曲线 T 在 圆 |w| 二 之 内 , 故 工 


一 占 ] 2 AAA 全 i 
所 包 的 面积 不 大 于 加 面积 = (3 三 ) 一 二 于 
TT 所 亿 的 于 积 等 于 
他 u(0)av(8) = | Bb {Bcosn0 — b' sin 6) 二 
0 1 


x bs (bncosO — Bb sinn8)n 好 | dB 
1 


— x Dn + oD Dnlbs lu", 
1 这 
甚 中 和 一 2 十 2。 即 得 
2 nb lr < = 
之 ey 
二 ， ] 
no < 雪 一 一 一 一 一 
2 Gy 
积分 之 , 当 0 二 r+ 之 1 时 ， 


= 了 oz 了 
blr” < 去 一 一 一 一 一 一 一 
> | | 《1 一 性 1 一 y 
由 于 
2 dr" 一 sor), 
记 以 


-了 zz 一 上 y ry! 1 2 一 
] |” 一 >, Duribm-sr 1 | 3 > (Co,lr” 
“p= “一 


+ bz-cloe9 (用 了 ab < et) 


ie © 
一 他) 16 SD, |e, lr’, 
vel 1 
故 得 


|a,l RR 
Eh Sy 


当 n 守 2 时 , 取 + 一生 一， 则 得 


PM eg Be 1 


、 | 


Na 一 人 
) ncn. 
1 


$12、 是 形 区 


定义 。 一 个 Jordan 曲线 所 包 的 域 称 为 对 其 中 一 点 ze 是 星 形 的 , 如 时 由 xz 向 外 的 射 
线 只 交 曲 线 于 一 点 . 
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引 理 1. 如 果 ww 一 g(xz) 把 圆 |z| = 一 > 变 为 相对 w 一 0 的 星 形 的 曲线 、 则 在 
jz] 一 > 上 恒 有 
Rs ECs) > 0， 
ge2) 
并 且 反 之 亦 真 . 
证 ， 以 上 所 说 即 等 价 于 g(re”) 的 经 角 是 8 的 增 项 数 , 即 


1 log g(re®) > 90, 


到 | 
0 一 78 CE ds 一 7iz 旦 (2 一 Re 和 人 
gtz)} dO Rs) | 
引 理 2. 如果 g(s) 在 ]z] 和 1 中 有 则 ,及 
glz) 一 二 十 bs 十 5b227 十:…:。 Retz) 一 0， 
由 12。] 和 1. 
证 . 命 gx) 一 # 二 iv 及 5 二 5 62， 则 
tt 一 = 十 S rr(p’ cosnd — 2b sinnO), 
上 监 处 


f 2 
br mb toi | ed0, n> 1， 
Tr 


由 本 祈 0， 所 以 


当 x 一 1]， 即 得 所 求 . 
引 理 3. 设 fx) = 二 zg 十 qa? 十 '…* 把 |z] 过 1 音 时 地 上 映 为 ww 平面 上 一 对 w 一 0 
的 星 形 区 域 , 则 在 1z1 和 1 内 处 处 有 
R(: ff )>0. 
大 =) 
证 -由 引 理 1 我 们 只 需 证 明 对 任 一 0 和 <1, 1z| 二 + 之 象 B. 亦 是 对 于 w 一 0 
的 星 形 域 即 吕 ， 没 忆 是 之 一 点 , 则 当 0 二 1 之 1 时 ， 一 切 点 地 缘 属 于 了 因此 函数 
(2] 二 由 (z) 适合 (0) 二 0, 旦 站 1z1 过 1 中 是 正则 的 ，1 人 se 系 1， 因 此 在 
lz| 过 1 有 | go 过 |z| 设 wv 一 f(s) 是 Br 中 的 一 点 , 即 [zs 二 +。 由 上 可 知 
wD 三 a < 但 ta 全， 因此 zw 一 其 ze)，|sxo| 之 1。 以 此 代入 上 面 的 不 
等 式 ;, 得 zo 二 rr， 即 zwi€ 吾 -， 引 理 证 明 ， 
又 由 调和 函数 的 极 值 原理 知 , 木 引 建 的 不 等 式 在 1z| 之 内 不 能 取 等 号 . 
定理 1 (R，Nevanlinna)， 很 定 
fz) 一 十 322 十 十 goz 十 
在 1zj <1 内 有 则 且 单 叶 ，w = f(z) 将 单位 贺 变 为 相对 于 w 二 0 的 星 状 域 , 贡 
[as Sn 2 3 4. 
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( 即 在 此 特殊 情况 下 ，Bieberbach 猜想 正确 ) 且 仅 当 f(x) 一 一 一- 时 取 等 号 ， 


《1 一 ei*z)? 
证 ， 由 引 理 3 ， 
R: F(x) > 0, 
fl 
故 由 引 理 2 可 知 ， 
加 半 MN es :es si 十 ze 十 -9 
1(2) Zz 二 a27 十 ……: 
Iz,| 委 2. 
即 得 
Rn 1 十 2z 十 22: 十 一 ， 一 工 之:， 
一 3 
《这 由 用 Zaoz? 亿 28,z” 表示 ao| 委 2) 
f(z} _ 1 2 
flz) bE 人 1 一 s” 
好 得 
fs 区 1 
log 1 Ey 


| 
2 之 | we 


名 得 1as| 丢 = 《这 儿 我 们 用 了 由 4(s) 全 B(x) 可 推出 
中 A(Cw )aw & 上 Blw)dw, eh KK eB 


等 事实 ), 关 于 等 号 部 分 不 再 证 明 . 


定理 1 (Dicudonn% Rogosinski)。 假 定 
jz) 一 zz 十 222 十 十 Gang 十 
在 1z| 和 1 内 正则 且 单 时, 如 果 a， 都 是 实 的 ,由 
[asl 和 nn, 7 一 2,3,4..，. 
证 . 由 于 fx) 是 单 叶 的 ,所 以 当 0 万 + 二 1, 9 关 0 时 
flre®) — flre-®) < 0, 
好 
re -一 ei) 十 aarieae — eH0) 4 tanrr(ern — ene) + .Se 0, 
sinO 十 qr sin 2 十 十 gar !sinn9 二 +: 妆 0， 


驰 以 sin9 并 利用 sin8 sin m8 一 六 (cos(m 十 1)8 一 cos(m 一 1)9)， 可 得 
blr30) = 1+tarcosdi+ (Car: — 1)cos20+ -…: 
十 《asktr” 一 ip-irrrz)ycosz8 t+ -..0 


= 1556。 


bf(o 8) 二 1 一 cos29 汗 0， 所 以 常 有 
Hr,0)>0, ON0,x. 
因此 , 函数 
PKz) 一 1 十 azrz 十 【ar 一 1)z2 十 ,十 (ahra 一 Gh-ihorz)sn 十 
在 |z| 过 1 上 是 正则 的 , 且 R[F(z)] 守 0， 由 前 节 引 理 2 知 


Jaxr| 和 2, Jasr? CO—1| 2 [as 一 aore | 2 
由 此 
2 3 
Fazl < |asl SS 一 ， [asr’ — a2r | < 2， 
r 
2 
ja| 委 二 十 uk eg 
六 
2 本 #2 
| ant | 到 一 十 ja < ee La, ‘lr 9 
r + Fr" 
当 + 一 1 时 得 


| el 2. 
$ 14. 把 三 角形 变 为 上 平平 面 


导 求 一 个 函数 w 一 g(z) 将 如 平面 上 以 zw 3 , 0, 1， 为 顶点 的 三 角形 内 部 变 为 * 平 

面 的 上 半 平 面 。 由 Riemann 定理 可 知 一 定 有 一 一 的 保 角 变换 把 这 三 角形 变 为 上 半 平 面 ， 
且 把 (iV3 , 0, 1) 安 为 实 轴 上 三 点 《4a，6，c), 又 有 一 实 的 Mabius 变换 把 (e, 5， <c) 顺 
次 变 为 (一 1, 0, 1)。 换 诗 之 : 存在 一 函数 w 一 g(z) 使 iV3= 
g( 一 1), 0 二 g(0)，1! 一 g(1). 问题 在 于 实际 找 出 这 个 变换 。 考虑 
积分 

到 一 上 | 《zt 十 I) de, 
希望 它 合 于 我 们 的 要 求 。 它 确 平 将 0 变 为 0。 当 = 沿 实 轴 从 0 到 1 
时 ,ze 也 从 0 沿 实 轴 变 到 

hk CG 4+ -We 一 站 -ads = 1, 


今 往 算出 


f i 四 I € 十 部 ) 
二 一 |. A m1) 5 和 (—A)"d 
<=o 7 二 ) 天 二 
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即 函 数 


212 了 
这 (a) | ED 一 让- 大 
EC > 
2 3 
把 线段 0 委 z 委 1 变 为 0 所 w 二 1。 考虑 当 z 在 绕 1 足 过 一 个 小 的 上 半 合 而 从 1 变 到 
co 时 的 情况 , 则 《xz 一 1) 实 为 (z 一 1)c ,因此 


21/27" 各 Ss (1 证 | 2) ade 


7 (D7) 


zr 
十 2 | {z 十 1 )-s56z 一 12(4 Be -ae| 
1 


5 
327" (= 
一 上 十 ‘| | [2 十 1)-%rm2c es 1)-*a, 
3 


eA Fa 十 WA Oo 1 Ma, 
Xe 
2 丈 研 
由 于 = . 二 十 之 二 2， 这 积分 是 收 全 的. 


上 再 看 当 z 统 0 足 过 一 个 小 的 上 半 小 贺 ， 而 从 0 沿 实 轴 变 到 一 1 的 情况 、 此 时 * 变 为 
te"。 因此 


wef 
we Gt DA 一 a 
0 
人 
— —e C—O a 
0 


-zx fi Be 
一 一 。 全 < 《1 一 1 + Yd i 3 


(此 值 由 所 法 算出 : 但 需 用 TCDT(1 一 =) 一 一-). 当 # 由 一 1 变 到 一 co 时 .不 难 证 
出 忆 册 iV 3 语 斜 边 变 到 wo， 
内 此 ; 当 z 由 一 oo 到 十 co 时 , ww 正 向 地 绕 三 角形 一 周 ， 同 时 在 上 半 平 面 1(%) 是 
的 解析 函数 ,因此 * 一 KKw) 把 三 角形 的 内 部 变 为 上 半 平 面 ， 
更 一 般 些 . 三 角形 4BC 的 二 角 各 为 
一 4 一 ar B=pr, CC 一 ?ro 


Sin 和 


ui 一 《人 Ga (tb Td, a<b<e 
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时 三 角 影 内 部 变 为 上 半 平 面 .而 且 4 B，C 三 点 变 为 gs: 5 cs 这 此 的 玉 与 ze 可 击 


4 人 0 一 
如 一 人 | 人 一 人 一 人 一 er 


来 决定 : 即 由 4 一 8 一 | (一 ae 一 人 (一 ca 定 出 来 .再 由 其 中 之 一 
定 出 so 来 . 
习题 1。 wv 一 | -一 此 把 半 平 面 变 为 等 边 三 角形 . 


o (1 — 2) 


习题 2， ze 一 | 让 殷 半 平面 变 为 二 角 各 治 30”, 30?, 120? 的 二 角形 . 
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§ 15. Schwarz 反射 原理 


定理 1。 设 G1, G3 为 两 个 互 不 相交 的 域 。 它们 有 一 - 段 共同 的 边界 弧 C, 设 C 为 一 
Jordan 曲线 段 ，C 的 任 一 内 点 都 不 是 除 C 以 外 的 G; 或 G2 的 其 它 边 界 点 的 聚 点 。 又 设 
fz) 及 f(z) 分 别 为 G 及 Gz 内 的 解析 函数 ,在 Gi 十 C 及 Gz 十 C 上 连续 , 且 在 C 上 在 
fa) 一 ja) ， 则 存在 一 个 在 Gi 十 Ga + C 解析 的 函数 (Cz), 它 在 G, 等 于 je) ,在 C: 
等 于 /Ce. 


证 . 我们 定义 G, 十 Gi 十 C 上 的 单 值 连 续 国 数 F(z) 为 


fl) 3 当 ZE Cy 
F(z) 一 [i 3 当 z6E Gai 


ftz) 二 fz), 当 z€ Cc, 
现在 来 证 明 F(z) 是 解析 溺 数 , 当 z 总 于 G1 或 G2 时 这 是 显然 的 , 现 设 z 且 于 C0, 但 作 一 
可 区 长 的 闭 轩 小 8 横 足 Gu G;( 见 46 图 ).， 惟 卡 积分 


| ey (1) 


3 40 说 47 


把 这 积分 分 解 为 两 个 积分 ,一 个 在 G, 内 一 个 在 G2 内 ( 见 46 图 ), 由 -f(s) ;f(z) 在 : 
G+C 及 GCC 上 为 连续 性 ,这 两 个 积 公 帮 等于零, 因 之 积分 (1) 也 等 3 0、 根据 Morera 
定理 , F(z) 一 解析 咕 交 . 

定理 2 (Schwarz 反对 原理 )， 设 域 G 位 十 上 半 平 面 ， 它 午 边 界 含有 实 轴 上 的 一 个 线 
段 < 辐 ) C，C 具有 和 定理 1 的 弧 7 段 C 同样 的 性 授 , 设 藉 e) 企 G 解 析 在 6 十 C 上 连续 ， 
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且 在 C 上 只 取 实 值 , 则 f(x) 可 经 C 向 G 外 作 解 析 延 拓 ( 见 图 477。 
证 .把 G 对 实 轴 作 反 射 , 得 另 一 区 域 8, 在 G 上 孜 数 
f(z) = f(z) 
是 有 定义 旦 解析 的 , glz) 在 G 十 C 上 连续 , 且 在 C 上 有 g(x) = f(z)。 由 定理 1 了 并 可 推 
出 本 定理 . 
习题 . 如 果 定 理 2 中 f(z) 在 C 上 不 取 实 信 , 但 1(z) 在 C 上 所 取 的 信和 都 落 在 复 平面 
上 其 一 直线 眉 X48 上 ( 即 f(x) 把 < 连续 地 映 为 48), 如 何 推出 类 似 的 结果 ? 


$ 16. 把 四 边 形变 为 上 半 平 面 


命 0 二 二 1， 考虑 积分 
ea [i dr i 
. | V (1 — A) — Re) 
当 z 沿 实 轴 出 0 变 到 1, 则 
BE es dz 
| VU — 2)(1C— er) 
也 沿 实 轴 由 0 变 到 
一 人 -天 于 一 一 一 
OV A — kn) 
当 * 沾 实 黄 由 1 变 到 天 ， 则 


' VE DO 
沿 直 线 < 一天， 从 天 变 到 KK 十 1K'， 了 这儿 
| EE el 
! VU DU ED) 


L 
| 


图 48 
再 当 由 元 变 到 , 则 


a 下 az 
纪 一 下 十 其 i i 一 
沿 直 线 z 一 天、 由 天 十 1K 变色 iKK', 这 几 用 了 
- I 
1 ve — (CRF 1) 


要 证 明 此 点 并 不 困难 , 换 变 数 如 = 二 即 得 . 


再 考虑 当 * 过 实 轴 负 向 部 分 , 同 法 可 证 当 < 沿 实 轴 , 由 0 而 一 1, 而 地 + 而 一, 则 
必 由 0 变 到 一 天, 而 一 KK 二 iK' 而 iK'. 

总 之 ， 当 = 由 一 ee 一 11, 去 污点 处 部 必须 作 一 上 半 小 区 ， 
沿 小 圆 过 去 ), 则 必 过 一 长 方形 的 边界 ,其 边 长 各 为 2K 及 次"， 因 之 将 上 举重 变 到 长方形 


天 天 十 iK’, —K+ iK’, —K. 
漳 数 


并 不 能 用 初等 函数 表示 出 来 ， 它 足 一 个 所 谓 症 区 积分 . 它 的 反 本 孝 是 Jacobi 的 精 圆 正弦 
a 
它 把 站 形 
[K,K TK', —KI+iKkK'’,—kK] 


. dt 1 dt 
可 gs ey | Vr— er 
变 为 上 平平 面 
能 不 能 找到 这 样 的 变换 , 把 任意 长 宽 的 矩形 变 为 上 半 平 面 ， 即 给 了 工 (0)， 对 (> 
0)。 能 否 找 到 C 与 &， 使 
L=CK, M = CK', 
则 求 包 使 


M Vk Af dz 
工 | AAA (2 一 1)C1 一 《202) /J — A — Re) 到 
pk 在 0 一 不 < 和 1 中 是 六 的 连续 函数 ,而 且 
lim qlR) 一 0， lim Pp(R) = co 


因此 任 给 ， 一 定 有 天 存在， 找到 后 ,再 定 出 Cc 来， 即 得 所 需 的 变换 . 


附 记 .zz 二 sn w 在 全 平面 上 的 情况 ，、 当 ww 在 实 轴 上 【一 天, KK] 之 间 时 ，z 在 实 轴 上 
i 一 1,1] 之 闻 , 由 Schwarz 反射 原理 ,可 知 这 水 数 可 以 解析 延 拓 到 短 形 
[—K,—K—ikK ,KK—ikK,K] 
之 中 ,其 中 的 数值 对 应 于 = 的 下 半 和 平面 . 
又 线段 [天 ,天 十 天 '] 对 应 于 (1， 主 )， 因此 再 由 Schwarz 原理 可 以 拓展 到 秆 形 [K， 
3 玉 ，3 天 十 天 :天 十 二] 之 中 。 不 难 证 明 
sn (w 二 4K)S=snw, 
sn (w 十 2K'1) = gn w, 
即 sn w 是 一 个 有 两 周期 2K'i 与 4K 的 图 数 ,不 但 如 此 ,除去 由 一 下 及 jiK' 十 2K'im 十 4Kn 
之 外 , 它 无 处 不 解析 . 
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习题 1， 用 Schwarz 反射 原 举 , 求 出 514 所 定义 的 函数 的 反 男 数 的 全 平面 性 质 ， 并 
证 明 ,这 函数 也 是 有 两 个 周期 的 。 它 的 周期 是 4z 十 2w'，2sv 十 4 。， 这 儿 


Ws or 一 本 (一 1 证 V 一 3) 


《如 图 52)。 
习题 2， 函数 


图 52 图 3 


把 z 平 面 上 的 单位 贺 变 为 ww 平 面 上 的 方块 ( 命 2 一 (5 一 让/($ 十 让). 
习题 3。 证 明 
全 az 2 a 


0 网。 (2 一 13》C1 一 2 Jo (1 aCl Ry 
(提示 : 考虑 如 图 53 的 角道 .) 


§ 17. Schwarz-Christoffel 法 一 一 -把 和 多边 形变 为 上 半 平 面 


更 一 般 基 同 积分 


2 一 上 | (1 — a 一 2)s1 Oa) de 十 cs (1) 
这 几 
一 0 过 at 二 An < 00， 
及 


mt O01 12 
< 与 0 是 常数 .。 我 们 考虑 当 * 沿 实 轴 由 一 % 到 十 co 时 ,ww 的 变化 怎样 《当然 当 过 ai， 
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zz。 2w 人 入 [, 作 -一 个 上 半 小 融 绕 过 可 能 的 否 异 点 a1). 

首先 由于 当 上 一 oo 时 ， 

(人 一 0 一 gr) 一 Oo) 一 DC。 
该 积分 1) 是 收 伍 的 ,而 且 当 : 洛 上 羊 小 图 
zi 一 av 十 ci，0< 委 8 和 rr， 8>0 
而 积分 时 ,这 积分 
Ole”™) = oll). 

当 z 在 整个 上 半 平 面 ,积分 (1) 是 解析 的 单 值 的 . 

先 考 虚 

w= | a) ~ en) de (2) 

( 即 < 一 1，co 一 0 的 情况 )。 当 >x 洛 实 轴 有 从 一 22 变 到 a 时， 


Wr 一 exetT 十 af 一 ) F (ar 一 站 cas 一 了 oem 
mm 


ey 上 (ea 一 站 0an — 1nd 

纪 沿 实 轴 由 0 变 到 

地 一 | (ai CO— 7) ar 一 1)°n-ladr ,> 
当 z 经 上 半 小 夯 线 a 后 :再 沙 实 轴 巾 a 变 到 a3 时 , 尼 由 4, 变 到 

A; aa 地 十 (一 <， 
更 上 其 体 些 , 妆 z 册 wo 变 到 和 了 时 ,本 一 线 贤 
tw 地 4 十 erly, 0 过 t+ 之 Bis 
这 儿 
B= Ca) Dt (a — ed. 
河 冬 , 当 x 由 4 变 到 43 时 , 尼 夯 一 线段 
w= + ete, O01 Bb, 
而 
B; 一 向 (fo— aa) oo a (a Om (as — 1 dt. 


As i < 十 Erte 
现在 攻 虞 线段 了 加 与 丽 丰 的 夹 基 :由 于 .44 及 4 与 x 轴 的 斜 朋 各 等 王 一 (a% 一 1)r， 
一 Co 十 2 一 2)x， 二 4142 与 4343 的 类 彤 等 本 CIT 
依法 续 行 ， 41， az "344 各 对 应 于 尼 平 而 上 的 
if 
贡 且 Asi A 与 了 的 炎 角 是 Yu 最 后 ， 当 所 田 In 变形 oo 时 ， w 汕 直线 


比 一 -十 ti 0 六 上 < 大 了 吾 。 


从 了 了， 变 到 pe 十 B,, 这 儿 
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和 | (一 oa 
今 往 证明 : 4。 + B。 一 4,， 也 就 是 待 证 | 
; 人 Ce 一 人 一 Dee 


| 
4 当然 积分 路 线 过 a1，… ,4 需 过 一 小 半 凡 . 
由 于 被 积 函 数 在 上 半 平 面 有 则 , 画 一 以 RR 为 半径 的 大 图 ,上 半 


平面 的 积分 
mm OCR | i OCR-!), 
i 故 当 R -> co 时 ,积分 赵 于 0, 利用 Cauchy 积分 定理 , 立 得 所 证 ， 


图 54 六 此 , 当 = 由 一 sc 变色 co 村 ,中 谓 一 # 边 形 , 以 
4 A2s Lv 
为 顶点 ，4, 的 角度 等 于 our. 
由 $6 定理 1, 可 知 (2) 把 上 半 平 面 变 为 # 角形 ， 辣 梯 (1) 把 上 半 平 面 变 为 » 角形 ， 
它 的 2 个 项 点 是 


A a) de ta 


在 4, 处 的 角度 是 av。 
习题 、 怎 样 的 ay ozy os 


w= a oa) a) md 


的 有 反 哆 数 z 一 f(w) 才 在 整个 w 平 面 是 单 值 欧 数 , 试 证 仅 有 三 种 可 能 性 , 即 其 三 角形 三 角 
的 改 数 各 为 
(#, 3 7) (= ”4 .三 )， 全 三, 于 ) 


提示 : 绕 一 点 用 Schwarz 反射 原理 侦 数 次 后 回 到 原来 的 所 在 ， 因 此 ww 一 二 ， 这 上 儿 
Hs 是 鼎 然 数 , 又 有 al 十 十 os 一 1， 因此 仅 当 


NR 人 守 守 43 守 2 
#1 A2 3 


时 ,和 有 此 可 能 . 
§18. 续 


现存 证 骨 把 上 半 平 面 变 到 多 边 形 的 一 一 保 角 陕 照 ,一定 是 上 届 中 所 讲 的 形式 . 

首先 :由 Riemann 基本 定理 , 必 有 函数 w 一 f(z) 把 上 半 = 平面 保 角 且 一 一 邮 有 映照 到 
多 边 形 的 内 部 和 上去, 我们 约定 : x 平面 实 轴 上 三 点 《例如 a1， aa* aa) 与 人 的 边界 上 的 三 
点 (例如 三 项 点 44，A2，4A3) 相对 应 , 由 $1 引言 中 所 述 的 定理 2, 1(z) 唯一 地 决定 了 , 这 
六 数 把 项 点 44,，… 4。 党 为 x 轴 上 的 = 一 3 个 点 at …，ar; 现在 来 找 出 这 水 数 的 解 
析 表 达 形 式 . 


a-17 和 4 。， 


当 = 在 实 轴 的 每 -- 段 (sk at 上 ,w= f(x) 男 一 线 妥 AiAins 由 Schwarz 对 称 
原理 :可 以 把 这 项 数 经 这 线 恨 解析 延 拓 到 下 半 平 面 内 去 ,这 项 数 的 解析 
廷 拓 作 出 一 保 角 上 映照 它 把 下 半 个 平面 耿 到 依 线 银 44A4+, 对 称 ,A 的 
影子 上 去 , 它 的 影子 是 多 边 形 A', 这 解析 延 拓 又 可 以 经 任 一 线段 (ax， 
ax+t) 而 被 延 拓 到 > 的 上 半 平 面 上 来 ， 这 样 的 解析 延 拓 所 作出 的 保 角 
耿 照 ,把 上 半 < 平面 映 到 依 4es4kesa 对 称 , 和 的 影子 A” 上去. 

假定 我 们 已 经 完成 了 一 切 可 能 的 象 上 面 所 说 的 那样 的 解析 延 拓 ， 
一 般 说 来 :结果 将 是 一 个 多 值 函 数 (可 能 是 无 限 个 值 的 函数 ) 史 一 F(z). 
对 这 函数 来 说 ,原来 的 1x) 是 它 在 上 半 平 面 内 的 一 个 单 值 分 支 . 

假定 w 一 六 (=)] 与 wv 二 **(x) 是 函数 F(z) 在 上 六 平面 的 任 
意 两 个 分 支 按照 F(z) 的 构成 方式 ,由 产 到 1** 是 经 过 偶数 次 对 称 ( 反 
射 ) 而 来 的 ,对 任意 两 直线 各 作 一 次 反射 得 一 Eudid 变换 , 即 偶数 次 对 称 结果 是 

Fr*(z) i eirf*(2) 十 a 
对 下 半 平 面 来 说 这 结论 也 是 正确 的 . 


图 55 


gl(2) 一 0 一 -人 logf C2)» 
由 于 在 上 半 平 面 f(z) 是 一 一 的 保 角 有 喘 射 , 所 以 f(z) 在 上 半 平 面 过 0, 因此 g(z) 在 上 六 
平面 是 解析 的 , 叉 岂 
C2) = eirf*'(2), 
产 * (2) = errf*" (2), 
所 以 glz) 是 单 值 的 ,对 下 半 平 面 可 作 间 样 的 讨 沦 、。 因 此 在 整个 * 平 面 上 ,; 除 = 一 ax 之 
外 ,g(x) 无 处 不 解析 ,而 是 单 值 函数 .出 于 > 一 co 变 为 多 角形 边 上 的 某 一 点 ,而 非 顶 点 ， 
因此 g(xz) 在 无 穷 远 点 也 让 解析 的 . 
我 们 现在 看 gfks) 在 z 一 ak 处 的 性 质 , 取 一 个 分 支 f(2), 则 在 z 一 a 附近 
je) = Ai 二 (sar)t{cot cz CO—a)t-}. (1) 
可 证 明 此 点 可 以 考虑 
(fl2) — AP = wl) , 
当 = 绕 ax 如 上 并 个 小 加 时 7(z) 绕 4 画 ckr 因此 ， 当 zx 通过 mx 的 直线 上 时, a(z) 过 一 经 
过 4; 的 直线 段 、 由 对 称 原 理 w(xz) 可 以 展 为 
ws) 一 cl 一 GD 十 cz 一 axr)’ “rs 3 
风向 得 出 表达 式 《I) 来 . 
由 (1) 推 得 ,在 z == a 附近 
“(go Gx CO— 1 orcos — ar)t ?+ -…. 
a co 十 cfzs 一 4 十 -5 
gO— dk 
中 gx) 有 一 一 阶 极点 , 留 数 为 wi 一 1Co4 去 1), 
在 整个 平 闸 上 gx) 有 个 奇 点 ， 


G(2) 一 go) 一 所 一 -一 …- 2 


Ss Al an 
是 一 个 在 整个 平面 上 解析 的 函数 (包括 co ) ,因此 它 是 一 常数 
又 出 于 大 zs》 在 z 一 co 处 是 有 则 的 ， 


f(z) 一 西 十 < + 一 全 十 ya 
之 


2? tl 
区 
PP( 疡 十 1) 一 十 
PAP 2 27 
pti 


于 息 glo0) = 0, 改 Gl) 一 0， 因此 Gs) = 0, 


2 一 A logf (2) 一 
沿 上 半 平 面 中 任 一 路 线 积分 可 得 

f(z) = els Oo a) (so 0)! 4a) !, (2) 
即 得 所 求 函数 的 形式 是 

f(z)} cc 旺 (zt 一 cs a ) lt 十 cy (3) 


也 就 是 上 节 有 开讲 的 变形 是 必然 的 形式 . 
附 记 . 由 (2) 可 知 , 当 2 一 + 之 a, 时， 
argf (2)} 一 argc， 
线 毁 《av 9) 经 ww 二 J(z) 向 变 为 4,A1 因此 arg < 等 于 线段 4,4 与 * 所 成 的 角度 ， 
给 出 了 一 个 顶点 的 位 置 可 以 确定 c1， 要 确定 a 与 1c1 可 以 利用 已 知 多 边 形 的 边 长 


由 十 1 
Am elf 


来 决定 ,无 此 在 实际 使 用 Schwarz-Christoffel 公式 时 ,我 们 要 解 起 越 联 立方 程 组 ,这 可 以 用 
多 变数 和 牛顿 法 来 寻求 其 数值 解 . 


If Cx) 1ax, 二 1,2,°**:,n—1 


$ 19. 补 充 


雇 下 一 些 结果 我 们 不 铂 证 明 : 
1” 多 边 撒 有 一 顶点 是 as 一 % 的 象 , 则 机 照 孙 数 为 
i 一 < | (2 一 ae Oo A) dg + a, 
2” 多 边 形 有 一 个 或 几 个 顶点 在 无 穷 远 处 . 
Schwarz-Christoffel 公式 仍然 右 意义 ， 但 要 把 无 穷 远 处 的 顶点 的 角度 理解 为 夹 这 预 的 
天 迪 的 类 角 的 反 回 ; 即 如 图 56 所 示 。 
3” 把 多 边 形 外 部 变 为 上 半 平 面 ,假定 它 把 0 变 为 a, 则 


- ds 
| 《zs 一 ai)eit le 一 ye X en 让 人 全 
-= 0 


(= — a 一 2 


4” 把 单位 陪 内 部 映 到 多 边 形 内 部 上 去 的 映射 
We | 《es 一 Georgz 一 ao)oartdz 十 cs 


这 此 mw 是 单位 圆 上 的 对 应 于 多 边 形 顶点 的 点 . 
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第 十 一 章 求 和 法 
§ 1. Cesiro 求 和 法 


定义 ， 命 do Hl "9 Hn *** 为 一 个 复数 贰 ,而 且 命 
5 一 an 十 …- 十 an 
和 十 二 
人 
sR 一 sk 十 sD, 


如 果 
mA 9 
则 级 数 
qo 十 而 十 "…' 十 4s 十 …* (2) 


称 为 在 Cesiro 的 意义 下 可 名 级 求 和 ,其 和 是 :, 或 简称 为 级 数 (2) 可 (c, 4) 求 和 ,或 (ce， 
A) 和 等 于 s, 或 记 之 为 
pd, CA 


命 
ck) 一 nl sk), 
(n+)! 
出 (1) 与 
lim CN) mm 5 (C3) 
等 价 . 
定理 1.。 如 果 一 级 数 的 (c 5) 和 等 于 s, 则 (cc, 不 十 1) 和 也 等 于 ;. 
证 ， 由 
SUH) 一 5 人 十 ol(n*), 
可 得 
十 olnttl) 一 Sn 十 ofpkt+l)。 
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符 例 是 =" 和 就 是 普通 的 收敛 ,因此 一 级 数 如 采 收 剑 , 其 极限 是 *，, 则 任何 次 Cesiro 和 
也 是 以 :为 其 极限 . 


"78 


定理 2。 如 果 级 数 (2)〈c, 4) 可 求 和 , 则 


au 一 O(nt). 
证 ， 由 定义 
Us 2 o a 如 
人 (3 Se 
因此 得 


HD ss = Ot) + O(n*) = O(n), 


人 


及 
sh) O(nt), 
Gp Se O(nt), 


定理 3， 命 f(x) 一 > asx"， 如果 (2) 《e, 有 可 求 和 , 则 
加 lim , 扰 *) 一 了。 
证 ， 击 定理 2 可 知 , 当 |z| 二 1 时 ， 
1 = BD ar 
收敛 ,并 有 


Hx) = 一 (1 — 4) SS sr? 二 (1 — zx) 六 St" i 《1 了 艾 )kT1 bp sn 


现在 


因此 , 当 04 二 x 二 1 时 ， 
p33 
< 多 te 


即 得 


(4) 


(注意 当 + 一 上 时， 分 母 变 为 ce .) 因 此 , 当 x 一 1 时 ， 


> 一 芝 2 oo 一 DO eB 1)z" 一 


| wk 
xX 1 x 


Ridrtl zr (lex) 


(5) 式 分 子 分 母 同 乘 以 《1 一 x)*+!。 则 得 


i 丰 
lim 长 z) 一 5 一 0， 
rT»1 x 
员 
lim f(x) 一 5。 
xl1--0 
例 1 
a 
例 2， 
1 一 2 和 F342). 


但 这 级 数 并 不 (ec、 0) 收 敏 . 
§ 2. H6lder 求 和 法 


定义 . 命 HO0s His “Sy Huns 是 一 复数 贰 , 命 


RR tds elds 
如 十 1 
hh SS ho 十 ev 十 Em 
i 3? 
n 十 1 


好 十- 工 
凤 逐 步 求 平 均值 .如果 
出 级 数 
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C5) 


(1) 


(C2) 


称 为 在 Haider 意义 下 可 怨 级 求 和 可， 其 和 为 *， 或 简称 为 (2) 可 〔〈H ,大 求 和 ,，( 昌 ,x) 和 
等 末 :或 记 之 为 
da 十 和 十 ,十 gs 十 
或 和 了 虐 为 贯 49 的 ( 恕 ,极限 . 
现在 也 有 (并 且 较 易 ) 与 $1 定理 1,2, 3 相仿 的 结果 , 即 
定理 1、 如 果 (2) 的 《HH, 包 ) 和 等 于 s, 则 ( 互 :& 十 1) 和 也 是 s. 
(由 于 如 时 如 一 s， 网 克 19 的 平均 值 也 一 s.)》 
定理 2。 如 果 (2) (五 ,8&) 可 求 和 , 则 ao 一 O(n*)， 
证 .由 4 一 *， 可 知 
per" = O(1), 
5 一 (十 TD 一 ph 一 Op) 二 Do 一 Or)， 
A nt DAKO nh = On) + Om} = O(n), 
以 及 
RON = on*), 
on 一 一 he = on*). 
定理 *. 如 果 (2) (HH, ) 可 求 和 , 则 


lim f(x) = s. 
这 定理 我 们 将 不 再 证 明 , 因 为 它 丰 以 下 定理 4 与 上 币 定 理 的 直接 推论 . 
定理 4 〈《Knopp-Schnee)。 对 一 固定 的 自然 数 和 ,如 果 


cH! 一 1 
则 
A 
而 且 反 之 亦 真 . 
换 二 之 ，Qesiro 求 和 法 与 Halder 求 和 法 是 等 价 的 . 
在 证 明 这 定理 之 前 ,在 下 节 先 证 两 条 引 理 . 
习题 . 开 [ 究 以 考级 数 的 求 和 [器 题 
一 2 十 3 一 技 十 -. 
$ 3 与 均值 有 关 前 两 条 引 理 
引 理 1. 假定 xz 和 x" 是 -一 个 复数 贯 , 8 是正 整数 ,并 假定 
二 人 _> 0， (1) 
江 
xn > 0. (2) 
yn 一 g(x Ee ws) 十 nx, 一 g(x Er 天 十 (Cn Gd ) rn, (3) 


ee [人 1 。 


则 有 恒等式 
Dy + 1){y 二 4 一 1)=(# 1)(n + 2)-..…(n+ A Xn (4) 
»=1 v=} 


当 #2 一 1 时 ,这 恒等式 

F223 1 
就 是 (3) 在 # 一 1 时 的 特例 。 假定 (4) 对 # 一 1 时 成 这, 而 往 证 对 * 成立 。 由 归 钠 假 
定 及 (3) 可 知 


2 ye(> 十 1)-…f 人 二 3 一 1) 
-区 yo 人 十 1 十 9 一 1 二 ya 十 1) (2 十 3 一 1) 


nt ne [gr 二) 
v=1 


+ (ztaq)r nt 1)-...(n+ 4 CO 1), 
见得 所 证 . 
由 (1) 可 知 ，ys 一 oa)， 即 
yy 十 1) +4 Cm 1) = oy). 


牙 
> yt +g —1)—o (> ») 一 one。 
出 恒等式 得 
ge 
2 
nxn = ys 4 > xy = on) 十 oln) 一 oln), 
El 
x» — oC(1), 
引 理 2. 假定 闵 是 正 整 数 玉 
二 x 十 芝 一 工 五 十 二 
及 友 2 
出 
Xs YY, 
证 ， 命 x, 一 7 二 *+， 则 由 假定 扑 得 
工 。 和 一 1 2 十 -十 ze > 
7 2 
即 
2 十 【 克 一 Ts 十 … 十 zj 一 0。 
由 引 埋 1 可 知 


0 
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Nm 一 


RY, 


$4. 《CR) 与 (HH, 上) 等 价 性 的 证 明 


给 了 一 个 复数 贯 
用 M(x,) 代表 由 算术 平 弥 所 得 出 的 数 贯 
zo 十 x xo 十 + 十 *， ... xo 十 十 -十 x。 
2 ” 3 ’ nn 十 1 
对 任意 二 常数 a, 5, aM(x。) 十 bx。 代表 数 贯 


x 
axo 十 bryos a ~ 


E49 - 


ot pr,, is 
2 加 十 1 


算 子 y。 一 aaM(x。) 十 bx。 把 数 贯 {x} 变 为 数 贷 {y}， 


1 a 三 
4 二 xz 十 十- za 二 十 上 5} zu。 
ee n+l1”* w+il ) a 
这 是 {x} 的 更 一 般 形 式 的 算 子 的 特例 : 
Yo 一 coro, 
Y1 二 cioxo 十 cuxly 
Yr 一 CnOX0 十 CnliX1 + 中 个 二 才 江 从 3 


sr 


如 果 有 一 这 样 性 质 的 算 子 由 {x} 到 {y}, 另 一 由 {y} 到 {x}, 则 连续 运算 仍然 得 一 个 算 子 
由 {x*} 到 {zx}, 称 为 上 述 算 子 的 乘积 ,这 样 的 算 子 适合 结合 律 ,一 般 并 不 适合 交换 律 ,但 两 


个 算 子 
aM (zo) + dross ot M(xa) 十 五 xs 
则 是 可 以 交换 的 : 
a M(aM(xrs)t bra) t+ baM(rs) + brs) 
= aa MM{(xrs) + abt pa)M(lr,) + bbr,, 
aM (a M(xs) + xa) t+ ba M(xs) + b xa) 
— aoMM(zr) tt ab + ba IM(r,) + bb xn， 
二 者 相等 . 


对 正 整数 4 我们 特别 定义 


ee + M(xs) 十 去 本 


故 Ti 与 M 可 交换 ,因此 任 二 7x， Ti 是 可 交换 的 . 
出 xs 一 可知 


TA#o) tes 十 去: 一 y9 


中 和 3 


又 由 引 理 2 可知 ,由 Ti(x,) 一 + 可 得 xz 一 


先 证 恒等式 
NTCc 人 en) Te Tc 人 ke， 如 之 1 (1) 

图] 

0 (2) 

nn 十 1 天 n 十 1 六 “” 
| 
SI a 十 

托 出 

(st RA)! nn( 十 包 一 19! Co， 二 《十 有 十 孝 一 1)5 cA-D, 

nlk! nik! #1(R— 1)! 
Re = (nT Ker ne = (Rm 1)cg 十 【fn 十 1)c& — ne,), 

即 


> CK- °— (D> ci 十 (rm 十 1)etk), 
这 就 是 恒等式 (2). 


今 有 
hp = sp = cb, 
A 了 
$e 友 于 二 Sn 
简 书 之 
bh w= ce”, 
则 
Ah” — Mth) == Mle') = Te”), 
hb = Mh) = MT ) = 7A(e" ) 一 TF” 2 
hi*) — NY (GD = MT Ti eK- 2) 
= TT ， ER Nite RD ) 一 "Ty Ti iTACcooD)。 
如 桌 
lim Cn ot 
则 依 序 得 
Ti(e'*) 一 
Th 1 Ac 人) 一 了 
Bh} i fT: a Ti(e'*)) -> 5 
印 香 
Schnee 定理 . 由 


lim ct 一 了， 


HD 
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可 得 


Hm At 一 


到 


及 之 ,如 果 
Bs 
由 由 引 理 2 逐步 推出 

子 3 了 1- et = fy 
了 4 人 Tc 一 入 洒 沁 
TAC ce'®) < 
Ck 一 > 5。 

就 是 

Knopp 定理 . 由 


iim p*) = s, 


去 2 
推 得 
ln cK = 一。 


区 十 叫 


$5. (C,a) 求 和 


再 回 到 $1 中 各 的 定义 。 命 


[ 


fx) = > ax > 
内 | 
{2) 一 一 sir > sorr。 
由 于 
-a sf 二 AN 
《1 — zx) ot( ) =-， 
内 此 由 
3 saxn 一 《1 Cx) Kor) 一 > 十 全 im nl 
于 二 器 堪 - 人 人 不 rr—-o 
见得 
7 ;十 屁 、 _< 1 
2 ( 不 )" > 及 ) a 
内 而 
2 /7 一 i 二 k 
(KY 2 RR )a 


(1) 


(2) 
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不 难 证 明 
一 二 十 无 十 1 
23( Ea )-( 下 十 1 ). 
(在 (1) 式 中 命 一 4 一 … 一 4 一 1.) 
(2) 可 改写 为 


i OY (md RT 
A te FD 
(和 
全 0 T(r 十 外 十 1)T(w 一 1 十 1) 
则 对 非 整 数 , 我 们 也 可 定义 (c, 4A) 求 和 法 . 

在 研究 《c, 0) 求 和 时 ,我 们 假定 “> 一 1， 如 果 


A TT E(t) 
fiTn+ ot lx m1+ 1) 


ar 


= 


了 3 


人 


则 
4a0 十 4 十 -十 wo 一 5 (rc, 0). 
我 们 不 深入 研究 (c, o) 求 和 的 问题 ,读者 可 以 口 已 证 明 : 如 果 of > a， 则 由 
an 十 2 十 -十 2 (ec 
可 推出 
pa0 十 ii 十 -十 an 一 45， (cear)。 


§6. Abel 求 和 法 


定义 。， 合 
1(x) 二 ao 二 4x 二 -十 anx* 十 “3 
如 陈 
i 
存在 而 且 等 于 ;s。 则 称 级 数 
40 十 中 十 "二 dy 十: 
可 以 Abel 求 和 , 它 的 Abel 和 等 于 ;, 用 符号 
40 十 4 十 "十 4 十 "二:, (4) 
表 之 . 
FF 区 已 知 凡 《es 和 《或 ( 吾 , )) 可 求 和 的 级 数 一 定 可 以 Abel 求 和 ,友之 并 不 真确 。 
例如 


1 x) 一 eT 一 3 at" 
在 |x| 二 1 内 收 敏 ,而 且 


lim fC*) < 
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但 如 果 
Ao 十 4 十 0 十 人" 
是 可 不 阶 求 和 , 则 a 一 0Cn*)， 见 有 一 常数 了 使 


大 十 下 
lat <e( ,). 
鲍 此 , 当 0<sr< 一 1 时 ， 
本 = f(—r) C= > laslr’ Pp > (© 2 ra = P(l 一 ?)- +} 
当 一 工时 ,这 式 子 不 正确 ， 


$ 7. 一 般 求 和 法 简介 


提高 一 步 , 命 
a m= 0,1, 2, (1) 
如 果 册 
lim 一 9 
可 以 推 得 


lm im 一 -7 


则 《1) 可 以 定义 一 种 求 和 法 . $ 3 所 说 明 的 《C, 4) 求 和 就 是 这 一 类 。 
又 命 


a > oes 
如果 由 


Em ss 一 了 


可 以 推 得 


lim 1:(x) 一 了 ， 
大 -1 


则 (2) 也 可 以 定义 一 种 求 和 法 .Abel 求 和 法 
zz) 一 > EX 一 > x"Cl Oo— x)s, 


就 是 一 例 . 
求 和 法 《1) 将 以 方 阵 (Cm) 表 之 ， (2) 将 以 Cn(x) 表 之 ， 
在 附录 中 将 寻求 必要 且 充 分 的 条 件 使 (1) 招收 敛 贯 变 为 收敛 贯 , 抠 收效 于 了 的 贯 , 变 
为 收敛 于 工 的 黄 . 
有 两 种 求 和 法 P 了 与 0, 如 果 凡 是 可 以 由 了 求 和 的 贰 ,一 定 可 以 由 8 求 和 , 则 称 为 2 法 
强 于 了 法 ,以 符号 
P<0 
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二 -站 
和 从 忆 ， 


以 上 可 证 明 , 如 果 大 世 ， 则 
《C 8&) <AC, Kk), 


而 
(CK) 一 了。 
关系 一 显然 有 传递 性 , 即 由 
P<0, 0O<R, 
可 以 推 得 
PR 


我 们 有 以 下 一 些 问题 : 

1) 定义 一 些 求 和 法 . 

2) 求 和 法 之 间 的 比较 ,就 强 熟 弱 . 

3) 加 上 何 种 条 人 忻 , 强 者 可 能 变 为 弱者 . 
4) 把 收敛 性 改 为 辣 近 性 :如 :~ az 


5$ 8. Borel 求 和 法 


Eh 


J(x) 一 之 ， Paxe 


代表 一 个 非 多 项 式 的 整 咒 数 ,而 且 ps 之 0. 我们 引进 一 种 求 和 法 : 如 果 当 * 一 oo 时 ， 


全 1 
(x) 
D>) pur 
#4 二 0 
则 称 为 s,s 一:，(7), 或 
> as = +, (7) 
妈 级 数 可 了 求 和 ， 
取 
= 二 
Ps an!” 
则 得 


nm 
一 x 
区 > fa -了 一 > 
给 一 了 m1 


这 是 有 人名 的 Borel 求 和 法 ,以 一:, (8) 表 之 . 
定理 1。 如 果 
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则 
Se (7), 
nan 二 0 


或 一 5 则 5 一 5s {7), 
证 .并 不 失 莹 遍 竹 ,可 以 假定 :二 0, 给 了 5 放 0, 当 n>>N 了 时 
|s.| 一 e. 
如 些 , 则 
b3 prinx”| A Pb2 pnsax"| +& > Po” < 3 sie 十 8 
r= 人 D n= nN #0 


由 本 了 (x) 非 多 项 式 ,而 且 ps 兰 0， 故 对 任意 ,入 有 


因此 
DP) prssr" 一 O07 Cx)). 
好 二 全 
即 得 所 证 ， 
现在 再 介绍 Borel 求 和 第 二 法 。 苍 


加 鸭 
本 1 六 > Es 太 
| er YO) a dr lim | er > ar 一 dr 一 yo 
0 nm 二 0 好 上 Xm -0 发 一 习 nl 


则 定义 


定理 2. 命 
a(lx) 一 之 ， an 二 ， 


如 果 当 x 一 00 时 ，ercakz) 一 0， 则 8B 与 8’ 二 法 是 等 价 的 ， 
和 证. 命 


Sn n 
s(x) 人 > . Sp 
| 


nn 二 


不 难 证 明 : 如 果 a(x) 对 记 有 的 * 收敛 , 则 stx) 也 对 所 有 的 * 收敛 ， 


双 


a' (x) 之 | 好 re 上 s(x) Ts > Si+1 = 
nt zl 
[x 
| ea (rd 一 cakx) — ao 十 | ealryar, 
0 日 


esfxz) 一 ao = | 2 Ce lstr yr 2 站 ct) 一 SCz) 7Gz 
odz Jp 


一 人 >, 《ca — #4) 过 不 
=0 n! 


ee 
o EL 


一 产 dt 一 | ci 
09 1 自 


nn 
DD) px” 
Pn , 
# 二 全 


并 且 反 之 亦 然 ， 


(1) 
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比较 (1), (2) 得 出 
a '. etale) dt, C3) 
这 就 是 定 甫 2. 
由 公式 (3) 还 可 以 推 得 更 深入 的 结 采 . 
定理 3. 一 级 数 和 如果 是 (8) 可 求 和 ,一 定 是 3 可 求 和 , 即 
B=B'. 
命 
| eialt)dr = $2). 
如 果 这 级 数 B 可 求 和 , 则 出 (3) 可知 
pr) + px) 一 了 
因此 定理 3 的 证 奶 轨 结 为 求证 以 下 的 
引 理 . 假定 $Cx) 有 连续 微 商 ,如 果 当 *+ ~> co 时， 
中 (x) + $b' (x) 一 0， 
则 | 
p(x) ~ 0。 
证 .1) 如 果 当 xz 沁 耻 时 ,g(x) 之 0， 则 $x) 是 单调 增 函 数 , 故 有 极限 1《 可 能 是 
十 co)。 田 假定 由 (*) 一 一 i, 由 $x) 守 0 可 知 1 声 0. 由 
$x + 1) — $x) 一 I $d — —1, 
可 知 除 1 = 0 外 无 可 能 . 
2) 如 采 当 xz 沁 义 时 ,g(x) 筷 0， 同 法 可 证 本 定理 . 
3) 不然 , 则 $x) 变 号 无 穷 次 ,因而 有 无 穷 个 零点 , 即 $Cx) 有 无 穷 个 极 大 极 小 。 假 
定 在 一 X13 X22 ““* 时 中 (xz) 给 极 大 值 , 则 由 
Px) 十 由 (xi) = bx) 
可 知 
lim btx;) = 0. 
又 假定 在 x# 一 Ji ji 时 , $bx) 给 极 小 值 : 则 
lim 中 人 777 一 0， 
因此 
lm $x) 一 0， 
有 8' 可 求 和 而 8 不 可 求 和 的 级 求 存在 ,例如 
a > (—1)"°(2p + 2)" 


p=0 (2p 村 1)! 


a 


A(xy = > *” pA en pa nS a > eTDE wm crsin cy 


nif (2p+1)1 fo (2p + 1)! 
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ce ax dx 一 全 sin edx 一 下 dy. 
但 ~*atx》 并 不 驶 限 ,所 以 并 非 《8) 可 求 和 |. 
但 庄 等 式 《2) 可 以 推出 
定理 4. 以 下 两 个 式 于 是 等 价 的 
a0 十 4 十 az 十 … -一 5 《8)， 


zl 二 az 十 … 一 一 ao (B'). 
注意 

4 十 2 十 -一 5 一 ao (3B) 
与 

Qo 十 十 :二 ss, (B') 
并 不 等 价 . 


§ 9. Hardy-Littlewood 定理 


定理 1. 如 采 4, 一 s,《c, 太 ), 多 是 整数 汪 1, 及 
As = O(nT!), 
则 > zs 收 化 于 ，。 
定理 2. 如 果 a, 是 实数 ， 乙 as。 一 5 (cf),， 克 旦 整数 >>1 ,及 
na > 一 石 ， 
则 乙 ar 收敛 于 吕 是 一 正常 数 . 
定理 1 是 定理 2 的 自然 推论 , 因为 分 开 a 节 虚 实 部 分 即 可 由 定理 2 推出 定理 1 来. 
命 5; 二 za， 由 5; 定义 74 和 由 a; 定义 三 的 方法 相同 ， 定 理 2 的 证 明 依赖 于 
定理 3, 假定 去 a,，(c，, 8) 可 求 和 ,多 之 0 则 如 gn, (ce 一 1) 可 阔 和 的 必要 卫 
充分 条 件 是 T3-! 二 O(n*). 
定理 4. eofc, 4) 可 有 求 和 (> 0) 的 必要 及 充分 的 条 件 是 级 数 
人 3 (一 1)1 
十 色 \ 2=0( 克 十 1) 十 2) 《nr 十 多) 


{Rk—1 
TR 


收敛 ,或 等 价 于 
Dh 
收敛 
2 YX2 == {1 a x)* Ss 全 xm 
由 


> 从 站 4 让” 二 = {1 一 xr) > Tu-Drr, 
n= 


是 号 夏 


" 19] * 


可 每 


(1 — x)* SD TE- = —xk(l 一 zt: DD) rr 十 (1 CO— x)t DY) a dr 
三 一 了 再 三 0 =0 


一 《1 — z+) p> (多 十 st Dr? OAC — x)*-! > sr" 


— Gy (BD +t aoe 一 ee) 


因此 得 
TOD 一 (Rt a) 一 Rt. 
皇 击 
全 一 各 一 各 
可 得 


TS 一 ai — Cn + Rs 


由 (1) 及 (2) 推出 


sk- sk) TK-D 
fn 十 让 一 I Am 十 如 /mn 十 不 
Can Ca 
及 
es 


ee 
命 ”一 1, 2，-…，N， 而 总 加 之 得 


N 4 mm 
st#) 7 ba 1) 


== do 十 _ 


20 之 。 
| 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


由 (3) 推 得 定理 3, 由 (4) 推 下 定理 4, 由 Stirling 公式 可 知 定理 4 的 症 个 结论 的 等 


(5) 


价 性 ， 
定理 2 的 证 明 : 不 妨 假 定 吾 一 1， 如 果 TK 性 O(n*), 则 有 一 c > 0, 使 有 光 穷 
个 ”使 
了 一 1 > cnt, 
或 有 无 穷 个 “使 


TKD ent, 
先 假 定 有 无 穷 个 入 使 (5) 成 立 。 
若 7>1 及 N 夺 7 和 IN， 则 
AD 一 TD 一 fv 二 ly /Nvy+k—l 
THD 一 TH > {( 0 ) ( 本 
zy 十 Kx 一 1 
2 一 1 ) 到 
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(6) 


《7) 


天 本 ”了 一 1 下 玉 的 入 数 是 正 的 :让 以 


Ny 十 一 1 “NO 一 上 十 一 1 
re 74>— 3 一 | 


y=0 ~ ,| - 和 一 1 
-站 ) 
因此 
ee ( 和 + 全 2 
由 于 


nn 二 Rl nt /NTA—1 Nt 
Co 
所 以 对 任 一 8 > 0， 充 分 大 的 NN, 适合 于 NN 硅 4 所 5N 的 4 党 有 
T#-D — T#-0 > ee (CQ 二 es) — (1 — eMNe. 


取 s, 7 全 


工 


1 一 > 


由 (5) 式 (x 一 入),， 风 


Tn > 广 eNt, Nn nN. 
天 对 充分 大 的 N 有 
i ‘一 1) oe es — 
Si TK! 全 工 AAS t ~ 并. NK (nn LN 一 c{n 1) 
过 mtl 2 A ntl 2 (nN Yt! 2n*+! 


这 对 无 穷 个 N 正 确 . 因此 定理 4 中 的 级 数 发 散 , 因 此 之 a; 的 《Cs, 如 和 不 存在 ,因此 不 可 
能 有 无 穷 个 = 使 (57 式 成 立 . 

司法 (但 取 (SN, N) ,二 1) 可 证 ,不 可 能 有 无 穷 个 ” 使 46) 式 成 立 ， 因 此 了 = 一 
OCnt)，。 故 由 定理 3 可知 an《C ,处 一 1) 可 求 有 和 . 一 次 一 次 地 降下 来 可 得 乙 收敛 。 


$ 10. Taubcr 定 理 


定理 1 CTauber ). 0 困 4a, 一 o(), 则 四 


co 十 Ci 十 … :十 ao 十 一 5 (4 
可 得 
ao 十 ao 十 .十 an 十 -一 和 
这 定理 等 价 十 : 如 果 当 jz 一 1 村 ， 
fx) 一 BD) aox" 
履 伍 ,及 we 一 0 下 


linmn f(x) 一 0。 
下 全】 一目 
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由 


sm = 六 an 玉 一 1、2: 
习 二 0 
则 当 0<y<1 时 ， 


im f(x) 一 2 办 1 — x") 一 > Pa 


二 1 鸡 三 扫 十 1 


白 于 1 一 x** 一 十 x)( 十 + 十 十 x ) 太 n(1 一 x)， 所 以 
HO SG- Dol +t BY hal. 


玫 宇 rm 二 1 


命 


Em = max nw|a,|, 
> 


则 sm 一 0。 故 
a 四 加 
£ £ 
la S) ala img ST me Se 
这 > ” 2 nm mCl ET x) 


另 一 方面 ,由 a14。] -> 0。 其 算术 平均 当 wm 一 co 时 也 有 
LD nlanl -0. 


命 + 一 1 一 二 , 则 当 wm 一 oo 时 ， 


‘mf (1 = 二]| < 十 £0. -> 0 > 
因此 ,由 1(1 一 二) 一 0， 可 知 一 0. 


附 记 1。 我 们 并 未 完全 用 到 假定 “f(x) 一 0"， 而 只 用 到 “f(1 一 二 )-> 0"。 但 加 
上 sa。 -> 0， 则 可 推 得 “f(x) -> 0”， 其 理 内 是 : 由 


|nas| < < 
可 知 
下 = | DD ree"! Se A (0 x < 1). 
n=1 a=1 + 
故 在 1 < 中 ， 
Ce 
| 
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此 处 只 与 普 有 关 , 而 且 一 0. 
习题 . 在 怎样 的 假定 了 ,可 所 由 
2 十 ia 十-… 十 za 十 一 5 《4) 
挫 出 
ao 十 mi 十 …' 十 an 十 … :一 5 (C<)。 
险 记 2，Litdewood 把 条 件 改进 为 0[ EE 如 果 a, 是 实数 ，Hardy-Litiewood 更 改选 


为 宇 Hix。(H < 中. 这 一 深入 的 结果 如 不 与 $9 的 结果 对 照 以 观 ,将 觉得 非常 突然 。 


$ 11. 在 收敛 圆 贺 周 上 的 渐 近 性 质 


定理 1. 假定 a, 宇 0，、b, 这 0 及 级 数 
fx) 一 Panr, EN) = 2 brr" 
在 0<x*<1 处 收 伍 ,而 在 zx 一 1 处 发 衣 . 如 果 
gr ww ct n> 00, 
则 当 x 一 1 时 ， 
f(x) ~ cglx). 
证 . 给 8 六 0， 有 使 和 > 允 时， 
[as — cb,l < £5,, 


lf(x) — cg (x)| 一 


> (an we CB)” 


N 
< > Ja, — cés|++s > bx” 
n=0 本 


N 
< Hla — cb,) + eg(n). 
下 一 0 


由 于 gt) 一 290、 所 以 可 取 5 使 x 之 1 一 5 时 ， 


人 ,ja 一 ce < egCx), 


即 得 当 x 之 1 一 6 时 ， 
[fC#) — cglx)| < 2eg (x). 
定理 2. 仍然 假定 0 二 zx 二 1 寺 级 数 收 敏 。 命 
sa 二 a0 十 十 一 十 a 二 Bo 十 刀 十 "二 8,， 
假定 s 宇 0, 二 0, 及 马 5 与 刀 发散, 如 时 
i CR 
则 
fx) ~ cgtaz]。 
证 . 当 0 二 x 志 1 时 ， 


re Ye He a ee oe i 
为 二 0 二 三 全 


al9g5= 


由 定理 1. 


> PT 位 FT 
所 这 得 届 本 定理 . 
(读者 试 白 己 推出 高 阶 和 的 对 应 定理 ,》 
特例 : 如 采 5 一 cn， 则 
fx) ~ 
例 1. 若 p 二 1， 则 当 x 一 1 对， 
ya Tp) 


会; an 《1 x) 


由 于 
A 1 工人 (2 一 请 士 1) 
人 CI ey > T(n+t 1) 
及 
工 InPp+t1) 
nr T(x++ 1) 
改 得 此 结果 ， 
例 2. 命 
re -pp aa 十 1) 839 十 1) 
了 (as p, y, 7x) i + 十 pe : 
如 有 as 十 8>>7y， 当 一 1 时 ， 
a ~ TirT(e+ 8 Oo 7) we 
FC 站 Ys x) To)T C8) (1 — x)ter? 


MT} 
Ffe + 8) 1 
EF Dy dN 
多 ) FCajrCey Je 1 一 > 
定 征 2 能 和 否 有 道 定理 ? 不 行 ,例如 


f(x) 一 和 一 《1 Bs DE 


— 六 Ga + Dm 一 at， 
而 fm 一 六 十 1， 改 xs 有 有 无穷 振 动 的 情况 .但 
Ix) ~ 二 [da ie 
这 个 例子 的 系数 有 正 有 负 , 我 们 假定 系数 非 负 ,能 不 能 找到 着 定理 8 回答 是 肯定 的 . 


此 处 S24 = 一 Cr 4 1)， 


$ 1I2. Hardy-Littiewood 定理 


定理 1 (CHardy-Littlewood)， 如 果 2, 守 0。 
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网 当 wn 一 oo 时 ， 


作为 比较 , 先 证 明 一 较 容易 邓 定 理 ， 
定理 2. 假定 a, 宇 0, # 二 0,1,2.…， 


f(x) = Dr, 0<x*<l, 


WH 二 =D 


如 果 


1 1 


> > 
二 fx) [= > 
则 
LL 
逆 定 理 十 分 显然 . 
证 ，1) 显然 有 
i Sa 
m=0 1 em 
ck 
到 x 二 <。e“， 则 得 
Se 工人 7， 
< E 一 ce 
即 
Sn < 从。 、 C1) 


2) 由 《4)》 可知 
fs) 一 (1 一 3 六 snxzm KK (1C— a x™ 
m=0 m= 


此 十 上 
于 
7 一 玫 -— 
好 得 
-1 
家 二 十 nx" 十 一 
I -x 1—x 
I 一 eria， 
ey Sin 不 
1 + 二 1 Er | ci 安 一 ， 
0 EL 
所 以 
7 ne 


当 z 充分 大 时 
js > 从 
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但 是 Hardy-Littlewood 定理 的 证 明 并 不 容易 .以 下 是 Karamata 的 证 明 . 
1)》 先 证 对 任 一 多 项 式 plx) 常 有 


lim (1 —#) ep(r) — | p64. (1) 
办 和 于 可 加 性 ,如 果 证 明 p(x) 一 关 ， 即 得 所 证 ， 而 
lim 《1 2 x) 之 ， Qnx™ tis A lim 一 二 《1 区 过 xit1) 和 2 Aanx tn = 二 二 人 22. 


2) (1) 式 对 尾 一 (0. 1) 内 的 连续 闫 数 glx) 也 对 ,由 Weierstrass 定理 给 了 8 记 0， 
可 以 找 两 个 多 项 式 PC), psC) 使 
Pi(x) < 8(2) < p(t), 
而 且 


| eH — pa <s, (| [pl — eda <e. 
因此 
go > ed ee > srg (x) < (1 — 4) > orzrp(z)， 
当 + 一 1 时 ,左右 边 各 等 于 
. PL) di ， | ga, 
到 
ea Es lm 《1 — x) 至 anx"g(x") < | ea + 6。 
因此 ,对 任 一 连续 函数 g(t) 弟 有 
lim (1 — x*) > srg x") = | gC a. 


3) 取 
h(t) 一 0， 瘦 0 安 ! < el， 
和 当 er < 上 < 委 1， 
天 


这 是 一 个 有 间断 点 + 一。 !' 的 函数 。 给 s > 0, 可 以 作出 两 个 连续 函数 go 与 所 CD， 
使 


Blt) < 有) < E22), 
而 且 


人 [ap 一 ma < 6, (le) ~ MDa < e, 
这 样 就 可 以 证 明 
lim (1 — x)} bp anx"A(CX') = | h(i dr = Ne 二 1， 
lL nD 0 £ 
即 
oe 


a1/log 1 


® 28 


取 x 一。 尺 ， 册 得 


N oa 
即 得 所 证 ， 
定理 3. 假定 a, 守 0, wx > 盖 1， 及 
fx 机 {1 = 


了 


ST 
T(1 十 c) 


2 1 2 
fx) 一 Fe = I) | {x — 2) a 
《这 称 fx) 的 一: 次 积分 }。、 由 假定 


1 一 二 区 一 2y 蕴 
feo-i(*) 一 一 全 了 之， an | (x O— 1) "2 0 


ee 
i 
另 一 方面 
fax) E i (x — 2 — az 
et (1 — #)*2(1 一 xu)-du 
tet) fe 
Tl(gC—1) 之 i! | C0 
1 We se CD + ) La 一 IOTG 十 1) 
To Df TFTKe 十 门 
加 二 5 
故 


A i ~ Fay 
定理 的 结论 可 由 此 及 以 下 的 引 埋 推 得 . 
引 理 . 若 c > 0。 由 


Ny 
n= 二 1 We Tl(a) , 
可 以 推出 


二 
二 1 Te 十 1) 


es 199 。 


N 
n=0, to 2 N=1,2,..., 
好 一 节 
多 
N ~、 1 
> An 一 > (zn SE Loi)n’-! = > ¥en (a 二 1)°1) Pvve 一 1。 
好 一 工 型 二 工 功 二 】 
巾 悍 定 当 NN>X 时 
N 
tn 一 一 -一 | < 一 SI 
六 Te) | 2 
A 并 ~N 
to On n+ 1)! +(s 一 一 一 jNe-: 
| 和 | ” ( 人 Fo) 
Eg N—1 
< > 好 zc 1 一 (十 1)z 吉 十 8 >, 乡 | pa 1 一 《rz 十 了) + ee 
Hz ] 本 一 其 十 
x N-1 
< c ?ze 一 (2 十 1)ei| 十 n° 
w=1 n= 
~ 
一 >， (7 一 1)ze-:| 十 eN", 
s=X+2 . 
因此 
qs == nln (Cn 二 1) !] 十 ne} 十 oCN*) 
蕉 一 1 T(o) 二 1 
位- 这 
一 2“ 一 六 《7z 一 Do 十 olN*) 
ria) 要 二 1 一 2 
1 N 
Ss ER 扫 2 一 十 or) 
了 \ 民 am-=1 
出 于 
N 
Soerl ~ 
他 « 
即 得 ! 昨 证 . 
3 13. Littlewnod 的 Tauber 定理 
定理 T (Tttlzweosdy，、 级 定 
ln >) anx” = 1 (1) 
x=1 i 
，1 >” 
=。 = (1 一 | 1 
2 \ 班子 则 
os (2) 
w=0 


»* 200. 


即 由 


及 a 一 0 ( 工 )， 可 以 推 得 


四 
> Un -一 了 。 
nD 


在 证 明 这 定理 之 前 , 先 证 以 下 的 
引 理 . 假定 f(x) 在 o 所 x 专 1 中 有 二 阶 币 商 ,并 当 * 一 1 时 


fC) = ol1), f(s) — 0 (rr) 


fo = (Tt). 


Ee "一 ?5 一 二 ， 则 


如 


Hx’) 一 fc) + 501 — x)f Cx) 十 去 52(1 一 x)f" (8). 
这 儿 x 二 Ci Fa 故 
Qf ~ LD — 1 1 — #8) 
并 <) OY = fs) 二 oC8), (3) 
这 儿 用 了 
二 1 1 1 
人 六 六) (qi) -bs 
先 取 5 充分 小 ,并 取 x 充分 接近 于 1, 使 (3) 的 右边 可 以 任意 小 ,这 证 明了 引 理 . 
定理 1 的 证 明 。《 证 明和 的 主要 难点 已 经 在 $ 12 定理 1 中 解决 了 .) 不 妨 假 定 ;二 0, 即 


(x) 一 bp aax" = 0(1l), x—1. 
m=0 
白 于 a, 一 0 ( 鞋 ), 可 知 
一 > = di 3 3 一 wm 一 ”| 一 
1" (Cx) Zi" 1)asx"-? of (2 一 1)x 和 oa = 
口 3 理 可 知 


fx) = > jdata 1 一 of } 


l—x 
假定 |xas| 委 <， 则 
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这 级 数 的 系数 是 正 的 ,由 $ 12 定理 1 可 知 


王 


> ( 下 ve) ~ 4, 


[4 


即 得 
> say 一 ol(n). (4) 


b=1 
命 
wn = D>) Vay n> 0, wo— 0, 
v= 
et On 一 tn un = x =) 
%) 一 fg 一 x 一 za | 一 一 
f(x) 一 ma 之 ， 和 (= i 


> 
ee (RE 
vi 十 1 nz +t 1) 


es xt DD) 


txz 十 1 人 
出 ws 二 oC(x)， 故 当 x 一 1 时 第 一 项 一 0、 又 记 知 fx) 一 0， 因此 


Ee 


>. n zz 一 > 一 C0。 
开 三 1 natn 十 1) 
现在 - 


ad] m= 
ntn+t 1) (2 ) 
可 以 用 普通 的 Tauber 定理 了 。 因 此 


和 {atn 1) 


一 40。 
左边 写成 为 
tin e 之 “1 1 
lim D>) lim >， ws 二 一 一 一 ) 


一 RE n(n 十 1》 一 oo 


即 得 所 证 . 
唆 记 . 这 结果 当然 包括 $ 9 的 0 (十 ) 结果 ,但 思索 过 程 正 是 因为 有 了 9 的 结果 , 才 


得 出 这 个 更 深刻 的 结果 . 
§ 14. 解析 性 与 收 化 性 
级 数 函数 
Ha 一 六 (Dr 一 


芒 王 0 1 十 z 


a 202。 


在 z 一 1 处 有 则 ,但 所 代表 的 级 数 
2 
却 是 发 散 的 ,但 


3 C1 一 >， (C, 1). 


沙 数 
1 
[人 
建议 ， 胶 数 f(x) 存在 ,在 *# 一 1 处 有 则 , 但 在 x 二 1 的 寡 级 数 却 不 能 (C,K) 求 和 
(Kn). 
Abel 求 和 却 最 妥善 地 反映 解析 性 ， 即 如 果 1(z) 在 zz 三 工 有 则 , 则 
lim fitz) 
存在 (反之 ,有 例子 说 明 lim ftz) 存在 ， 而 fz) 在 z= 二 1 并 不 解 
术 》. 
我 们 现在 的 问题 是 加 上 怎样 的 条 和 件 司 有 由 点 处 级 数 是 收敛 
‘或 可 和 ). 
定理 1CM.、 Ricsz)。 命 5 代表 一 个 扇形 


|z| 逝 尺 ， 9<agls — 1) < m3 (R>10<9<), 图 58 
假定 f(z) 在 上 上 及 二 内 连续 ， 除 xz 一 工 外 处 外 有 则 ， 则 级 数 
1(2) 一 > 


在 圆 |z| 一 1 上 上 一致 收 敛 ， 
证 .我们 需要 以 下 的 引 理 : 


如 果 wo 一 “。( 工 ) 及 TreeD 一 RE) (存在 )， 这 个 极限 对 所 有 的 是 一 至 的 。 
则 > ，ewc'n9 一 致 收 伍 于 g(q9). 


省 二 0 


这 条 引 理 与 Tauber 定理 的 证 明 相 间 〈 但 请 注意 一 致 性 )，、 由 此 引 理 ， 我 们 仅 需 证 眼 


= 
Zn 0 es 站 
不 失 普 遍 狂 可 以 假定 1(1) 一 0。 命 好 是 |f(x)| 在 上 的 最 大 值 . 给 与 这 0， 可 以 
取 +( 二 7(5)) 使 在 8 的 直线 边界 上 
[fC2)| < 6. 


二 


而 此 处 
0: |zl 拓 ?8<argftz 一 1)< 委 ?zx 一 8 
由 Cauchy 定理 (出 于 f(x) 在 2 于 连续 ) ,得 


\ 1 
图 59 当 盖 盖 0 时 ， 
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上 Wp Ls ee dy a EE dy 


1 ntl 0 11 十 ezay]nt+i ls 《1 十 ycos 9)nti 
6 | dy =< 一 2 
0 (1 十 ycosd)"+ ncost 
辣 法 
1 ~ 
| f(z) , < 人 
zs "tl ncosd 


在 由 > 到 >: 的 圆 弧 上 


a 3 二 1 | 居士 了 rn 加 
因此 
| an | : M » 
开 CDS 吕 看 fr™ 


即 对 全 一 6 汪 0， 


Hmnlas| 所 - 6 
XCO0SH 
即 
1 
lasl = 0 (+). 
即 得 所 证 ， 
定理 2(《Fejér)。 如 果 
之 ， n|a,l? 
了 牙 敛 , 则 由 
Da ,ay 
可 以 推出 


> azoaeire = s(0). 


并 且 如 果 (1) 的 收敛 在 某 区 域内 一致 , 则 在 同一 区 域内 〔2) 也 是 一 致 收敛 的 . 
证， 这 定理 对 多 项 式 显 然 正 确 ， 命 


名 
Y、 ， 
nian!? Ep 
二 


这 儿 e> 0 而 且 s, -> 9. 取 >* 充 分 大 ,使 
Ver 


i 1 Se Ce > 0。 
则 对 所 有 的 实数 9 
2 Jae Pi 一 fre™')| = b3 aacn9if ] 一 rz) 一 S: anr ep 
m=0 n=0 v1 


< 一 中 Dalolt BD dalrs, 


=*+1 


a ?D4* 


有 边 与 无 关 , 因 此 如 是 证 有 明 右 边 一 0《 当 > 一 o)， 则 定理 已 证 。 
由 Schwarz 不 等 式 , 上 式 有 边 


< DV Ve tt DD Vl 


ee Sa 2 
(rr) Vv eo+ 1 _ fe, - 一 A swWs, 一 Ve, — 0. 
VD 让 
即 得 所 证 . 
由 此 推 得 
定理 3. 如 果 
2 nlasl? 
收敛 ,而且 jCx) 在 1z| 和 1 上 连续 , 在 1z| 二 1 中 有 则 , 则 > zx” 在 圆周 上 一 致 收 
全 . 


定理 4 如 果 fz) 在 圆 jz| 委 1 上 连续 ， 而 卫 在 圆 1z| 过 1 是 单 叶 的 《 即 由 
2) 一 几 s)。，|z 二 1, 1z2| 二 1 可 推 得 zi 一 z;)，、 则 其 罕 级 数 在 圆周 1z| = 1 上 一 
证 ， 只 和 需 证 明 
p nlasl:<o0 


= 


即 足 . 圆 |z| 一 (0 二 + 过 1》 所 变 成 w 二 f(x) 的 图 形 的 面积 等 于 


和 ire + an) harey ~ J odo J Wf Coe') Pa0 


hxler 


-| pdp | > ng np le nn—1)9 沁 ma mo!e | 
一 2x | 2 Dy mlaslip do 一 人 enj2r2。 
=O 习 一 站 


即 得 所 证 . 
$15. Borel 多 角形 
一 个 窗 级 数 
jz) 一 D>) ans” 
的 8” 和 是 


i 2 ds. 


=@ 
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俩 如; 取 f(s) 一 ys。 则 
1 


1—2. 


ww 
Fe 
v 


这 个 积分 当 Rz 二 1 时 成 立 , 因此 3 的 吾 " 和 得 出 的 函数 跑 出 了 收敛 贺 ,而 变 为 在 


Rz< 1 的 半 平 面 上 也 有 解析 小 达 式 了 . 因此 Borel 求 和 法 可 以 作为 解析 拓展 的 工具 ， 
拓展 范围 如 何 ? 将 是 我 们 本 节 的 内 容 . 

定理 1. 如 果 徊 级 数 在 一 点 P 可 以 8' 求 和 ， 则 在 OP 线段 上 的 每 一 点 都 可 以 8B” 求 
和 .如 果 8 是 0,P 间 的 一 点 , 则 级 数 在 QP 上 可 以 一 致 求 和 . 

证 ， 我 们 并 不 假定 f(z) 有 无 收 伍 圆 ,我 们 不 妨 假定 了 就 是 xz 二 1. 命 


人 
及 
J(z) 一 etal zt) dr. (1) 


我 们 现在 求证 : 如 果 当 z 一 1 时 , (1) 收 敏 , 则 在 了 过 2 这 1 时 也 收 敏 , 对 任 一 2 > 0， 
在 < 委 s< 委 1 间 一 致 收 族 ， 命 


T(z) 一 这 人 < at 站 ix 一 


2, <z<1， (2) 


EE 


则 
KC | ea 

这 积分 当 s: 之 0 时 一 致 收 和 化 , 即 得 定理 . 

证 理工 并 不 说 明 全 部 事实 ,实质 上 ,7 在 0 委 z< 委 1 上 一 致 收敛 . 但 以上 的 证 明 
出 于 (2) 式 中 有 17z 存在 : 改 难以 得 此 结论 

定理 2。 如果 xz 在 P 处 下 可 和 , 则 在 OP 上 一 致 可 和 . 

证 ， 仍 但 和 以 前 一 样 , 可 以 假定 了 就 是 z 一 1， 并 且 也 不 妨 假 定 a, 是 实数 我 们 要 
证 明 的 是 : 当 HH 之 HH 之 二 (e), 0< 委 zz< 委 时 ， 

?1 RE | 人 ea 


山 定 再 1 已 知 在 (十, 1) 上 一 致 收 化 ， 因 此, 我 们 可 以 假设 9< i 有 三 种 情况 : 
GY Hz 过 1, (Gi) Hz <1l<Hs 或 Gii) Hz 之 1 
我 们 仅 证 《i), 因为 GD 与 (ii) 都 较 简单 。 不 妨 假定 及 宇 2， 命 


一 max Ja(2)}|， N= me -ia() dr ls 
Orel | 


Hx 和 
7 一 上 eia(st)az 十 | 1 etalzt)dt = T+ i, 
i 
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其 中 
EAE | etdt — cr， 


1 H’*» 1 H/F . 
1 一 一 | eHaa(n) dt = 一 | cHeralr) dr 
1 2 


儿 
此 处 1 二 TT 二 以 zs， 由 0 <z< 二 ， 2<H< 


《 当 w > 2 时 we- 是 递 威 的 )}。 因 此 , 当 已 HoCe) 时 ， 
|| 委 Me 十 NHe-in < g. 
定理 3. 如果 aoa" 在 了 点 可 B' 求 和 ， 则 其 和 在 OP 上 尾 z 的 解析 防 数 ， 在 以 OP 
为 直径 的 置 C 内 有 则 . 
证 ， 仍旧 假定 P 是 z= 二 1. 从 


7%) = | eralss) de ~ < 


攻 虑 ， 只 要 证 明 ; 作 任 二 过 OP 的 与 0P 成 锐角 7 的 加 弛 , 在 这 样 的 区 域 D 内 , 7(z) 一 臻 
收 和 化 写成 为 


0 


ZS= res, se! 


一 1 二 pope’?. 
中 玉 () 在 s 一 0 时 收 伊 , 因此 在 je9| 委 中 - 致 收 伍 。 夹 此 角 的 两 边 就 对 应 于 万 的 
边 究 贺 统 , 上 其 内 部 对 应 于 DD 的 内 部 , 故 K(z) 在 万 内 一 致 收效 

由 


ja 一 (一 本 一 二 ce 


的 Borel 和 
J (2) 一 | eil—*/) Fz 
0 


当 RCz/c) 天 革 收 敛 。 即 当 在 * = < 作 一 垂直 于 e 的 向 径 的 直线 L,, 而 x 与 0 在 工 ,的 
向 便 、 
这 建议 以 下 的 概念 . 
过 f(z) 的 奇 点 = 一“ 作 工 ,, 所 有 的 工 -给 出 以 下 的 域 也 : 对 每 一 工 .。 D 内 的 点 与 0 
都 在 的 同 侧 , 这 样 的 区 域 称 为 函数 f(z) 的 Borel 多 边 形 . 
由 定理 3 不 难 推出 a, 
定理 4. 在 f(z) 的 Borel 多 边 形 中 的 任 一 点 f(z) 都 是 B' 
可 求 和 ,而 外 面 的 点 一 定 不 可 能 . a 
前 面部 分 的 证 阴 已 经 不 成 问题 , 现在 证 明 后 一 部 分 。 如 采 
2 是 多 角形 外 的 一 点 , 则 00 一 定 与 某 -- 工 , 相交 ， 如 果 在 日 点 
B 可 求 和 , 则 由 定理 3, 在 08 为 直径 的 加 中 也 B 可 求 和 。 C 在 此 圆 内 , 即 在 C 点 B' 可 
求 和 ,这 与 C 是 奇 点 的 假定 相 违 背 . 


图 60 
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第 十 二 章 ”适合 各 种 边界 条 件 的 调和 函数 


$1， 引 


了 小 


命 多 是 一 个 瑾 ,以 闭 曲线 C 为 其 边界 , 在 本 章 中 我 们 常 假定 多 是 单 连通 的 , 并 且 ， 
多 代表 多 的 闭 包 ( 即 多 + C)， 为 了 简单 起 见 我 们 还 假定 曲线 C 有 人 参 变数 表达 式 
r= Pi), y= w(t), 
并 且 qq, 由 是 有 连续 第 商 的 削 数 ,我 们 常用 表示 CC 上 的 变数 . 
在 多 内 适合 于 Laplace 方程 


2 2 
Au = © Ou 


十 
Oar’ Oy 


一 0 《17》 


的 函数 称 为 多 内 的 调和 细 数 . 
关于 调和 函数 的 边 值 问题 我 们 已 经 讨论 过 : 
I Dirichlet 问题 .外 寻求 在 纪 上 连续 在 肛 内 调和 的 函数 ws(z) , 使 其 在 边界 C 上 
wlz) 等 于 一 个 给 定 的 函数 9()。 我们 或 简单 地 写成 为 
Au 一 0。 ulc = p(t). (2) 
以 后 常用 这 样 的 符号 , 切 缴 忘记 xjc 仅 当 X 在 上 连续 时 方 有 意义 (关于 边界 值 不 连续 
的 情况 我 们 不 深入 讨论 ). 
这 问题 已 经 解决 ,并 知道 Dirichiet 问题 的 解答 是 存在 的 , 布 且 是 唯一 的 . 
IH Neumann 呵 题 ， 
[ei 


Po | = gC5). (3) 
这 问题 的 解答 存在 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 
| pt = 0. (4) 


(因为 由 Green 公式 | 如 5 一 | andray 一 0.) 解答 昌 不 唯一 ， 但 可 能 仅 相差 一 党 
数 项 . 
这 两 问题 在 数学 物理 上 的 应 用 最 为 广泛 ,但 有 时 也 会 出 现 以 下 的 种 种 混合 边界 问题 。 
1 在 C 上 有 有 些 部 分 给 出 x， 而 另 一 些 部 分 给 出 人 具体 的 说 : 在 C 上 顺 次 取 24 个 


U15 Dis 4123 P21s -zs Dns 
求 适合 于 
Le PCEY, 如 果 [a E 《ak， bi)s (5) 
Se ~ $e), 如 果 SE Lbs ant1)s 
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本 5 ““” "9 反 及 fn+t 一 4 的 调和 国 数 。 


1 的 另 一 推广 是 
IV 混合 边界 问题 . 
au 0, A) +) S| = ce). C6) 
x Dy C 
第 二 式 可 能 代 之 为 
了 二 AD 一 PCD)le 一 0 (7) 
本 章 中 也 顺便 处 理 
V 双 调和 方程 
一 Ou om ,Ox 
AA 4 OriOy’ Oy +” (8) 
“le— pe), YE, — wt) C9) 


及 

VI 混合 型 偏 微 分 方程 
Ow Ou 1,， 若 7 盖 0， 
证 +eo 症 一 0 80 = a 

由 于 Laplace 方程 经 保 节 变换 而 不 变 ,， 本 章 中 有 了 时 仅 处 理 多 为 单位 圆 、 有 时 为 上 半 
平面 的 情况 . 实质 上 ,这 并 不 拓 云 普 过 让. 

本 章 将 分 为 三 部 分 : 首先 讲 不 采用 新 工具 所 能 解决 的 问题 ;其 次 用 Canchy 型 积分 来 
外 理 的 一 些 问 题 , 再 其 次 用 Kemnerm-Cenmoa 公式 来 处 理 的 一 些 问题 . 


$ 2，Poisson 方程 


Poisson 方程 
Au = p(x, y) (1) 
可 雇 作 为 Laplace 方程 难 推 广 , 但 实质 上 ， 如 采 知 道 (1) 有 一 解 #1, 则 问题 立刻 化 为 各 种 
各 样 边 界 值 的 Laplace 方程 
Atkz 一 zi) 一 0 
的 求解 问题 ， 我们 将 证 即 
Ne (2) 
ee 
就 是 (1) 的 一 个 解 。 因 此 ,今后 不 特别 讨论 Poisson 方程 了 ， 
假定 pCE, 5) 是 C6, 5) 的 连续 国 数 , 所 以 lp 9)| 筷 CC 为 简单 起 见 , 我 们 用 符 
号 + 一 V(x 一 扩 十 (一 4》 注意 lg 一 是 一 个 有 奇 点 + 一 5，y 一 7 的 函数 , 除 此 
奇 点 外 ,不 难 证 了 且 


a 1 + 一 二 9 工 Yi 
lo 一 二 一 > Ed We 
Or rr Oy os rr 
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Alog 工 一 0. (3) 
r 


因此 如 果 (x, y) 在 多 的 外 面 , 则 可 以 积分 号 下 求 微 商 , 因 而 得 出 
有 

We | pl§, 1) Elog ddr ~ —i | (8» 1) dadn, 

Y 20 po 9) log ddn 一 :|| pC, 1) LA dbdn, 


也 是 瑕 积分 ,但 不 难 证 明 它 们 都 是 收敛 的 . 


1) 今 先 证 明 
ES Ox Ou 
Ox ” 6y" 0 
即 证 有 明 : 给 了 任 一 > 一 0， 可 忆 取 得 5, 使 |Ar| 二 8 时 ， 
u(t 二 Ar,y)》 一 zz) 六 8 (6) 
Ar 


以 《x,y) 为 中 心 , 7 为 半径 作 一 圆 K, 取 r 足够 小 使 圆 在 
多 中 . 把 积分 (2) 分 拆 为 两 部 分 : wi 是 过 小 贺 天 的 积分 , 而 ze 
是 过 < 一 天 的 积分 . 同样 定义 X,, 大 2. 


Ce 我 们 来 证 明 : 可 以 取得 5, 使 |Ax| 二 8 时 ,由 
[u(x 十 Ar， 2 — ry) xl 二 | 和 二 人 rs 4)》 — ux, y) 
| Ar A 

1X| 十 SE A 人 2| 一 六 十 户 十 六 〈 定 义 ) 


分 成 的 厂 , 1 J 部 小 于 


{x,) <| 1 We <£| 人 | 人 dc 
2 er r ! 2x EE rr : 2x 
es 
0 


故 可 了 到 r， 使 jxX,! = é/3. 
再 在 a， 
一 | zfzt 十 人 | 
1 | 1 EAE dEdn|, 
a e 人 E+ (yn) dn 
由 于 三 角形 两 边 之 差 不 大 于 第 三 边 ,所 以 
JW Cr — 8+iCO—n7— Vt Ar— ety — | < iArl. 
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= 


而 llog(1 十 21 所 ft1|，、 因 此 


Cr | 
Vr+tAr— E+ — ny 


< 三 [4 


2x r 


* 


|—iog 


于 是 


也 是 rc, 可 以 取 r, 使 有 < 地， 


最 后 , 当 z 取 定 后 ,由 于 (x, y) 在 玉 内 , 即 在 BO—K 之 外 ,所 以 
I tx 十 Ar， 7)》 — wlx, 2 二 及, 


所 xm 入 区 


即 可取 ; 使 |Ar| 二 6 时 ,| < 地. 


2) 以 上 证 明 我 们 可 用 积分 号 下 求 微 商法 算出 3， 3 但 这 方法 并 不 能 用 来 算 二 
险 微 商 , 其 理由 是 
| op(E, 1) ilog rdgdn 一 一 | P(E£, 7) EH da 


是 并 不 收 伍 的 。 
依然 把 经 分 拆 成 为 Hi 下 123 
ti 一 去 | pl#, zlog 二 dédy, 


[ 


1 
中 一 虐 人 PE ， 习 )log 一 dtdy. 
2 区 Pe r 


在 取 定 了 7 之后, w; 可 以 积分 号 下 求 微分 ,我们 易 证 明 Aw; 一 0， 
现在 看 ws 由 1) 已 知 


Bu sl 外 ong 二 dt 一 一 款 > 基 log 地 dédn 
ff 


Ox 27 
A 1 1 ap 
2 Hr 85 | ja es ed 
由 Green 公式 得 出 
Bm 二 | ol 工 | d 
Bx mh Plog > 中 士 由 log @e BE P gE 7. 
与 WE 六 得 
Bm 工 | 0 1 工 EE 5 (log = 
Or: Dx rer Or log 1 A 2 J Sd Fi 
当 z->0 上 及， 
IK] < c， i a dédn < Ci J 人 da ~ ocr). 
Tor 
在 下 | 中 首先 考虑 2 一 1 的 情况: 命 专 一 + 十 rcos, wn 一 y 十 +sin9， 则 
一 过 wi 二 =- 二 全 28d8 一 工 
-| 3 log ~ dn 二 人 Aan Sls cos Da Fy 


”2LT w 


因此 当 zx 一 0 时 ， 
Kplx, y). 
于 是 证 得 , 当 + 一 0 时 ， 


Ou 十 Du 
Ox? dy? 


— p(x, y), 
所 以 积分 (2) 适合 于 


2 
D4 Eu a plx, y), 


Ow 
Ox? dy 


$3 双 调 和 方程 


求 u(x*, y) 使 其 在 号 上 连续 而 且 有 一 阶 连 续 法 微 商 Es 并 且 


Ou Ota Om a 
AAr 一 十 2 —— = (0, 
wf Bit BO By (在 名 内) 


“le— 8C), Hel = As). 
这 儿 gls) 与 As) 是 C 上 用 弧 长 :确定 的 销 数 . 
1) 解 的 唯一 性 ， 如 果 还 有 一 解 a 则 “一 *“ 一 wm 适合 于 


AAv =0, vle—0, SE 20. 
On :c 
把 Green 公式 
| Gav oa0)0r0y ~ {, (0 9 ~ 0 2)a 
” “ On On 


用 到 单一 ”。 中 一 人 zy 上 , 则 得 
(| 《Az)zzs 一 0, 


因此 得 出 Av 一 0， 
| ve — 0, 可 知 2 尘 0, 委 ] 筛 A = Ul 
2》 用 调和 鹃 数 表 双 调 和 峭 数 . 


(1) 
(2 


(3) 


如 采 mm 是 幼 中 的 两 个 调和 下 数 ， 则 函数 w 一 rm 十 一 定 是 多 的 双 油 和 话 


利用 恒等式 


oO-eorioeral 名 六 :名 区 ) 


可 得 
Qu, 


+ 


A =: ArW: 一 了 


3 


再 由 An = 0, 可 知 
AAn 一 0. 
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3) 如 果 任 一 与 * 轴 平 行 的 直线 不 交 C 于 两 点 以 上 . 则 有 以 下 的 逆 定理 . 
0 的 一 个 双 调 和 函数 * 一 定 可 以 表 成 为 # 一 xm 十 ww， 这 儿 ,wi 是 多 的 调和 范 


数 . 
证 . 显然 只 要 证 明 ,可 以 找到 一 个 调和 图 数 和 使 x 一 xx 也 是 调和 基数 , 即 
At 一 0， Ar 一 Art)y 一 2 Ou (4) 
Or 
洋 数 


“(x,y) 一 人 二 An ?4 


适合 于 (4) 的 第 二 式 , 又 
Aur(rx, y) 一 A ur(x, y) 一 AAA = 0, 
和 Aw? 与 * 无 关 , 命 之 为 
Axrt = vly). 
显然 可 找到 一 个 仅 与 ?》 有关 的 疼 数 uf* 使 


Qa? 
Ar 一 ur = —v(y). 
Oy 


合并 起 来 坟 二 二 十 给 * 适合 (4) 式 的 前 后 两 式 , 即 得 所 证 . 
4) 如 果 哆 是 一 星 形 区 , 即 内 有 一 点 ,不妨 假 定 它 就 是 原点 。 过 这 点 的 射线 只 交 C 
于 一 点 , 则 多 上 的 双 调 和 加 数 一 定 可 以 表 成 为 
# 一 《入 一 ri 十 ro 是 常数 . 
这 儿 ,tw; 是 调和 转 数 ,也 就 待 证 ,有 一 调和 电 数 使 
Atx — (7: — ru) — 0. 


利用 恒等式 
AKg 由 ) = PAP + yAP+2 (2 2 + 总 站 ) 
及 
i 
如 前 证 ,可 得 所 证 . 


4 4. 单位 加 的 双 调 和 方程 


对 单位 加 来 说 ,我 们 不 妨 假 定 所 海 处 的 双 调 和 育 数 是 
# = (ri 1)u tw 
的 形式 ,由 边界 条 件 可 知 
#2ls=t = hi = gO). 
上 旨 Poisson 公式 可 知 


1{™, (ray) 
二 | ee re CD 
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第 二 个 边界 条 件 是 


Ox| 一 Ou| 一 46 
On SM Or lr=1 #(0). 


由 于 2wm 十 ， 2 也 是 调和 函数 ,所 以 


Bul AAG) 
Mg Or 2 | 1 一 2rcos(Ke 一 史 ) 十 和 2 
将 (1) 式 对 + 求 微 商 代 人 (2) 式 可 以 找到 ui, 因此 
人 一 二 人 一 工 人 Mo)ad 
et Dt ee D | | 1— 2rcos(K6 一 由 ) 十 7 
2 1 —rcos(0— ww) 
| (I 一 2rcos(6 一 中) 十 ry gb)ag|. 


如 果 把 单位 贺 变 为 以 原点 为 中 心 , ro 为 半径 的 圆 , 则 解答 是 
2 过 (12 一 7 [- 1 ACHLED 
2mzo 2 2 Jo 了 十 z2 一 2rrocos( 一 由) 
(Cre 一 zcos(9 一 由)78( 由 ) 
二 | (1 2r cos (8 一 中 ) 十 re) a6|. 
习题 “作出 以 上 半 平 面 为 多 的 双 调 和 方程 的 解 . 


§ 5，Cauchy 型 积分 的 背景 


在 第 四 章 $ 2 中 已 经 定义 了 单位 圆 的 Cauchy 型 积分 , 现在 来 看 看 它 的 意义 , 然后 在 
下 节 中 把 它 推广 为 任意 的 曲线 , 

在 单位 圆周 上 给 了 一 个 函数 p(8),5 二 e”,，0 之 8 志 2x 作为 8 的 函数 ， 它 是 一 个 
志 2x 为 周期 的 函数 ， 积 分 


-| Cn e900 (1) 
2m 0 ce 吧 一 有 
称 为 一 个 Cauchy 型 积分 . 
假定 p(8) 有 Fourier 展开 式 
P(E) 一 2) Cae'™, 《2》 


则 当 = 在 单位 圆 内 ,有 


放 SS 守 ue ba a 
人 2 
让 e-'"? 的 正 交 竹 质 ,并 假定 可 以 逐 项 求 积分 , 则 得 
F(z) 一 二 攻 > Cae™? > ee im0g0 
~ D5) cs", (3) 
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这 是 一 个 贺 内 的 解析 浪 数 .并且 有 


iim F(lpe*) 一 人， einp 
F210 n=a 


这 是 由 原 Founier 级 数 (2) 的 具 非 负 指 数 诸 项 的 和 ,以 F*(#) 表 之 . 


如 昌 z 在 单位 贺 外 , 则 
z 加 _ 有 I 这 : f 
pn 
因此 
F(z) 下 3 Rt > z~ieiedB 
2 = i=1 
CC 一 
下 一 工 st 


这 是 一 个 圆 外 的 解析 顺 数 《包括 0), 而且 


dim ,Fpe®) i > Cre 


t=1 
这 是 由 不 级 数 《2) 的 具 负 指数 诸 项 的 和 的 反 号 ,以 F~(5) 表 之 ， 
虹 然 易 疯 


PE) = FG) — F-(E). 
再 研究 = 一 名 一 e% 是 圆周 上 的 一 点 的 情况 。 先 算出 


开刀 ， 若 = 关 0， 


> 若 #* 二 90, 


功 们 儿 桂 


然后 命 & ~> 6， 即 所 谓 这 积分 取 Cauchy 主 值 . 
当 # 二 0 时 ， 


2r Jo LO—i 27 .0 一 1 < 一 0 2x 


1 
ax_e COs 0 zz 
-mE 一 -二 26 十 二 | 中 
5 一 0 了 2 Jo 


2 sin 工 [eo 
2 


行 归纳 法 ,对 # 汪 > 0 时 ,有 


Eh ri5 


+ [a 20 = 2x 区 , 1 I eti0 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


7’) 


这 积分 是 瑕 积分 ， 环 点 在 9 一 6， 这 积分 应 当 理 解 为 0 到 6 一, 再 从 名 十 到 2x， 


9 2TI5 


即 得 所 证 . 当 ”一 一 1 之 $ 时 ,由 

ee 

| Be > ei 
bn et a :i 1 一 
| 二 0 一 一 二 一 一 二 (0 
取 共 罗 虚 数 可 得 (77) 式 当 < 0 的 部 分 . 

现在 来 考虑 当 z 一 如 对 积分 (1) 的 意义 ， 它 也 是 瑕 积分 ,也 取 Cauchy 主 信 ,把 (2) 
式 代入 《1), 如 果 允 许可 以 逐 项 积分 , 则 
Fi — 3 cl .> = 


类 二 一 2x 10 CG ee to 
一 


le 工 村 
到 之 Co 本 之 Ca.5 


验 二 一 中 


一 CF+C&0) + F-(5o))。 (8) 


与 (6) 联合 得 出 
F+(5) — FE) + 2 9(¢), 
i (9) 
F(t) = F(E) — 7 (8). 
这 是 Cauchy 型 积分 的 主要 公式 、 
如 果 在 器 周 上 一 段 弧 r 之 外 取 gC5) 一 0。 则 (9) 式 对 * 的 一 内 点 也 成 立 , 因 之 如 果 
(1 ) 的 积分 在 一 般 国 弧 上 ,结论 (9) 也 是 正确 的 . 
吾 由 保 角 变换 基本 定理 ,我 们 可 望 (9) 式 对 一 条 任意 弧 的 积分 也 对 .但 是 Cauchy 型 
积分 不 是 经 保 角 变换 而 不 变 的 ,因此 我 们 还 须 用 第 四 章 所 用 过 的 方法 ,为 了 避免 这 些 麻 烦 
我 们 还 是 从 头 做 起 . 


§ 6. Cauchy 弄 和 他 


假定 C 是 一 条 曲线 。 有 参 变 数 表达 式 x 于 (1)，y 天) 而且 办 (1) 与 XQ) 有 
连续 微 商 , q($) 是 C 上 定义 的 基数 。Cauchy 型 积分 指 


c Fo) ~ | ES (1) 


rf vc 一 2 

关于 9 人 (5)， 我 们 假定 它 适 合 Halider 条 件 
1p) — ple) EM TC— tol*, 0O<~r1, 
如 果 # 不 在 C 玉 ,; 则 (1) 显然 存在 而 且 人 代表 zz 的 解析 函数 ,我 们 现在 来 
5 说明 x 一 名 是 C 上 的 一 点 时 ,积分 (1) 的 意义 . 取 定 曲线 < 的 方向 ,以 六 为 
中 心 6 为 半径 作 圆 交 曲线 C 于 两 点 *,%”"。 今 往 证 明 当 一 0 时 ， 
1 7 人 d 

rr 

62 的 极限 存在 (注意 由 a 到 45 先 经 5 再 经 5”)， 由 Haider 条 件 易 知 


b 


rir 
a -= 


癌 芷 17 甸 


1 “= oto) 
2 | bie 


是 存 存 的。 再 看 


(hE et me 


es dt) f el og & es 


在 a 与 世人 上 对 数 函 数 的 分 支 如 下 法 确定 : log (5 一 50) 在 5 一 a eg 变 
到 一 如 ， 然 后 沿 jz 一品 | 二 6 在 曲线 C 的 左边 的 那 民 弧 移动 连续 变化 到 一 4” 的 
数 人 ,办 此 

a 一 全 一 上” 一 tol, 


lim log < = -9 一 一 fm (2) 
Cn 


〈 这 是 在 名 有 切线 的 情况 :如 果 在 名 处 左 在 切线 不 同 , 这 式 子 当 有 自然 的 改变 .7 于 是 ， 


Fi 一 二 | Et od) pg tinvt)), (3) 
1 Li Se i ; 


这 你 为 积分 的 宇 值 . 人 即 a 一 上 ， 则 (2) 变 为 
FCEo0) 雪人 2 | .pL). at 


C r 3 to 
| pL) 一 plLo) 1 
27i 上 一 dt + plo), (4) 


附 记 ， 如 果 曲 线 C 在 名 处 有 一 角 点 ， 即 左右 二 切线 的 夹 角 等 于 a, 则 不 难 证 明 公 式 
《2) 变 为 


; oy 
一 上 
因而 公式 (3) 就 变 为 
| PL) 一 Cro) 过 
FCzo) 了 | ER 2 [0 
pa 
十 p(to) log? = ee ~ P(to). / 
由 此 原则 ,不 难处 理 有 角 点 的 情况 . 图 63 


§7. Coxo0sak 公式 


引 理 . 假定 p(6 在 5 一 bo 处 适合 Holder 条 件 , 则 
Sz 要 二 一 to 


zao dt 
* 趋 于 如 适合 以 下 的 条 件 : 命 4 == |z 一 bol，d 等 十 x 到 C 上 的 点 间 的 最 短 降 离 :比值 
二 有 界 . 


* 2]17.* 


证 邯 虑 这 两 积分 的 差额 ; 
过 pe) (¢ ) 
A=—| (一品 ee a 
把 这 积分 分 为 两 份 ,其 一 适合 于 |5 一 5ol 二 5, 它 在 此 范围 之 外 以 C" 表 
之 。 5 是 一 待 选 的 足够 小 的 正 数 , 命 之 为 Al 十 Al 
关于 前 一 积分 ,利用 Halder 条 件 及 | 一 z|] 宇 4 可 知 


Ial < | MES la ~ |) 下 一 二 后 le 


da 人 一 名 | 
由 于 |atl 一 | $7G) 二 XC di| 三 Adt， 因 此 
图 而 [ai| < 于 M4 各 0 


当 8 足够 小 时 ，|]A,| 万 5 


其 次 C’ 中 不 包 有 56, 当 5 阅 定 时 ,积分 
| pe) 一 pio) dat 
er ee- } 
作为 z 的 函数 在 “一 i 处 连续 , 因此 对 足够 小 的 二 |z 一 56l，|Az| 也 不 超过 二 ， 即 
我 们 有 
JIAa| 志 |A| 二 [Al 一 e。 
引 理 证 毕 . 

附 记 . 全 有 界 的 意义 如 下 : 以 za 为 顶 角 , 作 二 边 ,这 两 边 都 与 切线 贸 有 角度 (这 样 的 
角度 在 研究 Absl-Tauber 定理 时 已 经 用 过 ， 习 惯 称 为 Stolz 角 )。 实质 不 难 证 明 在 Stolz 
角 中 ,以 上 的 和 极限 公式 是 一 致 收敛 的 公式 . 

定理 4 (Coxouxeit)。 假定 56 是 C 上 的 一 点 ， 但 非 端点 ; p(t) 在 == 5 处 适合 
Halder 条 件 ， 又 当 = 一 如 时 常 使 比值 了 有 界 ， 则 当 * 从 C 的 左 方 或 右 方 趋 于 局 时 ， 
Cauchy 型 积分 


1 {( op) 
3 ?mt | Ee 9 
分 别 趋 于 
F+(&0) 一 FCLo) + p60), (2) 
F-(t0) 一 F(io) 一 到 9(zo). (3) 


式 中 FL&0) 是 积分 (1) 的 Couchy 主 值 . 
证 .1) | 并 且 按 定向 进行 , 即 依 时 针 反 向 , 则 


i 二 | a 
了 PC) 一 ei de + 2 de 
2xt Jc a 2xi 才 一 各 
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由 引 强 ,为 = -* to 右 员 第 一 积分 站 于 二 |。 全 晤 二 人 dL， 而 第 二 积分 等 于 5D 
或 0, 视 z 在 C 内 或 C 外 而 定 .因此 得 极限 公式 
PD = HE a + pto), 


一 bo 
F-( 兴 一 生生 a. 


由 $6 公式 (4) 可 得 CoxouxH 公式 . 

2) 如 果 C 不 是 闭 曲线 , 我 们 可 以 添上 一 段 C 使 C 十 C' 一 Co 成 为 一 闭 曲线 ， 在 
C' 上 定义 g(t) 一 0， 注意 , 这 样 定义 的 曲线 上 函数 可 能 不 连续 , 但 注意 1) 的 讨论 是 局 
部 性 的 ,只 要 在 一 fo 附近 适合 Halder 条 件 即 足 。 十 是 


2xf Jco 一 
如 果 如 不 是 C 的 端点 :, 则 由 1) 可 以 推 而 一 般 定型. 
由 Coxoik 直 公式 立刻 推出 
当 在 一 癌 处 越过 积分 曲线 C 时 ，Couchy 积分 (1) 有 一 跃 距 
了 tto) 一 下 -05o) 一 p(so), {4) 
附 记 ， 如 果 如 在 曲线 C 上 是 一 个 角度 为 a 的 角 点 (注意 有 有 边 角 ) , 网 Coxonkaii 公式 
可 以 改 为 
F+Cio 一 FOO + “9(go)， 
上 日 < c < 天 2， 
F-(&0) 一 FCto 一 去 oo)， 
定理 2. 很 定 C 是 一 条 闭 曲 线 , pC5) 在 C 上 适合 Halder 条 件 ， 则 Cauchy 型 积分 成 
为 C 内 的 Cauchy 积分 的 必 划 有 c 充 分 条 件 是 


人 pk)d 一 0， n=0,1,2, .°°3 (5) 
成 为 C 的 外 部 的 Cauchy 积分 的 必要 日 充分 条 件 是 
("Ca = 0 m1 2 (6) 


所 谓 C 内 Cauchy 积分 乃 指 gC) 恰好 等 于 5 内 的 解析 函数 ，F(z) 趋 了 C 上 的 边界 
值 . 

注 ， 我 们 仅 证 C 内 ，C 外 或 可 由 C 内 推出 , 或 可 简捷 模仿 证 明 . 17 充分 福 。 在 无 穷 
远 点 处 有 展 式 


因此 ,在 > == 00 的 附近 

FO 07) 
列 用 条 件 (5) 可 知 在 4 二 co 的 一 领域 内 F(z) = 0， 由 于 F(z) 的 解析 性 所 以 在 C 外 
F(z) 二 0， 因此 F-~(5) = 0， 由 定理 1 可 知 FG》 一 二 g(t) 及 F+(5) “q(t)， 即 
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在 C 的 内 部 ，Cauchy 型 积分 表 一 解析 函数 F(z)， 当 z 趋 于 边界 时 ,这 函数 就 趋 于 积分 号 
下 出 规 的 函数 F+(5) 一 gq(5). 
2) 必要 性 。 如 末 F(z) 是 一 个 Cauchy 积分 , 对 C 外 部 的 = 来 说 ， ee 是 一 个 当 
ae 在 C 内 处 处 解析 的 函数 ,而 且 在 C 上 是 连续 的 ,根据 Cauchy 定理 
FOOD 一 二 旦 守候 一 0，(z 在 C 外 ) 


2xi CE 


因此 (7) 式 所 有 的 系数 神 等 上 0, 这 便 是 条 件 (65). 


习题 1。 试 把 Coxouxtt 的 定理 推广 到 单位 正方 形 |x| 一 二，|y| 一 地 上 ， 请 特 
别 注意 在 办 角 的 情况 . 
习题 2， 假定 p《5) 有 有 限 个 第 一 类 冯 断 点 ,对 这 些 间断 点 定理 应 当 如 何 修改 ? 注意 


9(0) 一 工 一 所 ,0 <<9 < ?<，C 是 单位 圆 的 情况 、 


§ 8，Hilbert-TIIPFBamoB 问题 


问题 ; 在 甘 闭 曲线 C 上 给 定 两 个 复 佳 函数 a(&) x 0 及 5(5) 部 满足 Halder 条 件 ， 
求 出 两 个 函数 扩 (2) 及 广 (z) 一 个 在 C 的 内 部 另 在 《的 外 部 解析 ,并 旦 在 C 上 育 
(6) = a OPS) + 68). (1) 
这 问题 在 数学 物理 中 有 各 种 重要 应 用 ， 
' 在 求解 这 问题 前 先 试 一 下 单位 圆 的 情况 : 假定 a(5) 与 6(5) 各 有 Fourier 级 数 


之 ， Arb”, 2 六 (2) 
而 人 (58) 与 六 (&6) 的 Fourier 展 式 各 为 

人 (3) 

z= 一 4 汪 1 


因此 问题 一 变 而 为 求 C。, d。 的 问题 了 . 

一 眼看 出 ,这 问题 有 时 无 解 。 例 如 , a(5) 只 有 正 指数 项 及 6) 一 0， 这 样 (1) 式 右 
边 只 有 正 指数 项 不 可 能 等 于 左边 . 

又 ， 这 问题 的 解答 也 可 能 不 唯一 ， 因 为 如 果 取 (5) 一 霹 ，&5) 一 0， 则 对 任意 的 


ru -< 
| 


(e+ 全 + … 十 如) 一 二 (oo 十 -十 


7 
ililbert 诛 问 题 是 5(2) 一 0， 一 般 问 题目 DTIPrpauoe 推广 的 ， 现 在 介绍 Taxos 的 解 
可 于， 
1) at#) 一 1。 这 特例 特别 容 扬 :但 这 起 解法 的 主要 部 分 ,因由 Coxougrg 公式 可 知 
FOE) — FC(E) = p(t). 
取 9 人 二 一 6《5)， 则 Cauchy 型 积分 
大 二 (二 二 二 | 8) jr (4) 


nt jc CZ 


® 20。 


就 是 原 向 是 的 一 个 解 . 

如 染 述 有 一 和 解 

gL) — g(t) = P(t), 
则 得 
太一 后 人) = fe (8), 

即 六 (2) 一 g*(z) 在 C 内 代表 一 解析 函数 、 六 (Cs 一 g-(z) 在 C 外 代表 一 解析 次 数 , 而 
站 C 上 完全 吻合 ;因此 二 者 购 成 整个 平面 上 的 解析 省 数 ( 包 括 0)。 由 Liouville 定理 可 知 
它 是 一 常数 ,内 (4) 可 一 常数 是 问题 的 一 般 解 ,而 无 其 他 解 . 

2) 2(5) 二 0, 

21)》 假定 log a(5) 在 C 上 叱 单 值 范 数 , 见 村 

logf (6) = logf’($) 十 loga(&) 
及 1) 可 知 这 问题 一 定 有 以 下 的 解 
(x) 一 .ce 一 Fe) ， F(z) 一 | log ats)dz (5) 
2xi JC tx 

这 儿 4 是 一 带 数 . 

22) 如 果 log al&) 非 单 值 昭 数 ,由 于 at8) 是 单 值 羡 数 , 所 以 当 “ 绕 5 一周，tog a(5) 
江 吕 2 的 一 个 整 倍数 。 这 整数 称 为 指示 数 , 也 可 以 表 成 为 

mAcarg alt) ~ | uge(5)， 
不 妒 腿 定 C 是 包 有 原点 的 ,如 是 则 
ar6) 一 ak) 
的 指示 数 为 0. 由 21) 已 知 有 函数 
gt+tx) a cz) ， G{z) 一 一 | [iog al( tat 


tC—s 
适合 于 
g (2) = alt)er(t). 
因此 求 # 适合 于 
f(D 一 oO 
的 问题 ,一 变 而 为 求 好 使 
HE) EMAL) (ft 一 gth+) (6) 


的 问题 了 . 
221) 息 定 一 一 x 是 一 负 整 数 , 则 
aT), gs"A-Ce) 
是 在 C 上 相等 的 函数 ， 因 而 它们 相互 是 解析 延 拍 ， 出 于 和 (sz7 在 oo 处 有 则 ,因此 这 防 数 
是 一 在 ce 有 了 壮 阶 极点 的 函数 , 即 
ht+(z) 一 ooz” + adsl .二 dns 
而 
2 A 


因而 


ee 221。 


F(z) 一 《aoz= 十 ..…: 十 an)e-es), 
f(z) 一 (a A 4 ) eo), 
名 他 下 
而 


1 Jog(E-ea(tD) 

Se 2ari | 一 3 

其 中 BOs Hs "9 Hn 是 任意 常数 ,并 且 好 0 出 1 (00) 来 决定 . 
不 难 证 明 , 此 外 无 其 它 解 . 


(7) 


(8 


222) 指示 数 m > 0 时 , 证 明 Hilbert 问题 无 解 。 由 (6) 可 知 (2g), zs"h?T《x) 构成 
一 解析 哎 数 , 在 整 平面 内 处 处 有 则 , 它 是 常数 , 但 在 z == 0 时 这 国 数 为 0, 因此 这 常数 为 


0.、 好 f= 二 hr 圭 0. 
总 结 出 


定理 1 (1axoe》。 如 果 边 界 遂 数 a(5) 的 指示 数 一 * 不 是 正 的 ， 则 Hilber 问题 


5) 一 a(56)1+C5) 有 十 1 个 线性 独立 的 解 . 不 然 , 则 雹 解 . 
$9. 续 


现在 涛 虑 更 一 般 的 HbaBgazxoBg 问题 
f(a) 十 bE), 
仍 命 a(5) 一 5"a(#)， 
8 (6) = alt)e (et), 


Pe es | log Ca) or 
2xt 2C 人 


合共 一 时， 则 和 时 (1) 及 (2) 可知 

有 人) 一 pt 十 BAg 人 CD)。 
当 m9 二 0 时 ,这 就 是 上 节 1), 因而 有 解 . 

iit(z2) = A + H+(x), 

= 人 ee 

H(z) CS 2 一 de, 
这 儿 4 是 一 任意 常数 。 因 此 

fC2) = eo (A 十 EC) 
也 不 难 证 明 此 外 无 它 解 . 

当 各 一 一 #<0 时 ， 
和 (二 og 十 于 十 至 十 十 宇 十 HH-(2)， 
加 各 a” 


tlg) = aoz" 二 qs 二 十 ar 十 setCx)， 
见得 | 

1-(z) 一 am 十 笃 十 十 至 十 PC) cc (7D)， 
f(z) 一 feos 十 … :十 an Ht) jc-ctto。 | 
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(3) 


(4) 


(5) 


C6) 


也 易于 证 明 这 是 所 有 的 解 . 
最 后 如 果 指 示 数 加 盖 0， 风 
h(E) so CMR) + BCE) es ©, 
这 方程 为 
2) = 4+ HD), pt) = + (7) 


EA 
满足 并 且 容 易 证 明 , 仅 有 这 两 个 函数 才能 适合 (7). 
姓 皇 样 的 HY(z) 才 使 入 (z) 有 则 ,展开 五 <Cx)， 妈 


+ a ao) As 
Pr 一 一 于 本 :2 四 


= 一 -站 bE) ee 二 


Lr dd 


2xf rn 5 


如 果 要 使 和 (se 有 则 , 则 4 可 以 取 为 等 于 上 式 的 常数 值 ， 而 及 必须 有 


二 |。 a 0, n= 1,2,*."*,m, (C8) 
改 当 m > 0 时 ,只 当 (8) 式 满足 ，[Ipnsanos 问题 才 有 解 ， 


总 之 

定理 1 (Taxo8)。 如 果 边 界 函 数 的 指示 数 一 x 委 0， 则 TIpasanos 问题 人 (6) 一 
45)TCE) 十 2) 有 带 ” 士 1 工 个 参 变 数 的 解 人 6)， 如 果 (0) 的 指示 数 阅 0， 则 问题 
仅 当 适合 《87 时 才能 有 解 ， 

习题 1. 读者 试 考虑 a(5), 5) 可 能 有 间断 点 的 情况 . 

习题 2 试 考虑 非 闭 曲 线 的 情况 ， 


§ 10. Riemann-Hilbert 人 问题 


汀 曲线 C 围绕 一 个 域 多 ; a(%), 5(5), c(4) 是 C 上 定义 的 实 函数 。 问 题 是 : 求 一 个 
在 名 内 解析 ,在 多 上 连续 的 孙 数 
f(z) = wlz) + tv (2), 
使 在 C 上 满足 于 
a ut) — bE EL) = ele). (1) 
MycxeriatBHnH 的 解法 : 假定 多 就 是 单位 加 《这 不 失 其 普遍 性 ) 1z! 二 1， 并 假定 
at ax) ct 都 适合 于 Halder 条 件 , 并 且 假 定 在 C 上 处 处 zf》 二名 (5) 0，(1) 
可 以 政 写 成 为 
2R(a t+ iB = Ca + bE) + Ca — oO HE = 2¢. (2) 
通过 [JIpaeanog 后 题 ， 我 们 找 出 两 个 解析 晒 数 F*+《z)，F~(z), 一 在 同 内 一 在 加 外 ， 
使 
Ca+ biFTE) 二 Ka 一 25)FTCS) 一 2c， (3) 
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再 作 


Fx(#) 一 :- (二) Falz) 一 F* (3), 


它们 也 是 一 个 在 圆 内 一 个 在 贺 外 的 解析 函数 ， 而 有 它们 也 适合 于 条 件 (3)。 其 理由 是 : 
(5) 式 的 共 斩 式 子 是 


(a — 6i) F+ (二 + Cat BP- (4)—2., 


5 
Bs 


(a + pi)FSCE) + (Ca — bi)F#(Cs) = 2c， (C4) 
命 f(z) 一 F1(z) 十 F(z)。 则 


a < 1 + 1 3 一 了 7 一 
RE 一 全 ) + 环 ( 人 二) ERCGE) + Fe). 
(3) 加 《4) 得 出 
(a + BHEY + Ca — Be)FE) 一 2c. 
附 记 ， 命 有 (z) 是 f(x) 的 积分 , 即 二 一 命 hz) 二 十 iv 则 


On Ov Ou 
= #f, == 2 一 一 
Ox Ox Oy 
因此 (1) 式 可 以 改写 为 
On Ou | i 
0D 2 二 6 Ol, ~— ce), (5) 


因 测 Riemann-Hilbert 问题 可 以 看 成 为 : 求 适 合 边 界 条 件 (5) 的 亩 和 函数 #1, 这 可 以 看 成 
为 Neumann 问题 的 推广 , 反之 :也 可 以 把 广义 Neumann 问题 化 成 为 Riemann-Hilbert 沁 
题 . 


$ 11. 混合 边界 值 问 题解 答 的 唯一 性 


溢 合 边界 值 问 题 : 闭 曲线 CC 包 广 一 区 域 孵 , 在 C 上 依次 取 2 点 ao 有 aa 有 dv 
8。《 为 了 方便 起 见 定 义 ast 一 4/)， 求 出 一 个 名 内 的 解析 函数 ， 使 其 在 由 a4 到 的 一 
禾 弧 上 , 它 的 实 部 等 二 一 给 定 函 数 pi(5), 在 由 妈 到 axr 的 一 段 弧 上 , 它 的 碰 部 等 于 一 给 
定 孙 数 gr(5), 外 二 1, 2, 
当然 我 们 假定 除去 ok, 6b4 诸 点 外 ,在 玉 上 ,这 函数 是 连续 的 ， 我 们 运 常 假定 pC5)，、 
gel》 在 对 应 的 区 间 . 上 适合 Halder 条 件 . 
这 问题 也 可 作为 Riemann-Hiitbert 问题 的 特例 . 
我 们 更 在 考虑 多 是 上 半 平 面 的 情况 ,而 且 侯 定 
a 
今后 我 们 用 《5&4 as) 代表 两 区 间 5s 二 + 过 00， 一 00 之 + 之 arr 的 总 和 。 命 f(z) 一 
uiz) 十 iv《z)， 则 混合 边界 条 件 就 是 
DE } C1) 
vx) bra 
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这 儿 针 二 1,2,-……,n， 且 在 (Bs ash) 上 =” 一 0. 

1) 我 们 现在 先 研究 一 个 特别 重要 的 特例 : kkxs) 一 0，$i(x) 一 0. 

在 线段 (584-,, ax) 上 ,由 假定 可 知 v(x) 一 0， 即 f(x) 是 实 的 , 即 殉 二 f(z) 把 实 线 
段 (84-1, ax) 变 为 实 线段 、 因 此 函数 fz) 可 以 经 过 《54-., at) 解析 拓展 到 下 半 平 面 .、 而 
且 fx 一 1y) 一 w(z) 一 iv(z)。 又 在 (er, Bx) 上 , f(z) 是 纯 虚 的 , 因此 经 过 〔at, 54) 也 
可 以 把 藉 =) 解析 拓展 到 下 尘 平 面 ， 和 而且 1x 一 妙 ) 一 一 4(z) 十 iv(z)， 因此 ， 绕 点 ox 

一 周 , 函 数 大 zs) 变 为 一 f(z) 
函数 
gx) = 下 一 和 《2) 

与 长 gz) 有 同 前 记述 的 人 性质. 当 >< a 时 ， 我 们 取 g(x) 是 正 的 一 分 支 , 这 函数 显然 有 以 
下 的 性 质 


glx) 二 0， 当 msx< 贞 ， } (3) 
FECX) =0, 当 br an 
是 绕 a 或 5 一 周 ,， glz) 变 为 一 g(z)， 
闵 数 
fF) 一 p(x) (C4) 


& Ct) 
在 整个 平面 上 是 单 值 函 数 ,而 且 除 去 ak, Bx 及 oo 外 无 处 不 解析 .有 反 之, 给 了 一 个 有 这 样 
性 质 的 ptz)， 则 
fz) = gz) plz) 
就 是 问题 的 一 般 解 ,显然 解 不 是 唯一 的 . 
为 了 唯一 性 ,我 们 不 得 不 名 一 些 条 件 生 plz) 变 为 常数 ， 我 们 加 上 如 下 条 件 
(i) fs = Ojz CO— axl™ 1), 当 ZT AL 时 ， 
使 plz) 在 孤立 奇 点 z 一 at 处 ， 
Plz) 一 OOjz 一 ok)， 
基 pks) 在 = 一 cx 处 有 则 . 
同样 如 上 
Ci) fz) 一 OC]z 一 如 |")， 当 x 一 Bk 时 ， 
人 谨 pl) 在 z= 二 如 处 有 则 . 
再 假定 , 当 x 一 00 时 
Ciii) 大 xz) > C, 
则 pl) 在 * 一 oo 也 有 则 ,因此 它 是 一 个 常数 C3， 即 适合 于 条 件 让), (ii), (iii) 与 混合 
边界 条 件 (3) 的 问题 在 唯一 解 : 


f(s) 一 CgCa) 一 C 


2) 一 般 问 题 的 解 的 唯一 性 问题 。 假定 有 两 个 放 数 f(x), f(z) 都 适合 于 


1》 不 难 证 骨 pCx) 在 全 平 曾 上 解 折 . 
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Wt) = x) 一 Tiz A 
tr) sx) = pt) bi ra 
及 条 件 (iD ， (iD (ii)。， 则 f(z) 一 天 (zx) 就 是 所 讨论 过 的 问题 。 而 且 条 件 (iii) 变 为 
im (fC#) — f(s)) 一 0， 


丸 此 得 出 其 z)] 二 (2). 
§ 12， 玫 expIIICeaoB 公式 


1>》 游 虑 函数 


Pt {7) 
ge) 
在 线段 ox 二! 过 5 上 的 Cauchy 型 积分 
fatz) _ 1 Sk OpA{ ds_ 
glz)} a 上 gf z 一 2 C3 


当 2 二 二 1, 2 #) 时 , g(4) 是 实 的 , gf 是 纯 氏 的, 所 以 (411) 
是 实 的 , 即 
viC #1) mm Hu) == 0。 (2) 
其 次 ， 当 z = 二 过 过 一 42 "nn,1 半 衣 ) 时 , g(4) 与 go 都 是 纯 店 的， 
因此 (1) 是 纯 大 的 , 即 
uC) = Rf 一 0. (3) 
现在 考虑 4 过 如 二. 当 z 由 上 灶 平 面 趋 于 如 时 ，Cauchy 型 积分 的 值 等 于 《Co- 


FOLK 站 公式 ) 


此 (x0) _ 印 村 如 ) 是 机 区 Prt) dz 
g(t0) gt0) mi Jak g(t} {CO— to 
这 儿 积 分 取 Cauchy 主 值 : 由 $643) 可 知 它 等 于 
工作 fei _ pil) ar Pat10) 
i 上 & (7) g(10) ) 


:—t gt) 
十 PH) log 64 一 四 


zi gt{i0) qk 一 了 
由 于 
iog A i ix, 
at 一 如 to — ax 
所 以 
人 Cay alto) 十 工 | C0 paso)\ dz 
g(t0) gt) zf da SC) 8&10) A 2“ 一重 
1 pilt 8 一 上 
Ee 0 
莱 以 g《x)， 了 开罗 
FR) 一 palito). (5) 


也 就 是 《1) 所 定义 的 Caucky 积分 f(z) 适合 于 混 边 界 条 件 (2), (3), (5). 
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Me 


2) 现在 来 证 明 有 (x) 适合 于 上 面 所 提出 的 条 件 (D (Ci), GD，(e 一 0). 
当 一 co 时 ,显然 有 f(z) 一 0， 也 不 难 证 明 当 zs 一 a 或 BL(1 半 太 ) 时， 


Fas) 一 Ofl 
ty) (1). 


即 和 (2) 一 0(jz 一 gz]4)， 及 扩 (2) 一 001s 一 如 |-4)， 因 此 在 s 一 ms 性 附近 , 条 件 
(i), (i 是 适合 的 . 
二 (4) 可 兄 , 当 如 一 > A 时 ， 
在 人 ,0 — a,|-i) “ 
pe (ls «| Pe 
即 


TI 

全 (一 0 {log 让 
当 z 在 上 半 平 面 趋 于 ex 时 ,问题 较 易 ,但 由 于 没有 与 (4) 相仿 的 公式 ,所 以 处 理 起 来 表面 
上 更 琳 闫 一 些 ， 命 cx 一 (人 十 如)， 则 当 = 一 ex 时 显然 有 


人 ACE #9 2 OKC17 
Be) 一 


并 注意 , 当 pC(z) 有 界 时 
上 了 (2) dt 二 i piu 十 aa) a CW = 4a)s 


a ait—s 0 Wakex 一 中) 
0 
wl 0 TiCT 1) 


当 z 在 0 附近 ,由 于 | 空 的 收 生性 ; 当 = 在 oo 附近 ,由 于 人 ”ar 的 收 伊 性 ; 由 于 * 非 实 
二 
的 ,积分 在 = 一 附近 可 以 得 出 0( log -上 )， 因 此 ,我 们 仍然 有 


| 过 | 


f(z)=0 (es 芭 十 


因此 当 > 一 ax，x 一共 时 ,条 件 (iD (ii) 都 适合 .〈 注 意 , 这 函数 可 以 适合 比 (i), (i) 
更 严 紧 的 条 件 . 换言之 ,在 较 宽 条 件 (i), (ii) 之 下 ,我 们 仍 能 得 名 唯一 性 解答 ,) 
3》 辐 样 可 以 证 明 : Cauchy 型 积分 
并 (2) | Ce) Te 


适合 于 人 (ii 及 Gii) (其 由 < 一 0) 及 以 下 的 边界 条 件 : 


RCz) 一 0， 当 a1 之 1 之 bi， f=1,2,'**, n> 
ARE) = HD, as 
一 0， 当 5 之 1 之 am， s 拓 克 


4) 相 如 得 KemaplamrCermroe 公式 
HD SD NE RD 0) 
太 二 1 点 二 1 
适合 于 全 (iiii) 及 所 给 的 边界 条 件 
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因此 组 KemaplU-Cemoa 公式 . 

定理 1. 上 半 平 面 的 混合 边 值 问 题 有 且 只 有 一 个 适合 于 以 下 三 条 件 的 解 : (i) 当 
和 天 时 ， flz) a OC|z ak| 上》; (ii) 当 & 一 > 古 X 时 ， tCz) 一 DClz br)s 【和 证》 
当 z 在 上 半 和 平面 上 趋向 cc 时 , f(x) 趋 于 一 实数 C, 这 解 由 以 下 的 公式 给 出 


Ws Se sk palt) dr (A pielt) de - 
1(2) > | ee + gtt) es i). 


$ 13. 其 他 域 的 KexapII-CenoB 公式 


1) 利用 保 角 变换 


一 了 


下 号- 


tw — 1 


把 上 半 平 面 .Zz > 0 变 为 以 5 为 中 心 ， + 为 半径 的 贺 , 它 把 ox, 5 变 为 m。 pk。 则 


i 


et Ey 3 
2 — br wl1 


1 CO— CF Ne Ck 

Ww Bet Em Bi 

代入 Kenngn-Ceitios 公式 《为 了 简单 起 见 我 们 假定 1f(00) = 0)， 把 符号 w, ex, Pi 换 成 
2 ks Dis 则 得 公式 


A tN 
bs J 


这 儿 < 代表 男 周 | 一 二 | 一 二、rC5) 在 弧 (ou 54) 上 等 于 px(5), 在 (54 er) 上 等 


于 :pk 
2)》 读者 让 自己 推出 单位 加 的 情况 、 这 有 时 Kezmmpiu-Ceroa 公式 的 形状 是 


1 一 工 
1{z) 一 5 一 区 de 


1 
xig (x) ha 1=1 
+ Co 十 Cizo 开 十 … 十 Co 
Ce 80 Os 
这 儿 Co,，' ,CC。 是 复 常数 . 


3) 为 了 直面 应 用 方便 起 多 ,我 们 处 理 一 个 半 加 
UN / js 机 上 
. a : 2 2 


pa y > 0 的 间 题 ,并 且 假 定 在 半 国 周 上 
~ BC) je plE), 
及 在 直径 y 一 0 上 

ulg) + vlz) |,=0 = XY), 


图 65 


并 假定 p(8),，X(x) 都 适合 Halder 条 件 . 
这 问题 既 可 以 用 $ 11, 12 的 方法 从 头 处 理 ,也 可 以 直接 应 用 以 前 的 结果 . 
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命 h(x) 是 适合 于 

ux) 1c = pt), wlz) 十 oz 一 0 
的 解 。 w 二 天 (z) 将 实 轴 变 为 s 十 v 一 0。 由 对 称 原理 可 知 函数 f(s) 可 以 解析 延 拓 到 
下 半圆 c*: 

itr 一 区)》 一 一 (zy) — im, y), 《1 
因此 在 下 半 回 周 上 

.zy 一 — P(E). 

由 1) 可 知 


1 zs(1— 2) pi)at 
人 世 es 


z(l1l—2z d 
0 0 C22 
xz2 十 刀 一 xx 一 0 的 极 举 标 写 法 是 p 一 cos8、 则 “一 cos9e”， 当 0 二 8 二 x 代表 
上 半 加 ,而 0 守 98 守 一 x 代表 下 半圆 时 , 显 匈 

1—£—=—isinge®, dt ~ ie’g0. 
使 用 变换 6 一 一 r《 并 以 w 代 5), 则 得 

We = . 

ce CNVNwll ow) wo— ae 
再 由 ez 一 2cosr 一 1 十 2isintrcosr 一 2cosrer 一 1 一 2w 一 1 ， 并 将 积分 中 的 变数 
儿 换 成 为 才 , 则 (2》 中 的 两 个 积分 可 以 合 而 为 一 


oe | 


P(E) de. (3) 


命 f(z) 适合 
wa(2) le 一 0， zz)》 十 v2(z) ] ,=。 一 XCx). 
w 二 ftx) 把 上 半圆 周 变 虚 轴 ,因此 户 (<) 可 以 通过 CC 而 解析 招展 到 整个 上 半 平 面 , 按照 


对 称 原理 , 实 轴 上 依 圆 c 对 称 的 两 点 *, -一 ,ji(z) 所 取 的 数值 是 依 呀 轴 (w 一 0) 对 
称 的 数值 , 即 


f(s) Se (a o) 下 i (= 1 中 


式 们 已 知 , 在 (0.1) 上 
BEI ~ Dr) = ur, 0) 十 zakrs。0)》 一 (xz)。 
在 《一 co， 0) 、 《1 ， co) 上 


A{(1 ijCxz)} 0 (= 0) 二 ws (二 一， o) 
*(;- = 
所 以 可 以 把 上 半 平 面 的 Kennma-CenoB8 公式 用 到 这 例题 上 来 。 经 过 简单 变换 得 出 
Re 


1 .0 有 区 1 一 外 站 一 十 > 一 27z 
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一 般 问 题 的 解 等 于 
fC2) 一 hz) + fh). 

噶 记 ， 沽 虑 pt) 二 0，X(x) 一 0 的 情况 。 容易 看 出 任意 平面 上 对 实 轴 求 对 称 一 
次 ,对 圆 求 对 称 一 次 , 即 在 = 平面 上 绕 上 一 0{( 或 gz 一 1) 转 180?. wr 二 f(x) 依 xz 十 yz 一 0 
求 对 称 一 次 ,对 虚 训 求 对 称 一 次 , 即 吧 在 z 平 面 上 转 90"。 因 此 当 * 绕 0( 或 1) 一 癌 吧 正 
好 变 号 ,因此 函数 

jz 
Vz(l 一 z) 


是 一 个 在 全 平 商 上 的 单 值 函 数 。 由 条 件 可 知 妃 工 ) 一 p(1 一 让，。 是 实数 ,由 对 加 的 对 


秘 关 系 可 知 藉 co) 一 一 pll1 十 门 ， 因此 当 = 一 cs 时 , ptz) 一 0. 

如 果 假 定 f(x) 一 o(lz|l- 直 及 f(z) 二 of]1 一 z1"), 即 plz) 一 oflzlrD， 这 说 
明 单 值 漳 效 不 能 在 xz 二 0 外 有 奇 点 ,同样 ,在 z 二 1 也 不 能 有 奇 点 ,因此 plz) 是 零 ， 中 
六 这 样 的 条 件 下 ,问题 的 解答 是 唯一 的 . 

如 果 我 们 假定 了 


pplz) = 


Le 


Ox Oy . 
民 | 得 
f(s) = of |2|"). 
若 a《0, 0) 一 wx1, 0) 一 0， 则 推出 Hz) 一 ol 1z!1-#). 


$ 14. 一 个 混合 型 偏 微分 方程 


我 们 现在 来 研究 JIaepenTbes 偏 微分 方程 


2 Ou 
2 D0 (1) 
这 几 9(ly) 一 土 1， 视 y 空 0 而 定 . 
疙 所 考虑 的 区 域 尽 被 以 下 的 线 眉 所 包围 的 :以 2 一 二- 


为 中 心 ,二 为 半径 的 上 半 个 加 


E 
C: Pe i ?0， 
21 2 
] 66 本 本 
| 从 0 及 工 所 发 出 的 两 线段 
+ 十 y= 10, 
Li: xz 一 一 1. 


在 右上 给 一 个 图 数 9 人 ?在 工 上 给 一 虞 数 g(x), 并 圳 假定 它们 宰 适 合 Tl6lder 条 
件 : 且 pC0) = ww(0) 一 0. 

问题 : 求 出 s(x,y), 使 适合 以 下 的 一 些 竖 求 : 

(i 在 士 史 上当 y 关 0 时 ,rw 适合 于 方程 1); 

《iD) 在 闭 域 多 上 连续 ,wlc 一 9 ，z 一 (x): 


as 230 。 


Da Ou 

Ciii) Be By 下 多 内 部 连续 ; 

Gy 在 z=0 及 z==1 附近 ,2 一 ox-1)， 2 0(x-1)， 2 一 ol|x 一 11-7)， 
9 Ox Oy Ox 
， 区 < 0 一 一 3 
ol —11). 


Buuan3e 的 解法 是 : 
1) 在 下 半 平 面 上 ,方程 
Ou Ou De D0 


Br By \er By/\6x Oy 


的 解 可 以 表 成 为 
u = Plrt yy) + Vr CO— y). (2) 
这 儿 ,是 任意 两 个 函数 ,由 条 件 (ii) 知道 
u|r = $0) + Vx) = Sx). 
因此 
,WE 0 2). (3) 
由 (ii) 可知 
uC+, 0) 一 Bx) — PC0) + 人) (4) 
在 上 半 平 面 n(x, y) 是 调和 函数 。 命 v(x, y) 表 它 的 共 忽 函数 ,而且 v0, 0) 一 0. 
由 《3) 已 知 在 下 半 平 面 上 
Ou (x {ry 
By gz 二 y) 2 中 ( 2 > 
由 Gi), 的 连续 性 可 知 ,在 * 轴 上 


Ov Br rr 1 fx 
Bx 下 oo) 十 二 水 (二 )， 
积分 之 ,得 
vx, 0) 一 一 和 (Kx 十 贡 (0) 十 中 二 )， (5) 
与 (4) 相 加 得 
u(x, 0) + vr, 0) = 2 (2). (6) 


因此 问题 一 变 而 为 上 节 所 讨论 过 的 问题 , 邵 求 适合 
w | < i ql) 


w+ ov| ,0 2XCx) = 2 全) 
的 调和 函数 的 间 题 了 .因而 唯一 性 与 存在 性 都 在 上 节 3) 中 讨论 过 了 ， 


现在 我 们 来 证 明 解 的 唯一 性 . 不 妨 假设 玫 数 xx 在 荆 和 C 上 为 零 . 由 《6) 即 得 
n(x, 0) + vlx, 0) = 0, 《6 》 
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设 天 是 以 《5， 


z 一 工 | 一 内 的 贺 . 令 Ck 和 Ch 
2 1 2 


分 别 表 示 关 的 上 半圆 周 和 下 半圆 向 . 于 是 加 天 内 函数 F(z) 的 信 是 由 它 的 实 部 分 在 Cx 上 
的 值 唯一 定义 的 ,也 就 是 求 在 圆 六 内 是 全 本 的 而 在 团圆 六 上 是 连续 的 函数 F(z), 它 具 有 


边界 条 件 
RF(z) — u(x, y), ECk; 
I FH) = ur, —y), zsECk. 
由 Kennpurn-Cenoe 4 


f(z 一 上 十 e)(E 十 8 一 zs) ul 
人 [Ett 


a (ETE te Ta) ui) gy, 
zt 人 一 十 ES 二 e 一 站 上 一 > 


令 z 一 5， 并 作 变 换 和 一 所 十 gc”， 由 (8) 式 立 得 


= Ht 十 seci) 人 十 se) 
FP(§) + AT ee = p20 a 学 上 1 = Pd 0 
对 后 一 积分 作 变 换 8 = ?2x 一 gp， 甘 注意 
1 ee ei 


Viem iVIi— em 
即 得 


FCG6) 一 工人 lg + so) YF a0 


c= 2 二 ce 
fF BO ul§ + ec)40. 
由 些 立 得 

zs。 0) 一 二 人 /eve)a8 


(7) 


(8) 


(9) 


由 (9) 式 我 们 可 以 证 明 u(x, y) 在 实 轴 上 的 线段 (0, 1) 上 不 可 能 取 正 的 极 大 值 或 负 的 极 
小 值 . 否则 , 若 在 点 〈#，0) 处 达到 正 的 极 大 值 M 我 们 可 找到 在 一 个 以 (§, 中 为 中 心 
充分 小 的 & 为 半径 的 圆周 Cx 上 的 一 点 点 十 se”，, 使 |n《5 十 8e*)| 之 M、 由 (9), 且 注 


了 


已 


1{* jf1, 0 
i pa -一 a9= 
TT 本 -> 


即 右 


次 8 M 
u(t, 0 一 M 一 工 | 0 一 工 M | VF 
x .0 宛 x 9 


2 2 


间 样 可 以 证 明 * 不 可 能 在 线段 《0, 1) 上 达到 负 扒 极 小 值 , 又 由 于 #(0, 0) 二 x(1, 0) 二 0， 


因此 x(*。07 在 线段 (0, 1) 土 为 零 , 从 而 < 在 域 多 内 恒 等 于 零 . 
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第 十 三 童 ”Weierstrass 的 桶 圆 酒 数论 


§1. 模 


定义 1、 命 好 是 一 个 数 集 , 如 果 其 中 任意 二 数 的 和 差 都 在 这 集中 ,这 集 称 为 模 . 
例 1. 所 有 的 自然 数 成 一 模 , 同 样 
nw。 天 一 0，、 士 lj, 十 2,，……， 
也 成 一 模 . 
例 2. 所 有 的 有 理 数 也 成 一 模 . 
例 3. 所 有 的 实数 也 成 一 模 ， 
例 4, 所 有 的 复数 也 成 一 模 . 
例 5. 所 有 形 如 
8 十 万 4 二 0, 士 1]， 士 2; 
的 数 也 成 一 模 . 
定义 2. 如果 模 因由 有 # 个 数 ma， ………，zw， 使 模 中 任 一 数 多 可 以 唯一 地 表 成 为 
Pa 十 … -十 Po， 《了 是 整数 》 
的 形式 , 则 ww， ，w。 成 为 好 的 底 .。.* 称 为 模 M 的 秩 数 . 
例 1 的 底 是 w， 其 秩 是 一 . 
例 5 的 底 是 1, i, 其 秩 是 二 . 
如 果 神 M 有 另 一 底 wi，-…， wm， 则 出 定义 可 知 


mm 7 
i ™™ 这 3 dy wis wi 二 和 Dik Hk, 
i=1 =1 


所 以 


™ be 


Wi 之 2 Gy DikO RR. 
南 定 义 可 知 表 法 是 队 一 和 的 ,因此 
4? bir 一 . 
安安 A 车 i 站. 
雪 此 (ay), (58;x) 是 二 可 求 逆 的 算 阵 ,因此 二 一”- 
定理 1。 如 果 模 对 还 有 一 底 w;;… ;wm， 则 m 一 n， 而 且 其 闻 的 关系 
Wi 王 Si aytwis j= 1,-."*,n 


j=1- 
可 以 一 个 行列 式 等 于 士 1 的 方 阵 (ay) 表 之 . 
定理 2. 没有 有 限 聚 点 的 实 模 的 秩 数 是 1, 也 就 是 存在 一 个 w, 使 这 模 就 是 
mw 一 0 士 1;, 十 2， 1!:* 


所 成 的 模 . 
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假定 ”是 M 中 最 小 的 正 数 。 如 果 "w(" 一 6，+1,… 辽 外 另 有 一 数 w 凶 ， 风 ww 一 
{zn 二 3)jw,， 0<<3<< 1 而 0 二 vw 一 ww 过 ww， 这 与 假定 相 违 和 次. 
推广 些 有 . 
定理 3。 没有 有 限 案 点 而 每 两 数 之 比 是 实数 的 模 一 定 是 -~ 秩 模 . 
定理 4.。 没有 有 限 聚 点 的 复数 模 的 秩 数 只 能 是 一 或 二 . 
证 . 1)》 在 平面 上 记 下 这 模 的 诺 点 .假定 只是 最 近 于 原点 之 一 .通过 0. w 作 直 线 工 ， 
在 这 直线 上 仅 有 mw(w 一 0， 士 1, 士 2, …') 为 对 的 点 而 无 其 它 ( 定 理 3),， 如 果 此 处 无 
其 它 的 点 , 则 这 模 是 一 维 的 . 
2)》 侵 定 不 然 , 以 原点 为 中 心 作 一 圆 . 除 工 的 点 以 外 ,在 圆 内 无 好 的 其 它 点 ,但 在 周 界 
上 有 MM 的 点 。 由 村 无 率 点 , 回 周 上 的 点 不 能 无 穷 ,我 们 
人 一 点 ， 它 与 的 圆心 角 最 小 。 现 在 证 明 , 除 
Htw 十 mV" 
之 外 ,M 无 其 它 的 点 . 
假定 不 然 , 抽 有 一 r 可 以 表 成 为 
r= {nt 3)w t+ (m+ 3)w’, 
0<3< 1 0<3 <1 
的 形式 ,因此 
fi™= Hew 二 3'w’ 
也 属于 对 . 位 于 以 9, ww', w 十 ww 为 顶点 的 平 
| 行 四 边 形 内 , 而 且 不 与 任何 顶点 重合 ， 由 作 图 法 它 不 
能 在 有 阴影 的 三 角形 内 ,因此 , 它 在 另 一 部 分 之 中 . 但 此 是 
十 让 一 和 一 (1 一 3)m 十 (1 一 3 
也 属 本 MM ,而 它 却 在 阴影 的 三 衣 形 中 了 ,这 与 作 轩 原 意志 背 ， 因 此 得 出 本 定理 ， 
习题 .+ 维 人 矢量 所 成 的 模 的 人 秩 数 二 4. 


$2. 周 期 户 数 


三 角 隙 数 sinx，cosz, 饭 z,，*， 等 的 一 个 最 重要 的 性 质 是 局 期 性 ， 即 命 f(x) 是 其 中 
的 一 个 , 则 
f(z 十 2r) = f(x). 
由 此 当然 得 出 对 任 -整数 有 常 有 
flz 十 2nx) 一 其 z)。 
这 样 的 函数 称 为 周期 艾 数 以 2 为 局 期 但 为 了 区 别 起 见 , 这 称 为 单 周 期 函数 , 而 本 章 所 
命 wm，wz 是 任意 二 复数 ,其 比 非 实数 ,适合 于 
flz + 2tp0 = fz), flz 十 21w2) 一 其 2 
的 立 数 称 为 双 周 期 记 数 .以 2w, 2wz 为 先期, 双 周期 的 亚 纯 函 数 称 为 顶 圆 函数 ， 
如 果 亚 纯 臣 数 的 周期 有 一 聚 点 , 则 它 一 定 是 党 数 。 因为 如 果 有 聚 点 z, 则 在 so 附近 
有 兆 穷 点 xx 前 使 f(z1) 二 f(z0), 大 一 1. 2。 ， 由 Viali 定理 ,可 知 其 为 常数 . 
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与 上 节 的 结果 合并 言 之 ,我 们 仅 能 讨论 有 一 个 周期 \ 两 个 周期 (其 比 是 复数 ) 的 亚 纯 函 
数 , 币 讨 论 比 是 实数 的 双 霹 期 函数 及 两 个 以 上 周期 的 函数 是 无 意义 的 . 


$ 3. 周期 整 昭 数 的 展开 式 


假定 fz) 是 以 性 为 周期 的 营 咬 数 ， 即 适合 于 f(z 十 w) 二 f(z) 的 整 画 数 ， 命 xz 一 

wh /2m hb 
1(2) 一 pl(W ), 
出 
pW + 2x) = fs + w) = {2) = pW). 
即 pCW) 是 2x 为 周期 的 函数 、 要 讨论 p(W) 在 全 平面 上 的 人 性质 , 只 要 研究 pCW) 在 长 
条 0 肆 * 过 2x 中 的 性 质 即 足 、 全 平面 可 以 分 为 无 穷 个 长 条 
2xm rx 十 1)， 二 二 0, 土 ], 土 2,……， 

而 每 一 长 条 中 的 性 质 者 是 一 样 的 . 

把 q(x) 展开 为 Fourcer 级 数 得 


eg 


这 儿 

Cty) 一 广 ) Pa)e Tsar 
由 于 pkz) 适合 J Laplace 方程 ,所 以 

cz 一 工人 六 pe) emdr 
一 一 一 上 pls)e "dx 
= ged ~ mC.ly) 
2x 20 
《用 两 次 部 分 积分 及 yp(z) 的 周志 性 ). 
这 微分 方程 的 解答 是 zc 十 ee， 因此 得 出 
pz) > eic) 十 > cin05、 


五 二 一 号 n= 


这 是 厂 周 期 的 调和 范 数 的 一 般 形式 ,作为 解析 函数 = ， 因 此 得 出 展 式 


kz > dne'™", 


渔 此 得 出 


f(z) 一 了 aoe * 


人 讽 二 一 吧 


本 节 所 水 及 到 的 收 化 性 都 是 十 分 容易 处 理 的 ,因此 得 
定理 1， 周期 整 渭 数 f(z) 可 以 表 为 对 所 有 = 都 收敛 的 Fourier 级 数 . 
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对 一 般 的 fz) 讲 , 过 0 与 4“ 作 二 平行 线 , 这 二 平行 线 间 的 区 间 称 为 Kz) 的 周期 带 . 
显然 平 而 可 以 周期 带 经 每 次 前 移 或 后 移 w 而 得 出 的 带 于 盖 满 ,出 Liouville 定理 显然 推 得 

定理 2， 如 昌 一 个 周期 鉴 沽 数 在 南 期 若 中 有 则 , 则 这 函数 是 一 常数 ， 

定理 3， 如 时 在 当 z 趋 填 周期 带 的 师 端 时 。f(x) 是 有 限 阶 无 穷 大 。 则 它 一 定 是 三 角 
多 项 式 . 

移 普 遍 碟 有 以 下 的 

定理 4， 六 f(z) 是 一 个 亚 纯 周 期 函数 . 如 凡 当 z 一 co 时 , f(z) 的 无 穷 大 阶 是 有 限 
的 , 则 它 是 两 个 三 角 多 项 式 的 比值 ， 


$4. 基 域 


芳 起 由 变形 
z =g 二 mw mw 一 0 十 1], 土 2,， -- (1) 
所 成 的 群 。 如 果 有 变形 (1) 把 so 变 为 x, 这 网点 称 为 相合 . 
如 内 w/w 非 实数 ,这 群 有 一 特点 , 一 点 z 与 其 由 合 点 所 成 的 集合 是 没有 诊 点 的 ( 除 
十 co 外 )， 
这 个 寿 的 痕 出 元 素 是 
sz+w, =2+w. 
我 们 不 妨 假 定 3Cw/w') > 90。 对 任 一 m 作 百 线 
z=mwyttiw, —%<t< 0., 
对 作 一 短 作 纪 线 
= mw + 1w, 一 0 一:! 上 一 co. 
这 些 直 线 把 平面 分 为 无 数 个 平行 四 边 形 ,这 些 平行 四 边 形 蚌 相 合 的 , 即 给 了 任意 两 个 四 边 
形 , 我 们 有 一 个 变形 (1), 把 其 一 变 为 另 一 ， 
定义 在 平面 上 的 一 个 域 称 为 一 个 基 域 ， 如 果 它 适合 以 下 的 条 
作 : (i 任 全 一 点 一 定 相合 于 这 基 域 中 的 一 点 ; 《iD 基 域 中 任何 一 
点 都 不 相合. 
和 1. 由 0o， wv, tar 友 十 tw 池 点 所 成 的 平行 四 边 形 成 一 基 威 ， 
得 必须 严 稳 说 明 四 边 中 内 算 两 边 ow, ow ,四角 点 顶点 内 算 一 顶点 o。 
全 2. 由 图 68 的 图 形 中 一 边 附 近 挖 去 一 块 ,六 到 对 边 上 去 也 成 一 些 域 . 


$5. 椭 加 函数 的 --- 般 性 质 


假定 入 2) 吉 伍 一 椭圆 苇 数 , 即 双 周 期 的 亚 纯 函数 ,有 具有 周期 2w 与 2w', 假定 比 代 ww/ 
zw 砷 实 歼 ,并 有 旦 不妨 假定 3Cw/w') > 90。 因此 由 四 点 0, 2m 2w', 2《w 十 w') 所 形成 的 
尘 和 7 四 边 形 非 暗 化 的 , 称 为 基 域 。 形 如 2Cmw 十 mw) (msm 呈 整 数 ) 的 点 把 平面 分 成 
为 : 些 与 趟 域 全 等 的 平行 四 边 形 ， 每 一 平行 四 边 形 中 f(x) 的 性质 ,部 同 基 域 的 性 质 是 一 
致 的 ， 

定理 1， 如 果 双 周期 孜 数 是 整 函数 , 则 它 一 定 是 常数 
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证 明 吓 十 分 简单 的 ,在 基 域 ji(z) 有 界 , 办 此 在 全 平面 有 界 , 故 由 Liouviile 定理 立刻 推 
出 这 一 -结论 . 

因此 , 在 基 域 中 或 边界 上 f(z) 至 少 有 一 极点 ， 在 边界 上 的 极点 数 的 计算 法 是 防 个 算 
一 个 ， 因 为 如 时 z 是 极点， 则 s 土 w, xz 土 w 也 是 极 
点 。 如 果 # 在 边 上 , 则 zs 土 ww，z 土 w” 四 点 之 一 so 也 
在 边 上 .， 如 盯 绕 z# 作 半圆 弧 在 区 外 ， 则 所 对 应 的 统 
zo 的 半 同 强人 在 区 内 。 在 这 样 修改 后 的 基 域 内 ，7 与 
so 中 只 留 下 一 点 , 同样 角 上 如 有 极点 , 则 四 和 角 全 有 ， 
但 只 以 一 角 入 垂 . 基 域 中 只 能 有 有 限 个 极点 , 把 重 
数 算 进 去 ,并 日 依 以 上 的 理解 入 算 , 则 极点 数 称 为 椭 
加 陆 数 的 阶 . 

定理 2. 椭圆 函数 f(z) 在 基 域 内 所 有 的 极点 
的 留 数 之 和 定 等 本 0， 

证 . 只 需 让 明治 基 域 的 周 界 C“ 的 积分 等 于 0 即 足 (但 注意 如 果 边 ( 角 ) 土 有 机 点 ， 饥 
用 以 上 所 说 的 办 法 , 避 开 之 ). 


| 


网 (9 


Bomab) | 2xp7 


十 2 jz)ads 


于 re 十 au 


ez 


一 人 ea 十 人 rc 十 2wr)dt 十 (Ce 一 2ro dg 


汪 fs) dz 一 0， 

由 此 立刻 推 得 
定理 3. 设 有 -一 阶 的 椭 闻 函数 存在 ， 
定理 4 椭圆 函数 在 基 域 内 取 一 复数 值 a 的 次 数 等 于 阶 数 , 因此 零点 数 等 于 阶 数 . 
证 ， 簿 基 域 中 Hz) 一 a 的 解数 与 极点 数 之 差 等 于 

-下 faz) 

2 fitz) 一 pe 
被 积 函 数 是 椭圆 函数 ,因此 ,此 数 是 86. 即 得 所 证 . 

定理 5， 在 一 基 威 内 ， {x) = 的 解 是 Rl H7y ”3 Ors 而 f{2)=00 的 解 是 Pi "3 

Pas 则 


二 1 
它 5 > re sp 


2 mer) Qu o a 
| 十 | 十 | )s f(z) dz 
2w 2 ew’) 2w’/ flz)—a 


一 二 (| FE4 F(x) dz 十 | 十 rp dx 


| 
hh 
i 
wm 
4 一 一 
到 La 
§ 
十 


积分 


wf 
| Th ep 

等 = log(f 一 o) 从 0 到 2w 的 变化 ,出 于 f(2w) 一 a 二 失 0) 一 a, 所 以 这 变化 等 于 

2mxis 而 吉 起 整数 , 故 得 出 所 证 . 


$6. 代数 相关 性 


以 2w, 2 为 河 期 的 椭 贺 函数 的 集合 KK 经 加 ,三 ,和 葬 、 除 (分 母 所 0) 而 自封 , 这 K 称 
为 一 个 代数 隆 数 域 。 
定理 1， 氏 数 范 数 城 玉 盾 任 二 函数 fz), glz) 都 是 代数 相关 的 ， 也 就 是 存在 一 个 常 
系数 的 多 项 式 F(Z、W) 使 
P(f1(2)}, gl2)) 一 0. 
证 ， 命 41，*-', 4m 是 基 域 内 f(z) 与 gtx) 的 极点 的 集合 。 sz) 在 41， am 的 
险 数 各 为 p1，…, pm; 8(z) 的 阶 数 各 为 91，……, 94m， 命 


DPD) max (pi qi) 一 了 。 
=1 


假定 80(Z, W) 是 Z 与 W 的 某 一 # 次 多 项 式 ( 系 数 待 定 ). 将 ZZ = 二 1(2), WW 一 glx) 
代入 这 多 项 式 。 则 它 也 是 K 中 的 函数 。 如 果 能 证 阴 : 我 们 能 选取 2 的 系数 使 9(f, g) 一 
F(z) 十 一 常数 C, 则 定理 就 证 明了 . 因为 取 了 P=“ 9 一 C 即 得 ， 也 就 是 如 乐 选 得 2 使 
QO(f, 8) 二 F(z) 在 2 二 a, 处 的 主要 部 分 都 等 于 0, 那 也 战 够 了 . 

对 F(x) 米 说 ,极点 a 的 阶 数 筷 # max (pk 9) 因此， 使 F(z) 企 # 一 a4 的 主要 
部 分 为 零 的 条 件数 所 nr max prs Ga) 使 F(x) 在 所 有 的 z 一 ak 的 主要 部 分 为 零 的 条 件 
类 


m 
<S 7 max {prs Gi) = nP, 
= 1 


这 些 条 件 对 多 项 式 0 的 系数 来 说 都 是 线性 齐 次 的 , 而 多 项 式 8 总 共有 三 《2 十 3)n 个 得 
定 系 数 (我 们 不 证 常数 项 )， 办 此， 选取 # 十 3 之 2P， 则 待定 系数 的 个 数 多 于 方程 的 个 
数 ， 这 方程 组 至 少 有 一 组 异 于 0 的 解 ,因而 所 定 出 的 & 就 适合 我 们 的 要 求 . 

中 于 其) 的 微 商 与 六 gs》 有 相同 的 周期 ; 因 市 推出 

定理 2， 插 一 彬 圆 函 数 , 部 满足 于 如 下 形式 的 代数 微分 方程 

PlfCz), f(z)) 一 0， 

这 儿 P(Z,W) 是 多 项 式 ， 

狂 记 ， 命 f(z?) 是 一 淋 椭 回 函 数 , 则 fw) 二 一人 一») 二 一 1 人 (一 w+2w) 一 一作 w)， 
所 以 ww) 一 0。 即 一 个 奇 椭 辑 函数 在 半 周 处 有 --- 个 0 点 或 极点 ,这 0 点 或 极点 的 阶 -一 定 
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是 奇数 .如 果 不 然 , f(z) 有 一 24 阶 的 零点 , 则 je"(z) 是 一 个 = 一 w， 不 是 0 点 的 奇 函 数 


这 万 不 可 能 的 同伴 ,如 果 js) 有 一 2 阶 的 极点 , 则 考虑 (0)】 ”可 得 同伴 的 结论 。 


$ 7 情 贺 图 数 的 两 种 理论 


前 面 已 经 讲 过 没有 - 阶 的 季 圆 函数 存在 , 因 市 我 们 从 两 阶 的 攻 贺 函数 人 手 , 希 望 从 这 
些 基本 函数 构造 出 所 有 的 椭 加 函数 米 . 两 阶 的 禄 回 函 数 显 然 育 两 点 (i) 有 一 个 重 极点 
的 椭 加 函数 : 《ii 有 了 两 个 单 极 点 的 权 贺 陷 数 ;这 屿 是 Weierstrass 理论 与 Jocobi 理论 各 个 
不 同 的 出 发 点 . 

全 团 实 些 i 涝 ， Weierstrass 从 构造 出 在 基 域 内 仅 有 一 二 重 极 点 的 椭 加 隧 数 出 发 ， 然 澡 
发 展 成 为 一 般 理 论 . 而 Jacobi 的 理论 则 从 丙 个 单 极 点 的 情况 出 发 。 前 者 在 理论 上 亚 得 页 
方便 些 , 但 在 实际 问题 中 Jacobi 国 数 更 党 遇 到 . 


$ 8.、Weierstrass 5 国 数 


我 们 把 原点 放 在 基本 平行 四 边 形 的 中 心 , 我们 研究 那 种 以 xz 一 0 为 二 重 极点 的 椭圆 
函数 . 由 虐 周期 性 ,所 以 z 一 2mw 二 2m ee” 也 都 是 极点 ,因此 
建议 我 们 考虑 了 消 数 


mm 


1 
a ms Oo 2m 一 2272 2 
如 果 这 级 数 收 敛 , 则 它 就 是 适合 我 们 所 需要 的 区 数 了 ,因而 - 
我 们 不 得 不 迁 迎 -~ 下. 
引 理 ， 如 果 9《w/w') 盖 0， 则 级 数 


把 
全 1 


a mw mw 下 

是 绝对 收 伍 的 ,这 儿 BF 表示 由 中 除去 六 一 对 一 0 的 一 项 . 

证 .把 mw 村 9'w 画 在 平 夯 上, 定义 mr 是 以 nw ); nw 一 ww)， nn( 一 由 十 坟 )， 
下 一 此 一 w'》 为 顶点 的 平行 四 达 形 的 边框 , 在 x, 上 共有 84 点 ， 命 1 等 于 mw 上 的 点 与 0 
的 最 短 距 离 , 测 x: 上 的 点 与 0 的 距离 是 xn?， 因此 

1 Bn 
>3 (mw 十 mw ) (ny) > 

由 于 方 学 十 是 收敛 的 ,所 以 引 理 得 证 . 


由 引 理 推 得 ,级 数 


1(z2) = ee (1) 


mw C2 — 2maw — 2 sw ) 
是 绝对 收 全 的 (但 * 不 等 于 2mw 十 2m'w 之 一 )， 在 任何 一 个 阐 R 内 除 有 在 此 赔 内 有 极 
点 的 诸 项 外 ,这 级 数 是 一 致 收 仇 的、 因而 可 以 证 明 《1) 代表 一 亚 纯 隙 数 , 而 且 以 2w, 2w? 
为 周期 。 这 显然 是 一 帝 阔 数 . 
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求 Kz) 的 积分 ,我 们 可 以 梅 造 出 偶 的 二 阶 椭圆 胃 数 , 
取 一 条 不 碰 上 极点 的 由 zo 到 x 的 曲线 , 求 积 分 得 
1 


2 1 
(=c+t)| Ee 5 oe 
so Nos 2 (zs — 2mw 一 2m'w’) 
加 一 一 -一 一 一 一 | 
《so ~— 2miw — 28202002“ 
把 mm 二 mm 一 0 的 项 提出 


1 1 1 ww 1 
下 22? 2z2 2 《gz CO— 2mw 一 2m'w’) 


1 
(z0 一 21w 一 5 
右 端的 函数 在 z 天 0 处 有 则 ,所 以 可 选 C 使 其 在 x 一 0 处 的 值 二。, 即 


1 1 1 
0 二 CC 十 一 一 一 入 | 
228 2 (2mew 十 2m ww ) 


| 
《zs 一 21mw — 2 ww ) 


内 此 
二 
WA ”2 寺 加 ke — 2mw — 2m'w’) 


RE 
(2mw 十 lh 
北 据 弧 内 是 Weierstrass 函数 , 记 之 为 kz)， 凤 


z(z) 一 点 十 也 | 


(Cz 一 2mw — 2m’'w')! 
1 
(2ma 十 | C02) 
这 级 数 绝对 收敛 , 因 当 了 工 充分 大 时 
1 tt 
CE 
因此 由 引 理 可 知 级 数 C2) 收敛. 
并 且 容 易 和 证 明 Ylz) 是 偶 滁 数 , 即 
7 一 z) = 7(»). 


完 三 基 | -人 (全 让 


I 
， 2 ， 2 
一 
7 (2) 2 《z 一 2miw — 2m'w’ 
1 
一 一 23 一 —2f(2). 
(3 — 2mie — 2 1 )# l 


出 此 可 见 ”zs) 是 一 椭圆 函数 ,其 周期 是 2w, 2w”, 即 
Y(z++2w)— 7 (x) = 0, 
ys 十 2 一 kz) 一 0. 
栋 分 后 得 出 
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T(z 二 + 2w)— rts) = C0, 

7(z 十 2m ) 一 7y(a) = 0'. 
以 2 二 一 ww 下 过 一 一 由 分别 代入 上 式 , 并 由 于 >fks) 是 偶 隧 数 ,因此 CC 一 上 6 二 0. 由 
此 7Y(x) 是 椭 贺 芯 数 、 并 有 .在 平行 四 边 形 中 有 一 二 阶 极点 ,在 2mw 十 2m'w' 处 的 主要 部 


分 是 2 


《sg 一 2mew — 2 1 )* 
易 知 Y《z) 是 三 阶 的 奇 精 贺 函 数 ,由 上 节 的 附 记 可 知 在 半 周期 处 w, wr', 纪 十 w' 为 
零 所 ,因此 这 些 点 都 是 x(z) 的 二 重点 。 即 
rw) oe Tw + Ww') = ee2, 
rlw') = ci 
即 Y《z) 一 ci ez cs 时 有 重 根 。 如 上 果 c 声 eu es, cs， 则 Y(z) 一 < 决 无 重 根 , 其 理 庄 
是 如 有 , 则 (>) 一 0 又 多 了 一 根 ,这 是 不 可 能 的 ， 
Y(z) 的 # 次 微 商 是 


tn) jy —])" 十 1 EE EE 
rz) 一 《一 1) i {(—1)"Cn )! Es 


$ 9. yY(z) 与 yz) 的 代数 关系 


先 求 >fks) 在 :一 0 处 的 Taurent 展开 式 ,由 于 


1 1 | 人 | 十 1 
一 C1) 一 1| 一 > 一 一 > 
(zs— TY 74 7 工 2 Tr2 


而 7¥《z) 是 偶 函 数 ,由 5 8(2》 可 知 


1 2 3 + 
7 十 器 = 大: (C1) 
这 儿 用 通常 的 符号 
de 1 1 
ee (2mw + 2m’'w’)t A (2mw 十 2m’sw’ )s" (9 
向 分 (1) 式 得 
es NE We 
YCz) 0 er (3) 
由 《1), 《3》 可 知 
4 ts = 4 -一 此 3 2 + 
Ka) 和 (1 10” 7” )， 
is] 一 工 382 4 十 383 5 十 ... 
Ye) 二 和 + i }: 
因此 
(Cy C2) 4 + gars) 一 一 号 十 Cz + CIet + es, (4) 
厂 边 是 一 处 处 有 则 的 双 周 期 函数 ,所 以 是 常数 ,由 Y (zx) 与 Y'《z) 之 闻 有 代数 关系 
(C2) = 47'(2) ~— gy (2) 一 (5) 


yz) 的 三 个 零点 已 经 知道 是 x 一 ww, w 十 w'， 因 此 得 出 
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(Co 也 一 407(z) 一 ceC7(z) 一 cy(Cz) — 603). (6) 
这 几 cj 十 ci 十 ex 一 0, cel 十 ex 十 cicl 一 一 全 cl2aci = 全 浏 别 式 人 (pg—27g2) 
必须 非 0. 
命 y(z) 二 所 ， 则 得 微分 方程 
和 (7) 


因此 推出 

Ww 

= 

命 一 0， 则 Wo 一 co ， 因 此 得 出 

a 站 一些 一 

“V4W?— gW 3 
的 反 函 数 是 (2). 
微分 《5) 式 得 出 
27(Ce) 一 1277(2) — go. (8) 


$10. 国 数 ¢(z) 


Weierstrass 再 引进 函数 


ED = to) 一 十 )dz。 (CC 一 一 ra) 《1) 
由 >y(z) 的 表达 式 可 知 
= 1 7 1 
. (7(%) | 2) Ee 一 2mw 一 27818278” 
忆 
2mw 十 21m’tw” (2mw 十 a 人 


这 级 数 代 表 一 个 亚 纯 函数 ,以 2mw 十 2m'w 为 其 单 极 的 函数 ， 由 于 
(LA2) 十 2)) = 5) Hs) = 7 — 7 一 0， 
可 知 (2) 十 5 一 28) 二 C， 当 zs 一 0 时， 由) 可 得 C 二 0, 内 此 5(2) = 一 i:( 一 2) 
lz) 仅 有 一 单 极点 ,所 以 不 可 能 是 补 喇 了 削 数 . 现在 研究 当 fz 十 2wv), Lz 十 20) 
改变 时 的 情况 ， 
(Cs 420) Es) = rs + 2w) + 7(z) 一 0， 
tz 十 2w) — CH) = 27, (3) 
同样 
tz 2w) — tz) = 27", (4) 
数值 w, w', |n, % 间 有 简单 的 关系 式 存 在 . 我 们 为 着 顶点 是 士 z 士 必 的 平行 四 边 形 
求 5tz) 节 积 分 。 在 这 平行 四 边 形 中 ,+(xz) 在 一 留 数 为 1 的 极点 = 一 0， 收 这 积分 等 于 
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2z#， 别 


_ wt 一 出 十 co st? 
(ee 
一 2 ztr 二 re 了 一 ce WB 


一 纪 十 12 一 拉 一 凡 
-| ,SCs + 2w)as + | ks 人 J)az 
1 ,ECz)ads 十 | Za)adz 
一 t+ =p 


oe) 


一 (7 ,Gs 十 2w) — tl2) 7)dg 十 os (tlz + 2w’) — £3) )dz 


= dnw’ — 4n tw. 


皂 得 Legendre 关系 式 


机 . 1 " 
Tw Iw = xt, 
2 


§S1ll， olz) 国 数 


Weierstrass 和 的 olz) 闹 数 由 下 法 引信 


es sexp(| (0 一 +) zz)， 


《log efKe]》 = te). 


外 
将 5(3) 的 展 式 $10(2) 表 之 
be) — 二 一 2 区 了 一 十 去 十 总 )， 


以 了 表 2pw 十 2m'w' 逐 项 求 积 ,而 且 取 指数 后 ,得 | ckz) 人 


oz) 一 em 人 (os 汪汪 过 | 
一 ge ( 一 去 ) < eT * 京 ， 


显 涉 出 rz) 是 有 零点 z 一 了 的 整 图 数 。 


出 
oa(—z) 一 —zexp{ (Eco 一 二 du) 
a 
一 一 :exp 人 人 (so) > 4)av) 一 一 CCz) . 
可 知 olz) 古奇 图 数 . 
从 《22) 可 知 


zz 十 2w) o' (2) 
ao{z 十 2w) otlz) 


= 24, 


(5) 


(C1) 


(2) 


(3) 
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求 积 分 且 取 指数 后 得 出 
oz 2w) = olz)emtr, 
以 z= 二 一 w 代入 此 式 , 则 得 一 1 一 er 。， 即 得 


olz 十 210) = —o(s) em tw), 
同样 得 出 
ol(z 十 2t 一 -一 OfKzleczm ztw 
除 c(z) 外 ,我 们 还 有 三 个 = 函数 
ctfz) 一 一 ey” cgs — 1w), 
oa) 一 一 i 5 Ge ys 
Oaks) 二 一 一 。 os — ww"), 


这 儿 w” 二 w+tw', 而 是 bz 十 2w ) 一 5() 二 29 .到 人 负 号 为 的 是 使 00) 一 1， 
编号 也 是 双 用 的 习惯 . 


§ 12. 椭圆 函数 的 一 般 表述 式 


一 般 的 椭 贺 汉 数 可 以 有 下 列 三 种 的 表达 方式 ，(i)》 由 olw) 表 出 ( 因 于 分 解法 )，(Cii) 
由 Cz) 表 出 (分 项 分 数 法 )，(ii) 由 y(z) 及 Y'(z) 表 出 ， 
《i) 假定 f(z) 在 基 域 内 有 零点 wy。 ……，an 及 极点 H"… ,5。《 重 很 重 算 , 边 界 上 的 算 
见 前 ), 我 们 早已 (在 $5) 证 过 


2 是 一 周期 
作 肾 数 
og(g CO— a)-.:o(2— a,) 加 

og 一 玉 )- ofz 一 bafgz 一 下 一 2977 

此 天 数 与 f(z) 有 同样 的 零点 与 极点 ,并 且 
pz 420) 一 einCeit' on-orrant20( 罗 一 p(s), 
故人 2)/q(z) 是 一 无 极点 的 椭 莒 省 数 ,因此 
1(2) 一 Coftz). 
(ii) 假定 其 z) 在 极点 z 一 而 (万 一 1,2,"……n) 有 主要 部 分 


CR 有 RL Cz Cak 
A eC 


pls) = 


则 差额 
f(z) ee 了 >， {cus Di) ~ Che Cz Bb) Ne 


Tt 0 sn — 5a)} 
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是 一 个 全 平面 上 解析 的 饥 数 、 由 于 这 是 椭圆 限 数 , 当 x 变 为 z 十 2w 时 ,这 阔 数 增加 
一 23 2 Ci 
因此 ,一 定 要 有 >,，Cu = 二 0。 上 式 表 椭圆 沙 数 , 该 差额 应 当 是 常数 ， 因 此 得 Hermite 表 
太一 工 
达 式 
f(z) 一 Ct 了 >， {cutCs — 4) Ns Cet'(z en bi) be 
x=1 


Cn 
+ (De Ny ts 一 |. 
下) 先 证 恒等式 
5 (1) 
2 rlw)r(y) 
把 
ola 十 zyofz — v) 
a(n) 
作为 w 的 函数 , 它 与 (al) 一 7Y(v) 有 相同 的 零点 与 极点 ,因此 
OY pt 


ou) 
乘 以 2(w) 并 命 < 一 0， 则 得 出 1 = 一 Cox(wz)， 因 此 得 出 
7 Out v ou 一世 
7(u) — 7(v) A (2) 


对 w,v 各 求 对 数 获 商 , 得 
NE lS ee «一 v)— 
CT ete) + El — 0) — 25(), 
et A ON 
pe a 
由 此 立刻 推出 (1) 式 . 
在 (1) 中 取 一 gz 一 2 一 2 一 局， 则 得 
i a a 
Ce a 


因此 ,如 果 ycu 一 0。 风 
是 一 


PD) Catz — 61) 
三 


可 以 表 成 为 7 与 Y' 的 阔 数 ,5 ,5 ， ,当然 可 以 表 成 为 7Y,Y 的 阔 数 .因此 任何 一 个 
椭 贺 昭 数 一 定 可 以 表 为 y, y 的 尔 数 . 
《iv)》 先 假定 1(x) 是 偶 阔 数 . 
我 们 已 经 知道 如 果 4 六 ww ,ww 十 w”， 则 
Ylz) — 7(r) Co—0 
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有 两 个 根 > 一 土 4， 而 都 不 是 重 根 . 而 
(2) — rw) 一 0 
则 有 重 根 2 二 wv. 如果 f(z) 是 偶 函 数 , 则 > 一 w 一 定 是 偶 重 的 零点 (或 极点 ), 不 然 , Fo) 
是 奇 函 数 就 有 偶 重 柱 了 ,这 是 不 可 能 的 ($5 附 记 ). 
把 藉 z) 在 土 w 土 w' 为 顶点 的 平行 四 边 形 内 的 零点 排 好 : 
十 ai 土 82,，*"*s 二 4a 
依 重 数 排 烈 , 但 如 果 是 w, w' ,wv 十 ww'， 则 依 重 数 之 半 排 列 作 函 数 
(yl2) — Fa) Cre) 一 7(Cez)) yx) 一 Y(Can))， 
它 是 与 f(x) 有 相同 的 零点 的 项 数 , 同 样 作出 
1 
(Fy C2) — FED) Ys) — 7(6,)) 
是 与 f(z)} 有 相同 的 航 点 的 函数 表达 式 , 而 
和 《7(z] — 7 一 7(Cez) (CT7tz) 一 7Y(Ken)) 
《ys) — YOO HE) — YB82)) (72) 一 7(C2r) 
与 和 x) 有 相同 的 零点 与 极点 ,而 并 未 深 出 新 的 零点 与 极点 。 肖 此 
1(2) = Cp). 
命 f(z) 足 任 意 苞 数 , 则 可 分 为 奇偶 部 分 
F(a) = F(x) + F(—2z) 下 F(z) 一 R( 一 2 
2 2 


因此 显然 可 以 表 成 为 
F(z) 一 RCy(Cs)) 十 ys)RKC7Cz]))， 
这 些 R(Z), RZ) 是 Z 的 有 理 函 数 。 


$13. 骨 法 公式 


1》 洲 虐 函数 
7'{(z) — AY(z) — B., 
它 是 一 个 在 z 一 0 有 三 重 极点 的 图 数 。 因 此 它 有 三 个 根 . 这 三 个 根 之 和 是 一 个 席 期 ($5 
定型 5), 即 如 果 w,v 是 它 的 很 , 则 一 « 一 ”也 是 它 的 根 , 即 得 
Y (4)— ArY(#)— B= 0, 
7(v)— AY(s)— B=0, (1) 
Y{—# 0) ~ AyY(s + rv)—B= 0. 
消去 4，8 得 
7 (2), 7 (u), 1 
rtv), 7'(v), 1|=0 (2) 
Yu 十 2) —7 (uxt+ ov), 1 
2) Y (2) 一 {A472z) 十 BFF 也 当 zz 一 wv 一 ww 一 v 时 为 零 ， 这 图 数 等 于 
47C2) — AY*(z) — (2AB + g)r (2) 一 【如 + gs). 
这 里 7(z) 的 三 次 方程 对 一 般 的 xs， >， Ylw), yt Y(# 十 v) 是 不 等 的 ， 它 们 是 三 次 
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人 NP 九 等 


方程 
423— A?Z1— (2AB+ g2)2Z — (B+ gg) 0 


的 三 个 很 ,因此 
r+ 7) + r+ v) 一 计 和 4 
噶 由 (1) 
RY 
yx) — 7(v) 
因此 得 出 
/rTY)Y Ny Cy 
rt TE 二) -76 — ro). G) 
命 # 一 vz， 则 得 
RE OE fd home a ea i RE Pe 
17 (7 
Pe 2y (4). (4) 


$ 14. 椭 贺 销 数 的 积分 


1) 由 Hermite 公式 我 们 可 以 立刻 推出 以 下 的 积分 公式 
fC 二 Cz 十 > {Cuiog [oC — 6)] — Ca ls — BA) 
t=1 


Ck 
十 -一 1)"*-! i ta D(z 一 25) 
因此 可 见 一 个 棚 贺 函数 的 积分 可 以 表 为 cyY 的 函数 ,但 在 log 之 下 出 现 . 
为 了 使 复 圆 函数 的 积分 仍然 是 棚 圆 画 数 ,必须 使 这 积分 无 对 数 岐 点 , 即 留 数 Cu 都 是 
0, 还 机 有 
2Cw 一 21 Cu 一 0，2Cw 一 2 >) Co 一 0。 
大 起 
由 此 解 得 C 一 0，2Cx 一 0. 
反之 ,如 果 这 些 条 件 适合 , 则 jz) 的 积分 是 椭圆 消 数 。 
2)》 在 初等 微 积分 上 我 们 会 求 
| Rx, Vax’ + 2bx + c Ydx 
的 积分 ， 这儿 R(x, v) 是 4,v 的 有 理 晒 数 ,但 是 略 进 一 步 ,积分 
| R(xz, MV 423 — gx — ga)dx 
就 不 是 初等 函数 所 能 表 出 的 了 ,但 是 如 果 我 们 命 x 一 Y《x) ， 则 这 一 积分 就 变 为 
了 (z), 7' C2) 
的 有 理 菁 数 了 .， 
我 们 知道 7 (z) , Y'《z) 的 有 理 函 数 可 以 表 成 为 
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RC(Y{z)) 十 RiCyCzy)y sw) 
这 儿 RC(Z)RI(Z) 是 Z 的 有 理 函 数 . RICY(z))y'(z) 的 积分 是 易于 求 出 的 , 因此 现在 留 
| R(y (2))dz, 
先 研 究 
了， 一 | (CY (2) )"qdz, 
由 关系 式 
全 《y(z)2ri7o)》 一 (一 1)70z)" (2) + 72)" Ty" se)， 


此 处 y2(z) 与 y"(a 各 以 473(z)] 一 gy) 一 gy， 677(2) 一 8 代 之 , 则 得 
p CY = 4n + 2)7 Ct 


一 名 一 于) g(r) — Ga — Dalrl))"™. 
积分 之 得 
Ye) = 4n + Dan — (nO— 3) ge Cn — De 
如 采 知 道 fu 五 。 则 由 此 递归 公式 # 一 1, 2，-… 可 以 算出 所 有 的 1 来 .但 已 知 
lo = | di=2, 了 一 | rls)dz 一 一 :CCzc)， 
所 以 14 都 能 以 (9) ， 7s) 5Cz) 疼 出 ， 


如 果 RCs) 是 真 分 数 2 ,用 分 项 分 数 法 ， 但 我 们 这 儿 仅 说 明 怎样 求 


| du 

rlu) 一 7YCz) 

这 儿 “不 等 上 my gt 或 了 (rz) 送 ely ez es 
在 $ 12 中 已 证 得 


一 Yo -re 二 re 一 由 一 2zCs 
et) Sb — 0) 200), 


因此 


du —1 We Ne 
rr 人 


$15. 代数 函数 域 


上 和 节 的 《ii) 解决 了 一 个 重要 问题 : 
定理 1. 以 2w，2 ”为 周期 的 函数 所 成 的 域 K 可 以 找到 两 个 函数 ks) ， 7 (zy， 适 


ys) 一 473Cz) 一 227Ks) — gas 
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古 关 的 任 - 鹃 数 都 可 以 表 成 为 yks]， yz) 的 有 理 函 数 ， 

如 果 任 给 两 个 适合 于 蛋 一 27 寻 关 0 的 数 呈 ， 8， 我 们 一 定 有 梢 加 函数 YCx) 在 在 ， 
则 我 们 就 得 出 以 下 的 结论 ; 

所 有 形 如 RCz, WW),，《W? 二 4z? 一 gxz 一 中) 的 函数 对 四 则 运算 而 自封 , 这儿 R(x， 
凡是 z, WW 的 有 理 函 数 , 如 果 用 参 变 数 表示 法 x 二 y(nw), WW 二 Y(w)， 则 R(z, 三 ) 变 
成 为 上 的 椭圆 贾 数 的 整体 ， 

退回 一 步 看 RC(z, MV az? 十 bz 十 <)。 甚 至 于 较 一 般 些 看 R(z, W), 此 处 Z，W 适 
合十 关系 

qs2 二 2bzW 十 ce? 十 2dz 十 2cWV 十 f= 二 0. 
以 往 ( 第 一 着 第 9 章 第 7 节 ) 我 们 知道 存在 参 变数 二 使 
z= RI(), W = RE). 
这 儿 Ri; Ri 是 上 的 有 理 范 数 , 代入 后 使 R(x, W) 成 为 :的 有 理 没 数 所 成 的 集合 。 将 来 
我 们 将 证 明 RCz, MV 4s; 一 go 一 g;) 不 能 有 参数 : 表示 法 使 它 变 为 上 的 有 理 范 数 的 集 


信 


看 了 这 个 例子 ， 也 许 认 为 我 们 应 当 考 虑 RCz, 于 ) 之 中 xs， 形 适合 于 三 次 多 项 式 的 
域 . 这 种 企图 看 来 不 大 , 但 是 实际 上 , 还 是 太 大 了 。 最 简单 的 特例 WV? 二 42 一 82z 一 8 
就 是 椭圆 函数 的 理论 。 而 一 般 的 三 次 关系 , 却 超过 了 椭 回 函数 的 理论 . 

但 是 RCz, W caoz4 十 qs 十 aag2 十 gx 十 44) 却 并 不 超过 椭 回 函数 的 理论 ,其 理由 是 
命 z 是 oz 十 az 十 2x5 十 的 一 0 的 一 根 . 玫 变 换 zs 一 zo 一 w， 故 不 妨 假 定 a4 一 0， 


再 利用 变形 > = 二， 则 


vv 


一 一 一 1 /一 一 一 一 一 
AA aog4 十 Big3 十 asz 十 az 一 五 ast 十 av 十 av 十 ao。 
如 


化 为 以 上 的 情况 . 
一 般 地 讲 , 研 究 域 R(x, y), 其 中 x, y 有 关系 
f(x+, y) =—=0 
是 代数 函数 论 及 代数 几何 的 问题 ,由 此 启发 出 米 的 函数 论 称 为 自 型 函数 , 它 当 然 概括 了 椭 
贺 函 数论 为 其 一 例 . 


$16. 有 反 问 题 


命 省 yo 是 一 对 适合 于 9《w'/w) >>0 的 复数 .我 们 已 经 知道 有 一 个 椭 园 函数 x(2Z; 
Ws ww ) 存 在 , 它 有 两 个 不 变量 Sa 83. 这 g2，83 的 定义 是 : 


: a 1 
,w)=60 i 
gw, 1 ) 2 smiw +t 其) 
人 0) 
g(tw, Ww ) Oo 140 > 


mT (mw Ti to 
这 儿 3 代表 在 和 号 中 省 去 mw 二 mw' 二 0 的 一 项 ， 我 们 已 经 证 明 过 g3 一 27g? 0, 
现在 提出 反问 题 给 了 了 任意 两 个 2，&6, 它们 适合 于 时 一 22 天 关 0， 我 们 能 否 找 出 
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ww 全 gp, ww) = 4, gw ww’) = b? 


为 了 解决 这 个 重要 问题 ,我 们 引进 了 一 个 函数 rt), 它 的 定义 如 下 : 


命 Alw, ww)=g 一 278, 命 z=w/w, 则 gw, w') = wig(l, +). 


ww) 荆 wg(l,T)，A(w,w') 二 w ?A(1, r)， 因 此 命 


Br) gw ww") 
(7) A(lyT) ACw,w’) 
7si(i ,7) 
CT 
Od A(1. 5). 


这 函数 7(r) 有 以 下 的 重要 性 质 : 
定理 1， 在 上 半 平 面 8S(z) >0 上 , 函数 7s) 是 解析 的 ,对 任意 适合 于 
zz2 — bec= 1 


a 十 站 = 
a 
证 .1) 先 证 在 上 半 平 面 8r > 0 级 数 
Ne Sa 1 
gl, 7z) 一 60 -7 Cm AT) 
代表 一 解析 函数 。 由 于 每 一 项 都 是 解析 昭 数 ,因此 如 能 证 明 在 任 一 带 形 区 域 5: 
一 和 < 安民 rs 和 oa， 9. 守 上 上 ， 


级 数 一 致 收敛 即 可 . 这 儿 中 2 是 任意 二 正 数 ， 


的 整数 常 有 


gms 


(2) 


(3) 


命 # 等 于 平行 四 边 形 (0, 1, 1 十 7, Tr) 的 两 个 高 的 较 小 的 一 个 。 如 果 T+ 在 5 中 , 则 
一 定 存在 一 个 8 0 使 4 之 se。 用 $8 已 经 用 过 的 方法 可 证 级 数 的 一 致 收 钱 性 , 故 在 上 半 


平面 gx(1, 7) 是 7 的 解析 晒 数 ， 


阿 法 证 明 gs(1, zr), A(1, 75) 都 是 。 由 于 A(1, +) 六 0， 因此 , J(r) 也 是 .上 半 平 面 


的 解析 盟 数 ， 


2) 命 WW 二 aw 十 bw 邢 二 cw 十 dw dd 一 bc 二 1， | 而 4,65, ;4 是 整数 , 则 


T= W/W = (a + ow) ew’ + dw) 
一 《ar 十 2B)ACcr + 4). 
四 于 sd 一 be 之 0， 它 把 7 的 上 半 平 面 变 为 工 的 上 上 半 和 平面, 并且 有 
gw, Ww) = gAWW, W'), 


. ga tw w’) 上 ga ， WW’), 
a ww) i WwW, WwW') 十 也 
二 
Tr) Alww’) A(CW, Wy') ” CC 十 外 ， 


适合 于 关系 《3 的 阴 数 称 为 模 了 数 . 变形 = 二 (ar 十 5)/(cr 十 4d) 称 为 模 群 。 在 


研究 Cr) 之 前 我 们 先进 模 群 和 模 函 数 的 一 般 性 质 ， 
$17. 模 变 换 


我 们 来 研究 由 模 变 换 
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gs To 
cxtd 
所 组 成 的 模 群 。 这 里 ，a, 8，c, 4d 为 满足 ad 一 bc 二 1 的 整数 。 一 般 来 说 ,每 个 模 变 换 
均 有 二 个 不 同 的 定点 ( 即 > = >)， 则 二 次 方程 
cz 二 (Ke 一 0)z 一 户 =0 
之 二 根 ， 
若 zs， za 为 式 之 二 根 , 则 该 变换 可 以 写成 标准 形式 
人 
2 一 > 2 一 83 
取 z 一 0， 则 x 二 a/c，、 歼 
,和 
若 1 一 1 1 关 1， 此 变换 称 为 椭 欧 的， 
车 1 是 实数 ,而 关 土 t， 则 称 为 双 曲 的 . 
若 1 是 复数 ，|2| 关 1， 则 称 为 等 纬 朋 的 《Loxodromic)。 
车 二 定点 相 欧 合 , 则 称 为 抛物 的 ， 
车 有 一 变换 连续 用 若干 次 而 成 为 单位 变换 五, 则 称 为 有 限 次 变换 . 最 小 之 次 数 使 其 
成 为 单位 变换 者 , 称 为 该 变换 之 周期 。 仅 当 柳 欧 变换 且 4* 一 1 时 有 周期 , 共 周 期 即 为 起 
小 的 使 * 二 1 的 正 整 数 #.。 当 7 一 2 时, 则 4= 一 1, 周期 为 2 之 变换 称 为 对 合 ， 
容易 证 明 X 适合 二 次 方程 . 
4nd+2bcm (etd 2, 
此 二 次 方程 之 判别 式 为 
[Ke Fa) —2]:—4= (a tal(a td) —4]. 
在 讨论 中 ,不 妒 假定 a 十 4 之 0。 若 不 然 可 将 a, b,c，4 模 成 一 a, 一 b, 一 c, 一 d. 
1) 若 a 十 4 祈 2， 则 得 双 曲 变换 ,有 二 个 实数 定点 ,此 二 定点 芒 二 次 方程 
cz 十 (2 一 4)z 一 六 一 站 
之 根 . 此 二 次 方程 有 有 理 根 的 条 件 为 
(如一 CC7 士 48c 一 (ee 十 2 一 4 一 天 
za 为 一 整数 ， 因 为 一 二 4 的 整数 解 只 有 # 一 士 2,， 》 一 0， 而 无 其 他 , 故 驳 昌 槛 释 
换 的 定点 一 定 是 有 理 系 数 二 次 方程 的 根 , 而 非 月 理 数 。 这 种 数 称 为 二 次 代数 数 . 
2) 若 a 十 8 一 2， 则 二 1， 得 到 抛物 变形 
1 1 
2 — (a— 1)/ec ee (a 一 1)7c 
若 < 一 0 则 一 4 一 1， 而 得 


十 <。 


3 二 gg 十 上 2. 
前 省 以 有 理 数 《se 一 1)/c 为 定点 ,后 者 以 so 为 定点 . 
3) 若 ea 十 4 一 1 则 
和 2 十 1 十 1 一 0. 


于 是 4 为 p 一 ezis 一 一 一. 或 户 而 固定 点 为 
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标准 形式 为 
2 一 《4a 士 pc _ 2—(at pop)/e 
zs 一 《ae 十 po)/c zz 一 《ea 十 po)/c 
此 为 一 椭 加 变换 ,周期 为 3。 和 车。 换 成 p?, 则 得 另 一 周期 为 3 的 椭圆 变换 . 
4) a 十 4 二 0， 则 2 之 方程 为 以 十 1 六 = 二 0, 风 4 二 一 1 而 定点 为 
c2*:— 24z— 上 =0 


之 根 、， 即 


而 标准 形式 为 
2 (ati/lc -一 (Ca 十 ic 
g 一 《ea 一 站 /ec 3 一 Ke 一 门 /c” 
这 是 一 椭 辆 变换 ,局 期 是 2， 
总 之 ; 若 4 十 4 一 0。 则 模 变 换代 表 一 对 合 ; 若 4 十 2 二 士 1， 则 代表 一 周期 为 3 之 
变换 ;车 4 十 4 二 土 ?， 则 得 抛物 变换 ,其 定点 是 有 理 数 或 无 穷 ; 若 js 十 4| 之 2， 则 得 双 
曲 变 换 , 其 定点 在 实 轴 上 ,并 且 是 二 次 代数 数 . 


$18. 基 域 


定义 1 上 半 平 面 的 两 点 z，* ， 如 能 有 一 模 变换 将 z 变 成 z, 则 此 二 点 称 为 相似 . 
以 z ~ x" 表示 之 . 
显然 有 
Cs 
(ii) 车 z~z’, 则 42'~z; 
(i) 若 s~z ,2 ~2”, 风 2 一 2 
作 在 上 闭 平 面 的 域 
一 工 达 xx 一 寺 ， 
2 过 
妇 十 和 人 1， 当 *>0 时 ， 
十 六 之 1、。 当 x 之 0 时 . 
定义 2. 在 D 上 的 点 称 为 既 约 点 ,DD 称 为 基 域 , 故 DD 为 


一 三 角形 ,其 三 角 的 度数 为 (0, 三, 三 


定理 1. 无 二 既 约 点 可 以 彼此 相似 ， 
证 .着 z，z 为 二 不 同 的 既 约 点 , 且 


车 命 > 一 + 十 iy, 2 于 x' 十 fy, 于 是 
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? 了 
”er + al 
今 有 

lez 十 dl 一 czzzg 十 cda(z 十 地 ) 十 有 到 一 < 位 二 ?2 

十 ?cdx 十 居 呈 一 cd 十 有 二 工 . 
但 是 须 除去 可 能 的 例外 : < 一 二 il, 4 一 0 或 c 一 0, 4 一 十 ,或 < 一 4 一 1.、 故 将 可 
能 的 例外 情况 除去 后 常 有 
yy 

当 c 二 4 二 1 时 , 仅 当 xz 一 p 时 ,有 |cz 十 4 二 1. 由 于 eo 一 一 1 及 Pp 二 1 一 0， 
则 


rt pp 
2 
3 ” ” 六 
故 3(s) 一生 2, 着 zeD, 则 ?一 oo 而 与 ** 导 矛盾 
但 
.ds 一 和 
一 cz' 十 2 
政 定 有 
y 三 y. 


同伴 须 除去 可 能 的 例外 : c 一 土 , a 一 0; 或 “一 0, “一 土 1. 
不 可 能 同时 有 yy 六 yy 及 多 之 y， 故 仅 须 研究 以 下 的 情况 : 
(= 一 0 aa 一 zi 一 1; 

(ii < 一 1，2z 一 了 一 0. 
在 第 一 种 情况 下 
z= 名 十 5,， 5b 0, 

即 x 一 x 十 5 |x' 一 *| 庆 1，- 故 z, 不 能 部 在 中 ， 

在 第 二 种 情况 下 ,二 一 1，。 即 
1 


[a 
多 二 一 -一 


名 


jz jzl=1. 
即 若 |z| 之 1, 则 |z| < 1,， 即 :不 能 为 既 约 点 ， 若 1z'| > 1, 则 z 不 能 为 既 约 点 。 车 
js| = 1, 则 x 仅 能 在 由 到 i 的 圆 弧 上 ,而 六 (一 一 1/z) 在 出 p 十 1 到 i 的 贺 弧 上 . 若 
z < i 则 xz 并 非 既 约 点 ; 若 z 一 i, 则 = 一 ;一 >， 此 与 假设 矛盾 . 
定理 2， 在 长 方形 人 y 宇 y(y > 0) 中 ,相似 于 一 定点 的 点 数 有 限 。 


亦 即将 长 方形 中 诸 点 分 为 相似 点 组 , 则 每 组 中 点 数 有 限 ， 
证 ， 假定 x 二 x 十 yi， 


则 已 知 
站 
7 tcg 十 Cl: cAri+ y+2cdrt ea 
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车 多 闻 y， 则 

ost y+ 2edr + dy/r, 
即 

(ex 十 d+ ey/r. 
显然 只 能 有 有 限 对 整数 ce, a 适合 此 式 . 
假定 Ce’, 4) 是 这 样 的 一 对 , 且 〈c 4 ) 一 1， 则 适合 于 
ad’— bc =1 

的 所 有 解答 《ca 5) 可 以 表 成 

Zip 十 zc b= + me, 
此 处 a ,2 为 一 癌 定 解 ,; 妈 ad 一 Bc 二 1， 而 以 为 任 一 整数 , 改 

， uz 十 6 az 二 pb 


es 
castdad cz 二 da 


仅 有 了 唯一 的 w, 使 一 < xz 一 去 . 故 对 一 对 《cr die 4 ) 一 111, 公有 一 组 a, 总 合 


一 方 握 * 二 地， 故 在 长 方形 中 相似 于 < 的 点 数 有 限 . 


定理 3. 上 半 平 面 的 尾 一 点 相似 于 唯一 的 既 约 点 ， 
证 . 命 z 一 xo 十 yot， yo 之 0. 
取 唯 一 的 整数 m, 使 


ge 
2 2 


命 


2 二 2 十 加。 


洛 js > 1， 则 xz 是 既 约 点 。 无 顷 证 明 , 若 jz 一 1, 在 ?到 :的 弧 上 , 即 为 既 约 点 ， 


若 在 1 二。 到 i 的 颖 上 , 则 可 用 一 二 变 为 上 述 情况 . 车 jz 上 < 1， 则 使 


1 


rr 
多 a 


2 
而 
六 一 pe > yo. 
到 mm', 使 
2 二 2 十 mp， 一 > 和 x 


1 
Dh 
由 “ 


落 z” 还 不 是 既 约 点 ,用 同样 方法 ,做 出 sa” 二 一 二 ， 于 是 得 出 z', z”,… 


<*< > 


DI 


内 ， 测 定理 2, 已 知 其 个 数 仅 能 有 上限 ， 


”等 都 在 长 


故人 尾 一 点 -- 定 与 一 既 约 点 相似 ， 又 和 由 定理 1 已 知 ;不 能 有 二 婚约 点 相似 ,这 就 还 明了 


定理 . 
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= 一 全 2 二 ac 二 1 一 0 


它 析 亿 于 工 
es atl —~a)— Bc=1 
6 
组 相似 于 p. 
$19. 基 域 纲 
定理 1， 若 > 非 模 变换 的 定点 之 一 ,而 U0, 玉 为 二 不 同 的 模 变 换 , 则 
Uz 妆 Vz, 
Uz 代表 变换 0 将 = 变 成 的 点 . 
证 . 若 Uz 二 Vz， 则 
2 一 UV. 


前 得 出 = 是 定点 . 

定理 2， 作 基 域 之 所 有 的 喘 象 , 所 得 出 的 诸 三 角形 球 满 上 半 平 而 , 且 无 重复 部 分 . 

证 ， 上 半 部 分 可 由 上 节 定 理 3 知之 . 若 己 及 了 为 二 不 同 的 模 变 换 , 将 基 域 刀 变 为 有 
公共 部 分 的 二 三 角形 ， 则 Uy 必 变 吕 为 一 与 D 有 公共 部 分 之 三 角形 。 命 * 为 公共 部 分 
中 的 一 点 , 则 也 中 必 有 一 点 与 之 相似 , 夏 其 都 在 PD 中 是 不 可 能 的 ， 

这 定理 可 以 以 堆 砖 为 喻 . 在 普通 空间 中 , 可 以 用 等 大 的 正方 形 的 夸 填 满 空间 。 而 所 
谢 等 大 的 意义 是 ,可 以 将 一 砖 “ 搬 ” 占 到 另 一 砖 的 地 位 . 

现 企 的 “ 基 域 ”? 乃 夸 的 模 形 .“ 搬 动 ” 力 模 变 换 。 上 述 定 理 就 是 说 ,这样 的 夸 可 以 填 湾 
上 上 半 平 面 ,此 态 非 欧 凡 何 学 的 说 法 ， 

蔡 域 的 定义 作 如 下 的 更 动 : 具有 下 列 性 质 的 二 半 平 面 的 一 个 域 称 为 基 城 : 

Gi) 任 一 点 必 与 其 中 之 一 点 相似 ; 
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《ii) 其 中 任 二 点 不 相似 ， 

在 上 半 平 面 中 任 取 一 点 z, 非 一 模 变 换 的 定点 ,在 平面 上 作 此 点 的 相似 点 
作 (z, zx) 的 垂直 平分 线 , 即 其 上 的 点 与 * 及 zi 的 非 欧 距离 相等 者 ,人 金 弃 在 z; 的 一 面 的 那 
部 分 ,所 剩 下 的 部 分 , 成 一 基 域 《 读 阁 试 补 出 其 证 明 。 并 试 求 出 取 > 一 zi; 时 所 得 出 的 基 
域 ). 

这 说 了 明了、，JIo5adeacx 哈 几何 在 殴 数 论 中 有 其 实际 的 意义 ， 


周期 为 2 的 椭圆 变换 的 定点 在 角度 为 Ee 的 二 角 所 夹 的 边 上 . 周期 为 3 的 权 贺 变换 


的 定点 有 六 个 三 角形 以 之 为 公 顶 ， 有 无 数 个 边 经 过 摔 物 定点 ， 双 昌 定 点 不 能 为 三 角形 的 
顶点 (不 能 在 边 上 更 为 明显 》. 


$20. 模 群 三 构造 


今 以 5 代表 一 + 十 1, 工 代表 一 一 声 , 则 5-' 代 表 *' 一 * 一 1， 此 三 变换 将 


基 域 变 为 其 相 邻 之 三 域 ,反之 ,将 基 域 变 为 基 域 之 变换 必 为 5, 工 或 57! 之 一 . 
命 王 为 任 一 模 变 换 , > 为 基 域 马 内 训 之 任 一 点 ， 以 曲线 连接 x 与 M,, 使 此 曲线 不 过 
顶点 。 假 定 所 过 之 域 依次 名 为 : 
D, D,, D,, '.., D.C(=—MD). 
又 命 将 万 变 为 万 ;的 模 变 换 为 Mi 则 M, 一 5, T, 或 5-:， 假定 Mi 可 由 5 及 工 的 彝 方 之 
积 表 出 ,因为 Mi 将 Di 变 为 D, Diri 是 Di 的 邻 域 , 故 Mi 将 Diri 变 为 DD 的 邻 域 Dh. 
但 Dx 经 过 M“《 二 5, 全 或 571) 变 为 D， 即 
MiMiDin = MDin 一 也， 
六 网 
MIM'D = Di 
故 Min 二 MiM"' 可 由 S$ 及 了 的 乘 方 之 积 表 出 ,市 M 亦 然 , 由 此 已 证 明了 
定理 1.。 任 一 模 变 换 可 由 8 及 工 的 乘 方 之 积 表 出 ， 
定理 1 的 具体 意义 为 : 若 
M 一 SmTSmT Sm .TSne， 
则 


Eg EE lL 
yn 2 F113 3774 1 十 2 
此 显 出 模 变 换 与 连 分 数 的 关系 . 
易 知 到 一 下 (ST) = E., 
若 扩 大 模 变换 的 定义 


2z 二 (garb)/(cr tad), ad—vbe = t+]l, 
名 可 得 类 似 的 结果 


ll ili...+ 1 


» 
zz 二 mt 十 一 
F912 713 724 Mp 十 六 
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§ 21. 模 函 数 的 定义 和 性 质 

定义 1. 一 个 在 上 闭 平面 纯 的 函数 如 果 经 过 模 变 换 而 不 变 , 则 称 为 模 函 数 . 
由 模 群 的 性 质 可 知 , 研究 模 函数 的 性 质 可 以 归结 为 研究 它 在 基 域 中 的 性 质 . oo 点 称 
为 基 域 的 抛物 顶点 ，i, oe， 1 十 ” 称 为 椭圆 顶 点 ,7 一 一 方 ,，r 一 说 所 定义 的 两 边 称 为 
对 边 , 由 P 到 i 及 由 i 到 1 十 po 的 两 段 殴 弧 也 称 为 对 边 ， 抛 物 顶点 是 模 变换 r* 一 + 十 1 
的 不 动 点 。 而 i 是 人 一 一 十 的 不 动 点 ，o 及 1 十 p 是 


| 及 六 一 1 一 芋 的 不 动 点 . 
十 1 T 


定理 1。 模 肖 数 f(r) 在 tr 一 i 处 的 零点 和 极点 都 是 偶 重 
的 . 
证 . 假定 + 一 上 处 有 不 险 的 零点 , 则 
fr) 一 人 rz — Dtplr), 


Pp(i) 二 a 半 0. 
由 于 画 73 
fc) =- +) (ti ot) -ie), 

泊 以 ， 

(一 (至 ) el-t), 
由 于 

PD) = (—1)9() = gp(2), 
可 知 万 是 偶数 ， 

每 虑 - 工 _, 可 以 同样 得 出 + 一 i 是 极点 的 情况 . 


tr 
定理 2， 模 函数 Kz) 在 r 一 po (及 1 十 p) 处 的 零点 或 极点 的 重 数 是 三 的 倍数 . 
与 定理 1 的 证 法 候 同 .但 现在 用 关系 式 
3 
{(— i ) = 17) 


获得 . 
定理 3， 寞 函数 忒 rz) 有 展开 式 


> anelinr, (1) 


换 庆 之 ,如 网 = ez 为 变数 ,把 fr) 作为 :的 函数 , 则 它 是 以 :二 0 为 孤立 奇 点 的 函 
数 . 

证 ， 组 fT 二 1) 二 Jr) 可 知 fx 十 1 十 未 ) 一 Hx 十 广 )， 即 它 是 一 个 以 1 为 周 
期 的 函数 。 因此 , 即 任 一 固定 的 y, 如 果 在 * 十 iy( 一 过 x 二 0) 上 fr) 无 极点 ,出 
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Hr) 有 Fourier 展开 式 
1(5) es 之 Pp,Cy) ein:, PukyD 一 人 f(r)e indx, 


他 二 一 必 


当 y 在 任 一 有 限 区 域 时 ,这 级 数 是 一 致 收敛 的 . 
由 解析 性 和 fr) = 一 i 和 zr) 可 知 
dx dy 


2rinPsly) 一 —i1P,ty), 
故 得 
Pty) = ane™ "ys 
即 得 所 证 . 
定义 2. 模 函 数 的 展开 式 〈1) 仅 有 有 限 个 负 项 的 称 为 简单 模 函 数 ， 
定义 3， 在 基 域 内 简单 模 函 数 的 零点 (或 极点 ) 数 的 计算 方法 如 下 : 
(i) 企 基 域内 点 , 依 个 数 及 重 数 计算 ; 
ii) 在 对 边 上 算 了 左边 的 不 算 右 边 的 ， 
(Qi) 在 ft 一 1, 算 一 半 : 
《ivy) 在 ft 二 p,1 十 p 算 1/3; 
(v) 在 rt = 二 0o0, 依 大 的 重 数 算 . 
定理 4. 一 个 简单 模 函 数 f(r) 在 基 冻 内 的 零点 数 与 极点 数 相 等 . 
证 . 1》 先 假定 在 周 界 上 上 既 无 零点 又 无 极点 . 壮 虑 绕 基 域 的 积分 


过 人 人 + 信人 KogKe7 
它 等 于 f(z) 的 零点 数 减 去 fT) 的 极点 数 , 呈 一 zz 十 1 把 环 反 向 地 变 为 P 故 
| 十 | sog fe) =— 0. 


又 一 二 * 把 n 反 向 地 变 为 rs 故 也 五 相 消 去 了 。 即 得 所 证 . 


T 
2) 和 如果 在 边 上 有 零点 或 极点 , 例如, 在 “一 一 二 上 有 一 零点 xo 则 = 一 有 一 
同样 的 零点 1 十 aa。 在 am 作 一 外 向 的 半 加 (很 小 ), 在 1 十 wo 作 一 内 向 的 半圆 , 这 桩 就 5 
以 避免 边 上 有 零点 的 困难 . 
3》 如 果 在 = 一 处 有 零点 , 则 它 是 侦 阶 的 (==24), 以 之 为 中 
心 , s 为 半径 作 一 圆 , 交 ,于 4, 交 +y 于 B， 沿 贺 缴 从 4 到 甩 求 
积分 (线路 到 存 基 域 内 ). 命 Kr) 一 = 一 D%e(Crz)， 则 


A B Eg ls 
flogfr) = 2 dg(r mi + WD ar. 
当 。 一 0 时 ,最 后 一 项 趋 上 0, 其 前 一 项 当 s 一 0 时 的 积分 趋 二 


者 ,因此 得 出 在 该 点 的 零点 的 重 数 之 半 . 
同 法 处 理 +r 一 p 及 1+p. 
4) 考虑 z 一 oo 处 的 情况 。 当 yo 充分 大 时 , 作 一 直线 x 十 iyo，|x| 去 六 沿 此 线 
自 积 分 ,就 是 绕 + 二 0 沿 圆 积分 , 故 得 所 云 . 


* 238“。 
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§ 22. J(7) 


定理 1， J(7) 在 抛物 顶点 有 一 单 极点 ， 也 就 是 如 果 命 上 一 e™"*， 则 7(z) 是 :的 荡 


数 : 在 上 一 0 处 有 一 单 极 点 . 
证 ，1) 由 ctg xr 的 展开 式 


rctgxr 一 上 十 5 > (一 + 二), 
下 六 一 好 


之 二 一 如 


及 
ctg rr 一 一 zi1 十 2 二 272 二 -一 
出 发 ;对 = 微 商 三 `\ 五 次 ,并 注意 dt/dr 一 2ztt, 则 得 


r 


1 
一 6 -一 一 -一 一 一 16m 人 十 8 十 
rer a ), 


一 120 一 64 + 32 纪 -)， 


?二 一 名 (m 十 TY 
更 由 (1) 式 求 微 商 可 推出 


2》 由 此 可 推出 


ni 1 1 6 | 相 十 二 
a Ga 3 之 OE ))， 
注意 当 z 换 为 nt 时 ,上 换 为 所 因此 


gx 1, rt) 一 (和 十 3204 十 小 


网 法 证 明 
gi(1, Tt) 一 10( 5 二 :二 2 2 2 a i 
一 140 {22 一 D+ 32 + )) 
945 ie 

= (二 一 全 -二 …). 

由 此 推 得 
Afl, r) = gi(l, 7) — 27gi(1, 7) 一 mm 人 (4096: 十 
因此 得 
es (4/3 十 320 十 一 1 cc 二 
40965 十 .……、 1728# 


定理 1 已 经 证 明 .由 此 可 推出 , 当 + 一 十 % 时 , J(r) 一 %. 


(1) 


(2) 


(3) 
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定理 2、 对 任 一 Cc 方程 


J(r)—C 
在 基 域 中 有 一 解 且 有 唯一 解 . 
这 是 5$56 定 理 + 与 木 节 定理 1 的 直接 推论 . 
由 于 
0 
Ta els 2 ws (mt 三 六 2 《ma 一 3 


1. : 
TT 和 3 
140 2 7) 


所 以 gall, 2) 一 0， 因此 2 SL 


又 
1 一 1 1 3 E 
gE py RE Cmol ne 
60 gxl, p) 2 Cm + pn)t np 1 (mp’ + n)t 
i A 
P mo Cm Oo 1)— mo) 
1 1 
一 一 一 1 
pb pr 5 2), 


所 以 gl, 2) 一 0， 即 J(p) = 0, 因此 得 
定理 3、 J(00) 二 00; J( 让 二 1, J(p) 一 0. 
青 看 何 时 J(z) 是 实数 . 以 菩 轴 为 对 称 轴 的 变形 是 rz 一 --r， 易 见 


LN 4 1 ee 1 1 ep 
gxl,s rT) = 605 a 603 和 gl1, 5). 
河 丁 得 g(1, 7) = 二 gs(1, T). 因此 
JCz ) = Jr)， (4) 


首先 适合 于 二 + 的 点 ， 在 媒 轴 上 、J(7) 一 JCr) 即 Jr) 取 实 值 ， 其 次 Fr 十 
1) 一 Jr 一 了 (7), 而 + 十 1 一 xr， 秃 于, J(7) 取 实 值 ,又 由 7(— 5) = I0), 
可 知 当 一 ce 时 ， 一 cp， 即 在 较 周 上 。、Kry> 也 取 实 值 ， 即 在 基 域 的 边 上 及 确 贡 


上 , J(z) 取 实 值 . 

无 其 它 的 点 , J(r) 取 实 值 ,不 然 , ro 及 一 者 是 基 域 的 内 点 ,而 一 50) 一 ro) 一 
7(ro)。 即 有 两 点 zo, 一 如 取 同 一 数值 ,这 是 不 可 能 的 . 

由 此 可 知 ，Kzr) 一 《十 iz 在 基 域 的 队 半 ,+ 各 取 一 定 号 , 若 不 然 my r 者 在 同一 半 
中 而 o(z) > 0， v(t) < 0， 在 这 半 域 中 可 作 一 线 联 上 zt rz 而 因此 有 一 点 使 wx(r)=-0， 
此 不 可 能 . 

今 进而 研究 在 那 一 平 , w > 0。， 当 由 到 # 基 域 在 左边 , J(r) 由 9 变 到 1, 而 所 对 
应 于 基 威 的 点 在 左边 ,因此 在 / 平面 上 ,是 上 半 平 而 , 即 得 ， 

定理 1P sz 一 J(r) 定义 一 个 保 角 变换 :把 基 域 变 为 全 平面 , 左 半 基 域 对 应 于 上 半 平 
面 ， 而 边界 及 碟 轴 对 应 于 实 轴 ， 当 = 洛 碟 处 从 庆 到 co ,x 由 1 到 十 0，, 基 域内 部 对 应 于 
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z 平面 带 上 一 条 由 * 一 1 沿 = 轴 到 一 一 oo 的 裂缝 . 

定理 4。 模范 数 7 的 反 国 数 J-: 是 一 个 oo 多 值 的 解析 函数 , 仅 有 0, 1, co 作为 其 青 
点 ,其 数值 在 上 六 平面 上 . 

如 果 (x) 是 一 亚 纯 函 数 但 不 取 a。。5。<。 三 信 , 则 函数 G(Cz) 一 忆 二 /2 二 是 
i 数 。 因 
此 得 : 

定理 5。 不 了 三 个 值 的 亚 纯 函 数 是 党 数 。 

定理 6。 不 到 二 个 值 的 整 函数 是 常数 . 


$ 23. 方程 ee(w，t) 一 <a，8a(wy tw') 一 b 的 求解 


定理 1。 如 果 a, 是 任意 二 有 限 数 ,了 1 适合 于 a’ 一 27 六 了 0，、 则 有 一 对 复数 ww， ww， 
其 商 非 实数 ,使 


giAtws w=a, gu, to) 一 六 《17》 
假定 se 关 0.2 关 0, 四 (1) 可 知 
gw, tw’) EM 
gw Ww ) — 27gew, tw ny a 一 27b2” 
ga) 0 (2) 


Bw) 2 
反之 ;如果 g2; gs 适 含 于 (2), 则 也 可 推出 《1) 来 . 
命 w/w 一 +，(2) 的 第 一 式 是 KKrz) 一 a3f/(s' 一 2761)， 出 从 $6 定理 2 可知 在 r 的 
上 灶 平 三 有 一 和 解 ,T 已 知 ,; 则 出 Q2) 的 第 一 式 


可 记得 有 他 ww 来 :四 Ww 二 wt。 

如 果 a 一 0, 则 问题 等 价 十 求 jz 二 0， wgs(1, 5) 二 上 的 解 。 由 此 求 出 rt 二 p， 
EH w= (gl, p62)'™. 

同 法 处 到“ 靖 一 0 的 情况 ， 


$ 24. 全 一 错 消 数 是 177) 的 有 理 汗 数 


任 一 简单 模 王 数 藉 r》 在 基 域 外 只 有 有 限 个 零点 及 报 点 〔 如 果 不 然 , 则 无 穷 远 点 必然 
是 上 的 孤立 耕 点 了 7 命 ay ez an 为 其 零点 ,Bs 加， 5 为 其 极点 作 渍 数 
F(T) 一 《7Cr) 一 av (7Cr) 一 70n)) 
(CIE) 一 -6 -ATT) 一 bo) 
如 此 ，Jfz)7F(z》 在 基 域内 既 开 零点 又 汛 极点, 因此 它 是 一 常数 . 但 注意 , 如 果 上 是 专 
点 ， 则 它 一 定 是 2% 重 零 点， 我 们 所 用 的 因子 是 (C2) 一 0*。 站 样 处 理 z 一 6o 时 的 展 
记 ， 
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公式 汇编 * 《weierstrass ) 


i 背 时 
sin rt 一 ts I 工 长 :一 震 ) < 《1) 
ctgrt 一 二 十 二 二 一 + 寺 (2) 
i G3) 
ea td re 本 
于 { 一 -一 +- 二 一 [ctgx(z +t a) — ctg ral, (5) 


1I 
ow) «IT {1 < C1) 
这 儿 5 二 2mw 二 2m'w，9(w/w') > 0， 开 [ 代表 mw m' 过 所 有 的 整数 的 秉 积 , 介 坟 二 


"一 0 的 一 项 除外 . 


.4 se a i 
(0) — logol) — T+ (+2 二 二 上 (2) 


= Yd | 1 1 

7 一) 一 一 让 leo(w) 一 圳 + 怠 人 er G3) 
= 2 
2 Yu) 之 区 一 5 (4) 
co 一 给) 一 ~—o(r), 0 0 ee } C5) 
Su) 一 EH) YI) = CI yu). 
III 

oda) Aw, de') = tou lw ,ew’), (1) 
Su lhw, tw) = ulw,w’). (2) 
a CAL 一 去 7(«]w,w'), (3) 
Yu) hw, hew’) i rulw,w’). (4) 


* 本 汇编 中 的 公式 ,有 些 是 本 章 所 和 的 ,有 些 是 不 难 推 得 的 。 读 者 可 白 证 之 . 
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IV 


ey * 1 dk 
60 KS 140 之 ， se? 


gaAtw, hw ) = hg ww’ ), (1) 
ga hw dw) = 1 gw w’). 
ee 355 __. Rat” Ra giu? Ya 
ou) 24。3 -5 23,，3 。5 。7?7 7 323 7 十 本 (2) 
一 工 __ Se BE gw ... 
sw) Dy Ma 人 
一 工 Sat Ra 3 on 
Ylu) nt . (4) 
Vy 
OH + 2a) -netayt¥er(a) ek Nn 一 
0 ep GD) 
I I 于 
十 i PR 一 一 2 ce 
a ne pe ns 
1 1 
+ a) 一 一 一 一 -一 一 一 一 -一 
ee er ps G3) 
VI 
ow t 2w) = 一 cx+eofgz ). {1) 
ong +20 ) = et oy), (C2) 
- 一 » ba ,, 
DW 好 经 pa {3) 
ou 十 2p 十 218 = 1)tmtedmatin met gg ), {4) 
tw tt 2mw + 2nw’) = En) 十 2mn 十 2nn’, (5) 
Ww) = tw) = owt w= 十 7. (6) 
2 2mew 十 2n1w') = y{w). {7) 
Ya 2mw + 2nw') = 7 (Hn), (8) 
TT(w)=7Y (w= 7 (w+ w) = 0. (9) 
WII 
(Ww) — Yt) = ou + vo) afu 一 2)7o2(z)ozgz)。 (1) 
Ki 一 cl， Tw2) 一 cz Twit 1) 一 人 (2) 
ct 十 ec 十 cj 一 10， 
YH) = 4(7(4) 一 cgy(a) 一 coDC7y(z) 一 ca)， 
81 二 一 4(ee2z 十 czc3 十 e361) 二 2(el 十 ci 十 cei)， | (3) 


83 一 4e1ezes, 


» 2 了 563 。 


2564、 


Le 1 
7 (u) = 67Xz) 一 元 六 


Y” (4) 一 127(4) 7 (an). 


YI 
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0 27g 


Jr + 1) = (7). 


人 


1 


T 


十 1, fT= w/w., 


) = J(r). 


w= —2(w + w) 
Se= De 


5S = pn) 


(4) 
(5) 


(1) 
(2) 
(3) 


第 十 四 章 ”Jacobi 的 椭 贺 函 教 


$1. 8 国 数 


以 上 所 说 的 一 些 枉 圆 函数 的 表达 式 收 敛 速 度 孝 是 很 缓慢 的 ,在 计算 数值 时 很 不 方便 . 
这 一 缺点 可 由 Jacobi 的 Theca 函数 来 弥补 , 它们 有 还 速 的 收敛 表达 式 , 而 且 通 过 它们 可 
我 们 现在 用 符号 
了 一 cr 9r>0, 
因此 1z|j 到 1. 


定义 . 
9(z,9) = D3, (—1)"q™e™s, (1) 
当 jz| 二 4 时 
a" eniz| < [gl ea, 
由于 当 ”一 co 时 
al" ea/ la) en 4 i la lt14?—> 0, 
故 级 数 


名 


> lg |)" eA 


是 收敛 的 .因此 (1) 在 任何 一 有 限 域内 一 致 收 敛 ， 所以, 83(x, 9) 证 = 的 整 函 数 . 
3(z, 4) 一 十 2 > (—1)"g" cos2ng. i (2) 
因此 立刻 推 得 
(z+ zx, 9) 一 83(z，9)。 (3) 
再 则 
9(z 十 wd，9) 一 bp De 4 
本 


一 —g-le-Ys 有 《一 1 "tlgco+D?ezxoTDi， 


即 得 ) 
3(z 十 rr， 94) 一 一 4rIc "9(z, 9). C4) 
我 们 定义 因子 一 gq-ie-** 为 周期 xz 的 苇子 。 因此 3(z, gj 是 以 1， 一 4me 天 为 冬 


子 , 以 x, xr 为 于 期 的 函数 。 
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按照 通常 惯例 ,用 34(z, 49) 表 这 3(z, 49), 其 它 三 个 9 函数 的 定义 如 下 : 
93(z, 49) = 98， € 十 x 4) 一 1 二 2 之 4” cos2nz, 


9.(z, 9) 一 —ieistt=irg, € 十 这 zz， q) 
2 > (—1)"g"tt)"enthis 


二 一 


一 2 >) (—1)"q"ti sin (2n + 1)z, 
# 二 1 


92(z。 3) 一 39， © 十 二 4) 


一 2 > gt cos (2n + 1)2. 
二 QO 


显然 9.(z, 9) 是 x 的 奇 函 数 ,而 其 它 是 = 的 伪 函 数 ， 


(5) 


{6) 


(7) 


为 简单 起 见 ， 以 后 用 3,(z) 来 代表 3,《z, 9). 有 时 为 了 突出 r, 也 用 3。(zjz) 来 表 


之 . 8, 也 用 来 表 39(0), 9; 代表 9.《z) 的 微 商 , 代 以 z 一 0 的 数值 . 
易于 证 明 38 函数 的 乘 子 如 下 表 : 


这 几 N = gq-le-?x 
由 此 立刻 推 得 对 各 E 一 3 都 有 


9(zt*) _ 9(2) 


9{z -+ x) H(z) 


求 对 数 微 商 立 得 
Ostar) 7: 4 9) 
9{z 十 rr) 8Kz) 
习题 1， 试 证 
3a(z， q) bas 583(2z， qa') = D2 22, 44)。 
; 94(z， 9) 一 923, 9) 一 92(2g。94)。 
习题 2. 


51iCz] 3 —92(z + 二 )= —i1M 3a (e+ 二 < 十 十) 


as 266。 


(8) 


(9) 


10) 


3:(o] 一 M39s{s 十 工 1 a«r) 一 Met(z 十 本 = 于 二 地) 


全 


路 
3:(z) = 9 + <)—M 9,(z 十 士 < 十 十 lar) 


Lr), 
2 


91(2) — —iM 9 (< 二 二 地 ) = iM 9 (: 十 去 = 十 二 二) 


4 ~ “I 


es M9(s 


1 
—9 (+i 3 


这 儿 M 一 fc。 


$ 2. 3 图 数 的 零点 与 无 穷 梯 积 的 表达 式 


如 果 zo 是 一 个 3(x) 的 零点 , 则 
80 十 Mx 十 RV 
也 都 是 ， 这儿 mm, 二 是 任意 整数 ,这 些 点 称 为 与 zo 相合 的 点 ， 
定理 1. 对 任 一 +, 在 以 
2 十 ms 二 十 rr， 十 7 
为 顶点 的 平行 四 边 形 C 中. 8 只 有 一 个 单 零 点 . 
证， 而 于 8(z) 是 整 函数 ,所 以 C 中 3 的 零点 的 个 数 等 于 
car 9 (2) 7 
2zrz .C 9(2) 
1 (=[9(z 9 (zat 
2 上 全 加 Se 十 | 人 
一 工作” 2D ta 
2ri + 3(z) 39(z 十 天 ) 


焉 $1.《9) 《10) 可 知 


1 tx . 
N= | 2idz 一 1. 
2xt d+ 


9.(2) 显然 以 0 为 零点 ,因而 9,(2) , 92(z) ,93(2), 94(z) 各 有 0， 到 x, 二 所 二 于 机 
-xz 及 其 相合 的 点 为 零点 ， 
定理 2. 关于 3 函数 有 下 列 无 穷 滋 积 表达 式 ， 


32) = 2Gq+ sin zx 可 《1 一 2g* cos2z 十 om)， 
# 二 1 


Hz) 一 2Gqicosg HH 《1 十 2gzacos2z 十 94)， 
日 一 工 
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Bs) = 全 I 《1 十 2 Gg" -lecos2g 二 Iirr2》 ， 
91s) 一 号 可 {1 — 24g”-icos2g 十 gq”~2), 
n=1 


这 儿 G = 之 ， (1 一 42) 将 在 下 节 中 证 明 . 
证 .以 saks) 为 出 发 点 ,已 知 它 的 零点 是 


本 号 十 mt 十 nxt。 {m,n 是 囚 数 》 
剧 然 
1 一 2g2?-lcos2s + oo 一 《1 一 ges) 一 gle-r*) 
有 零点 
2—— Lar mt rn, m0， 
ee | 
Ss = TA CO rT 
2 
因此 乘积 . 


flz) 一 TI (1 一 2421cos25 十 gq'"™?) 
x 二 1 
与 9314(z) 有 相同 的 筷 点 . 
又 显然 在 fz 十) 二 了 (zx) 及 


fs 二 xr) = I (1]C— Gze+ie2s (上 一 ge-2s) 


— ja) — a le )/(1 — ge**) 
= 一 9 一 1e 一 2 :f(z), 
因此 94Cz) /Hx) 是 一 无 零点 的 函数 , 且 忆 xy rz 为 其 周期 ,因此 它 是 一 常数 ,以 G 表 之 ， 


以 = 十 立 x 代 (z, 即 得 94(z) 的 表达 式 . 再 由 5:(z) 一 一 igier9(z 二 十 ze) 
pa 一。 (= 十 上 上 =) 可 得 其 它 二 


$3. G= Hf (0 一 和) 


定理 1. 31(0) 一 92(0)83(0)84(0). 
证 ，1)》 把 了 上 节 的 无 穷 乘 积 求 > 的 对 数 徽 商 ,得 


2ig™ less = 2iG™" le—Ys 
3:(2) 一 83(2) | 和 ————|. 
区 ) 3 之， 1 gi" le? 之 上 es, 


冶 21g9*" -les 289271 27 一 1 人 一 开工 | 
9 (2) 一 9:(z | 人 
3 (x) > 让 glers 3 1 十 Gleie bs 
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2 DD od ay (21)g™ les 
十 9s(z) | > 22 , 十 一 全 一。 
sC el (1 十 gor) 和 2 《1 十 qle us) 


命 z 一 0, 则 得 
30) 一 0， 9 (0) = —8330) > 


-1 


同 法 得 出 
3%(0) = 0, 9(0) = 380) > ee 


pp a 二 2 |; 
又 写成 9.(x) 一 sin x, 中 (z) ， 则 同 法 
由 (0) =0 $0) 一 8 中 (0) > 


把 9.(2) 一 sin z, 中 (x) 微分 三 次 ,得 
0) — £0), 9 0) 一 3 《0) — $0), 


改 得 
9 (0) 一 74 S Re ha 1 
91(0) EL 一 9 小 
因此 
B80) ， 8 (0》 , 83+(0) 
1 十 ex ”5(0) ”54(0) 
过 4 加 Cr sd gn! 
|- > (1 + 4 六 和 2 《1 + 942 一 六 站 之 {1 2 
加 加 三 ee opa 
s| 人 《1 i a 2 人 
人 4 | 
8 | > 《1 一 927 > 《1 a gq*")7] 
= es 1 4 02 
My 90) 
即 得 恒等式 | | 
9°(0) 820) | 82{0) | $100) CD) 


S10) 92(0) 30) 8910) 
2》 引 理 : @ 二 9.(z/7T)(i 二 1,2,3, 4) 适合 于 以 下 的 偏 微分 方程 


xi OP OP 
4 dx ar C2 
这 可 以 从 ?的 级 数 表达 式 真 接 求 微 商 得 之 . 


例如 


Bixarr) Oi tr 
D2 i CDS 立 末 各 


味 工 工 
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一 一 8 ozereircos2nz 一 一 个- si(z/r). 
着 二 了 xi ar 


3) 利用 微分 方程 (2), 把 (1) 改写 成 为 


1 2 9g， 1 4d9,0/7) 
DOr) dr 07s) 32xA0/5) dr 


1 ad9s0/7) 二 1 dz394(0Ar) 
33(K07r) dr S40O/T) cr 
对 了 求 积 分 得 
O07) 一 Csz(0Ar)3(0Ar)9407r). 
CC 是 一 常数 . 命 4 一 0, 则 
qi9 2, 4-494 一 2， 9 一 4， 9394 一 1 
六 此 定 出 C 一 ], 即 得 恒等式 
9 一 979394。 


定理 2。 G 一 I 《1 一 42 )。 
1 
证 ， 由 $2 的 无 穷 乘积 公式 可 知 


9' = $00) — 2g9i:G [1 (1 — oq”), 
n= 
93: 一 248G [| (1 + q"), 
二 1 
9 = G6 J G+ gy, 
好 一 了 


9,— G1 0— ey 
代入 定理 1 中 得 出 | 
Ha-ey-0Ha+eyHate yl ey 
这 些 蒜 积 部 是 绝对 履 全 的 ,因此 可 以 任意 变换 次 序 . 由 
(HareyHare (lo-ey N= or- 


-HoartyHoa-ry- Ha 
可 知 
TT G -y= 6 
即 加 
G 一 土 I[ 《1 一 9) 


要 一 工 


当 了 9 一 0 时 由 3s(*) 的 级 数 及 乘积 两 种 表达 法 可 以 看 出 G 一 1, 因此 得 出 本 定理 . 
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注意 , 便 中 我 们 证 明了 一 个 恒等式 : 当 191 < 1 时 ， 
a de on | ee 


(读者 试 从 TT GL +82] 一 4 一 本 ++q)] G4 一) 一 … 证 明之 .】 


$4 用 9? 函数 表 椭 赚 函 数 


假定 Kz 是 这 2 2 为 周期 的 椭圆 涯 数 , 命 Cy 0 On 为 其 基本 零点 ， Bs, 
PF。 为 其 基本 极点 ,并 假定 已 经 使 | 
了 ， 2 一 > Br 
7 一 1 r 二 1 
《从 第 十 三 章 $5 定理 5, 知 这 是 一 定 可 能 的 ?, 我 们 可 以 证 明 函 数 
(=z 一 oo) 
中 一 =] 
r=i 92 上 和 b,) r) 
就 是 一 个 与 fx} 有 相同 的 零 , 有 相同 的 极点 及 相同 的 周期 2w, 2w' 的 级 数 ， 因 此 任 一 机 
贺 绥 数 f(z) 可 以 表 成 为 
2 = 4 TT Sas — 0%)/2w1r) 
nie | Gree ye 
这 样 的 表示 法 比 上 章 所 述 的 0 函数 表示 法 的 优点 在 于 : (i) 3 函数 的 表达 式 的 收敛 
速度 较 快 ,便于 数值 计算 ; (ii) 在 应 用 椭圆 函数 处 理应 用 数学 上 的 问题 的 时 候 , 实 半期 往 
往 特 别 重要 ,而 3 育 数 对 实 周 期 的 性 质 显示 得 特别 简明 . 
再 则 , 如果 Kz) 在 极点 你 的 主 概 部 分 是 


Anr(z — 8B) ™, 
mm 二 


则 
7 > I A 和 -二 log 8， (全 一 的 8.) | = 站- 
最 后 证 明 


2w 中 《2 
先 比 较 


oks) 与 f(2) 一 exp (号 ) GG 


首先 它们 有 相同 的 零点 、 
2mw 十 2mw ， mm, m' 是 整数 。 
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其 z 十 2w) = exp ( 星 十 2mfz 十 w)) 


* 91 (下 + "lr) 一 ete)f(r), 
2 


| 
韦 


2 
fs 十 2t) 一 exp (= 十 2rn(z 十 w)) 
“Ww 
2 
-9 ( dd 十 rr) = eeexp (PE ) ql 
“2 2 了 


. ecoyw81 ( ak 
2w 


r) = ertw f(s). 


这 儿 用 了 aw' 一 gw 一 二 mi 即 有 r 一 十 (wi/w) 一 好 ， 因 此 os)/fs) 是 一 无 零点 的 
椭圆 消 数 。 它 是 一 常数 C。 决 定 这 个 常数 可 以 利用 


We 1 
r~D = 
及 
3 
Hw) x i — yin) 
a 2 Ds 2 S00 下 a 7 
= . 284 I (1 Ck 92a)3 
< 个 二 1 
邑 得 所 求证 的 公式 . 


公式 (1) 中 的 了 也 可 以 用 8 函数 表 出 , 取 (1y) 的 对 数 并 且 两 次 微分 ,得 
一 卫 Yo Ye) fp) 
YO 0 (过 ) ce 人 (到 (去 ) es | plv) 则 
这 上 几 vv 二 过 xsj/z， 抽 dx) = 9i(Cs)]yA sin zx. 
虑 为 zx 的 升 老 ,并且 比 较 > 的 系数 得 


人 


2 
16m 3;~ 


因此 
Ee 
最 后 得 i 
2 yt ) 
oz) 一 二 一 expl 一 Oo(vlr)., 
四 一些 p( Br) melr) 


了 ;A zt 
BD 十 罗 
12 ww2001 2m 7 
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$ 5. 诸 3 函数 的 平方 的 关系 式 


定理 1. 
9i(2)93 = Hi(2) 9! 一 93(2)93, (1) 
Diz) 9 =— 9(2)93 — (4) 83, (2) 
(2) 9 一 Ii(z) 9 一 Hi(2)93, (G3) 
91(2) 9 一 92) 8s — iz)9. (4) 


证 ，9i(z) ,92(z) , 33Cz)、 92(z) 都 是 以 1， 4 为 壬 子 , 以 x; xz 为 周期 的 函数 ， 
因此 即 所 有 的 4a,6, a 
ap 人 2) + BOs) a9) + 6 Hi(2) 
3932) b 22) 
都 是 以 x, rz 为 周期 的 箭 贺 下 数 ， 一 般 讲 来 , 它 有 .一 个 二 重 宜 点 :但 可 以 取 4, 5, a ,2 使 
分 子 岂 此 点 为 零点 ， 妈 能 选 得 a, 5, ,2 使 上 式 公 有 一 单 零点 。 因此 它 是 一 惫 数 。 因 
此 有 了 下 的 关系 式 存 在 


9i(2) 一 a9i(z) 十 23831(Cz] ， 
382] 一 iDiCz) + 5 H(z2), 
取 > 一 二 及 0, 并 利用 


92( 圭 二 Ee pi 号 4 (4 | i 0 ， 
之 2 2 


号 (+ ar) = 1q- #94, 
2 
可 以 咎 出 
31 一 一 93，83 一 6b9, 9 = a9, 9 = 6'94., 


即 得 出 (1), (2). 
殖 > 十 了 = 代 >, 则 得 (37，(4)， 


在 (4) 中 取 = 一 0, 则 得 
92 二 94 二 9 


把 它 写 成 级 数 形式 有 
163(E 十 32 十 8 十 8 十 二 (一 29 十 24 
一 2 十 1 一 (1 十 2 十 229 十 29 和 7 (5) 
如 它 写 成 为 乘积 形式 
{Tee dD) ri {Ha+ ey 
m1 n= 二 1 
一 {五 (1 十 oo). (0) 
习题 . 求证 
Bit(z) 十 942) 一 Sr) + 842). (7) 
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§6. 和 差 公式 


现在 推导 出 一 批 包 有 3x(x 十 y) 与 9k(z 一 y) 的 公式 ,其 证 明 技巧 与 $5 大 同 小 异 . 
例如 ,我 们 要 找 一 表 3x 十 y)Bi(z 一 y) 的 公式 ,固定 x, 这 作为 ?的 函数 
Di07) = hx FT yr — y). 
由 § 1《3) 可 知 
Duly ta) = hr tytn(r 一 7 一 下) 
— (rT yr Co y) = Fuly), 


Duly TF at) = Hr yt a (ry — at) 
mm — gle Hty) 9 (x 十 y) 和 (— gevty 9 (x PE ») 
一 ge Dly), 
这 是 以 1, 4 为 铺子 ,yz 为 周期 的 函数 ， 
这 和 
48i(3y) + BoiCy) (1) 
有 同样 的 变化 公式 .因此 
A9ily) 十 BHCy) 
Cx Tt yx Oo y) 
古 一 个 术 圆 消 数 ，Du(y) 有 了 遇 个 单 零 点 y 二 +, y 二 一 x*。 和 如 果 取 4 一 93(x), 8 一 一 91(x)， 
则 分 子 有 零点 y 一 x+， 因 此。 这 椭 殴 函数 最 多 只 能 有 一 单 极点 y 一 一 x*， 因 而 它 是 一 常 
数 , 即 得 关系 式 
S32)9i(y) — HHH(x)9y) = Cox + yx — y). 
这 儿 5C 是 一 个 可 能 与 x 有 关 , 但 与 > 无 关 的 数 .。 取 y= 二 0, 得 
—91(x)97 = C91(x), CC 一 一 893， 


因此 得 出 公式 
329 人 KxY + IP 一 y) = Hx) 9y) — Hr) 91(Cy). 《2》 
利用 上 节 定 理 1 的 结果 可 以 将 9(x 十 y)9i(z 一 y) 表 为 其 它 3 函数 的 平方 ， 例 如 ， 
用 
349i(z) 十 3193) 一 3393(z) . 
由 (2) 可 知 
II9 (x + Px Oo y) = By) C99Ix) 一 3492(x)) 
一 D(x) 993(y) — 9191(y)) — 919i(y) 93(x) — 929:(x)93(Cy), 
即 得 
3i9(z + yt 一 妨 一 930)93(x) 一 93(Cx793(y)。 (3) 
当然 这 也 可 以 用 证 明 (2) 的 方法 直接 证 明 (3) 式 . 


总 之 可 得 
Hx FIN 一 7 一 2589iCz)93C9) 一 3x)91(y)) 
— 97"(84(x)9(y) 一 330z73iCy) ) 
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一 92(3i(z)53(7) 一 33x) 91(y)) 
一 98583(x)33C7) 一 92(x) 31Cy)) 
= 一 SiT2C3iz)51Cy)》 一 F(x) 981iCy)) 
一 912393783(0y) 一 92(0x)33C7 7 》。 


由 si(z+ 工 双 一 80，9i( 十 土 开 ) 一 54er79.(e) 等 公式 可 以 推 得 以 下 的 三 组 


2 
公式 : 
Dx + yr 一切 一 51083(c]93(7) 一 I(x) iCy)) 
— 971(93(x) 91(y) — Si(x)91(y)) 
= 93°(92(x) 93y) 一 Hx) Vy)) 
= 93(93(x) BCy) — x) Oy)) 
— 97*(93(x) 93Cy) 一 33(x) 31(y)) 
= 97(9(x) 93(y) 一 Hw) 93Cy)). 
Six 十 7D)9az O— y) = 97 (BIX) Fy) 一 F191CYy)) 
— 97(92(x) 93(y) 一 Hx) 9I(y)) 
= 37°(9Ix) 37) 一 Px) II(y)) 
= 97°(93(x)93(Cy) — SiCx) 91(y)) 
= HTC) 9) 一 Hx) 87(y)) 
— 97°C9(x) IYy) 一 F(x) Cy) ), 
3iKxz 十 7)3MKz Oy) = 8979) 9i(y) — HI(w) 91(y)) 
— 97°(91Cx) 81Cy) 一 HiCx)91(y)) 
= 972C93(x)9i(y) 一 93(x) 33(y)) 
— 97:(91(x) 3ICy) 一 93(x) 81(y)) 
一 97:(91x)9i(y) — 31x)9i(y)) 
— 97:C93(x) 93Cy) 一 D(x)93(y)). 
再 考虑 Dii(y) 一 9.(x 十 y)9,(x 一 y) 也 可 得 出 -- 批 公式 、 例如, 命 Duly) 一 9.Cx* 十 
7y)94z 一 y)， 册 
Duly 十 x) —Duaty), 
Duly + zt) gq ie Daly), 
因而 推出 
AY(y) Fly) + BHCYy) Fy) 
RAE 十 7 734z -3 y) 
是 一 以 y 为 变数 ,以 =,x 为 周期 的 椭 贺 函数 ,分母 当 > 十 y 一 0，* 一 y 一 记 r 有 两 
个 单 零 点 , 取 4 二 9.Cx)34(x) 及 B 二 92(x)93(x)， 可 使 分 子 在 y 二 一 * 处 有 一 零点 。 
因此 得 出 
FACIEACOEACORACI SAC ACOLACOLACD, 
= COCx 十 y)394x — y). 
命 y 二 0 可 以 断定 C 二 8433， 因而 有 一 个 人 恒等式。 现在 把 同样 的 一 些 公式 列 在 下 面 : 
939491x + yx CO— y) 一 DCx)IF Cx) Fy) Hy) 十 Hy) Dy) 9x) Hr), 


es Z7T5 


32349(z 十 y)3a(z 一 y) 一 8xz)9:0y)9a(xz)940y)] 十 97)92(0x)9s(7 34Cxz)， 
92b39i(xz 十 y)34zr 一 y) = FAK PY PII HK) + Cy) PE) Fr) Hy) , 
D9392(x 十 yA — y) = Hr) NAA) Hy Fy) 一 Hx) Br) 9 Cy) Hy), 
329482(Y 十 y)34z Oo yy) = (x) Hr) HAY) Dy) — F(x) FD Cy) Hy) > 
333493(xr 十 y)34(xY 一 y) = Hx Fx Fy HY) — Hr) Px) 9 yy) 9), 
从 此 不 难 推出 加 倍 公式 
F192x) = HX) — Hx) = Hx) — Bax), 
HA(2r) =— Hx) + Hx) = Hx) + 91(x), 
919:2x) 一 34(z) 一 5i(x) = 91(x) — HC), 
D9 2x) 一 Hr) x) -— Hx) HI), 
D299:(2x) = Hx) Hx) -— Hx) FY), 
92939(2x) — Hx) 9x) + HH) Hx), 
339a95(2xr) = HHxI FY) — Hr) F(x), 
330949 2x) = Hx FICx) 十 FCx) Fx) ， 
9394942x) 一 Hx)9i(r) + F(x) Hx). 


$7. 9 轴 数 的 商 所 适合 芍 微 分 方程 


沈 数 
31(2) /94(2) 
是 以 一 1, 十 1 为 滋 子 , x, xr 为 肩 期 的 隙 数 , 因 此 它 的 微 商 
{32) (2) — HC2) H(z) }/9i(2) 


也 有 此 性 质 ， 又 函数 
82z(Ks)83(z] /FCs) 
也 是 以 一 1, 1 为 乘 子 , x, xz 为 周期 的 站 数 , 因 此 


EACIL NC BACIEAGD 
和 rR 


是 一 以 x, xzr 为 周期 的 函数 , 当 且 仅 当 
2 2 2 


及 其 相合 点 时 ,$$(z) 才 可 能 有 极点 ( 单 )， 
现在 苦 虑 由 (= 十 二 地) 由 $1 习题 2 可 知 


er | 一 zc-ispiKe)， 


be 
a 
二 


yy 
了 
十 


zz 上 | 一 ig te-i*9.(2), 


gieis9(z) > 


十 


, 
| 一 gfice-irgi(z) > 


9 

De ss Ye 
十 

NI- bb | bb | bj 一 
3 
ee 
上 
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因此 


sla + 1 0)— 9p) + A} ,cs). 


D3(C2) HC2) 


即 (zy 是 以 < 太 = xz 为 周期 的 椭圆 请 数 , 而 在 基 域 内 只 有 一 单 极点 5 x, 因此 它 


常数 . 命 = 一 0， 定 出 这 常数 是 
95194/ ba5s 一 92, 
因此 得 出 重要 的 微分 方程 
a [ae | 3 H(z) 3a(Cz) 
dz ~ Haz) 1 gz) Haz)' 


命 8 一 汪 ( 邓 ,由 55(1), (2) 可 得 
Daz) 
( 符 a (93 — £90) (9 — £792). 
dz 
这 微分 方程 有 一 特 解 9.(z2) /84x) ， 共 通 解 是 土 9.(z 十 2)/at(z 十 2)。 


与 (1) 相仿 ,我 们 还 有 

4 {9} - -sa ax， 
ds Ss(2) SCD 34(s) 
a (ee 一 91 C2) Da 
dz \ Da2)! Das) Faz)” 


$ 8.Jacobi 的 椭圆 良 数 


Jacobi 的 三 个 重 绩 的 椭圆 隙 数 可 以 用 3 函数 来 定义 如 下 : 
D3 ACKA 2 
8 34(z85 人 ” 
ZARACLA, 
9 9 972) > 

94 Ha ud3) 
Es 93 Hu937)” 


3 1 一 


Cn 一 


由 $5 定理 1 可知 
smutcn w= 1, 


R'sm ta 十 dx 一 工 


这 上 儿 
ks 一 3 
%. 
广 (2),《3), 《4) 可 得 
和 和 cQ xf dan, 
dat 
dcndt 
一 -一 一 一 —snudnaw, 
dr 


时. 一 
人 已 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(1) 
(2) 


(3) 


(4) 
(5) 


(8) 
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ddnw 


Risn # cn #, 《9) 
再 由 (4),(5) 可 知 》 一 snw 适合 于 微分 方程 
(2 aE, C10) 
同样 y 一 cn x 适合 于 
es 攻 
一 1 一 ke. (12) 
y 二 dn # 适合 于 
(之 ) 一 《1 — yok. (13) 


由 (6) 所 定义 的 克 称 为 椭 咒 函数 sn 的 模 。 有 时 为 了 明确 起 见 ,以 sn(w, 表示 sn 4. 
由 (12) 所 定义 的 称 为 补 模 ,但 由 《127) 不 能 唯一 决定 万 。 我 们 的 克 的 确 切 定义 是 
kt 一 94/ 3， (147 
由 关系 式 蛤 十 时 一 出 显然 可 见 (12) 式 成 立 。 


$9. 周 期 性 


出 $1 习 题 2 的 公式 可 知 


号 1 (: 不 <) 一 82(z) 5i(z 十 er) i ex) ， 
1 1 好 一 eis 

ss(z 二 于 了) Wt — (2), 这 2 ( 十 到 zz} 一 33C2) ， 
1 1 i 

9(2 + i) 一 54， i eisg(z), 
1 1 PW 

si(s 十 二 =) 93(2)， 3 十 er) 一; 号 is 


由 此 推 得 : 命 kK 及 2 


1 
9 (esr 个 二 zx 
sn (% + K) 一 32 一 < 
2 号 4 (ee 十 1 = 
2 
一 9 Hu ) nu cn (1} 
8 93( nw’) dng dnw” 


1 
他 | (es 十 到 xz] 
本 区 未 庆 天 着 一 人 


?3 24 (5 十 去 xr) 


D2 Du93:) Rsn 给 
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出 甫 了 入 


仿 此 证 得 


ca (w 十 开 ) 一 一 下 下 芋 ,cn 十 大) 一 一 二 dan (3) 
dn Ke 下 sn vw 
dn (ut KR) TR nlnt K) iE, (4) 
由 此 推 得 
Sn (KKtz 十 2 玉 ) 一 一 snaz， sn(u + 2iK’) = sou, {5) 
cn (ut 2K) = —cnu, cn(#t+ 2iK') = —cnu, {6) 
dn (w+ 2K) = dnu, dn {wu + 22K’) = —dn ww. (C7) 
边 而 得 出 周期 性 
sn (ut 4K) = sn (w+ 2iK’) = sn uw, (8) 
cn {ut 4K) = cn (+ 2iK’) = cn 4, (C9) 
dn {x« ++ 2K) = dn {# ++ 4iK’) = dn ww. (10) 


由 于 31.0) 二 0, 94(0) 关 0, 由 (1 可知 sn 0=0，。 又 由 (2), 3) 可知 cn0=dn0=1. 
沁 (1) 可 知 


snK=1, caK=0, dnK=，, (11) 
并 有 
snK 一 op。cnK 一 co，dn 大 一 oo。 (12) 
$10. 解 析 性 质 


由 于 93.(2) 的 零点 是 mr 十 ntx《m, # 是 整数 ), 所 以 saw 有 (mz 十 nrx)93 = 一 2mKK 十 
2niK" 为 其 霉 点 。sn t 是 以 4K, 2iK’ 为 周期 的 读数 ,因此 在 基 域 内 有 两 个 零点 
# = 0, 2K, 
又 由 于 #4(s) 的 零点 是 er 十 mxz 十 wzr (my 是 整数 ), 因 此 sx 有 iK' 十 2mK 十 
2niK” 为 其 极点 , 即 在 基 域 内 有 两 个 极点 
iK’, 2K + iK'. 
由 于 sn w 是 奇 冰 数 及 


numenu dn x， 


du 
a 
rh 二 4kisniu cna dng — cnw dn wu(dmw + Ricn 4), 
uw 
可 知 
su 一 tk = + Rw + Oul), (Cu->0) 
辣 法 


cnu=1 一 二 +0(]a]， 
dax 一 1 一 去 如 十 eI DR 
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因此 可 得 


0 EN 1 i 1 _. 1 2 2 4 2 
sn (wu ee a 二 + oClel9】 
二， # 十 Of 人 zj3)， 


癌 法 
cn (x + iK’ ge 2 人 
n (rt iK') i 十 Bk OC}ul’), 


ca 
则 (十 交 ) 一 一 二 十 -二 人 各 十 DC. 
E23 


因此 sn « 以 iK’ 为 极点 其 留 数 等 于 *-!。 由 于 两 极点 的 贸 数 之 和 为 零 , 因 此 得 出 结论 : 

sn # | 以 4 攻 , 2iK' 为 周期 ,除去 

3 =iK’, 2K + iK’ (mod 4K, 2iK') 

诸 单 极点 外 ,sn w 媒 钼 解析。 在 这 两 组 极点 的 留 数 备 为 7 与 一 

同 法 , cnx 是 以 4 攻 , 2K 十 25K 为 周期 的 萎 数 ,除去 

ziK’, 2K TiK (mod 4K, 2K + 2iK') 

诸 单 极点 外 , 无 处 不 解析 .在 这 两 组 极点 的 留 数 各 为 一 天- 与 大 并且 以 K (mod 2K， 
2iK") 诸 点 为 霉 点 ， 

又 dn# 是 以 2K, 4iK 为 周期 的 孙 数 ,除去 

z=iK’, 3iK'’ (mod2K, 4iK’) 

诸 单 极点 外 雹 处 不 解析 .在 这 两 组 极点 的 留 数 各 为 一 ;i, i, 且 在 二 KK 十 iK'(《mod 2K, 2 天 


$ 11，Wreierstrass 阵 数 与 Jacobi 函数 之 间 的 关系 


合 el E23 63 是 三 个 数 、 ce 十 ez 十 es 一 0， 则 变化 
6 


sn Chw, ) 


》 一 cs 


( 汪 ) 一 4Ce1 一 co 1 cn’:hu dn: 2u 
a 1 


妊 Sn La sn2z Aau sn Are 
1 1 1 
二 — es Jn ( ee :) 
Ce 3) Sn A “sn Nu ) (= in 
= 41 所 ec; — ee) Cy — ey 一 sy — Re — es) — ea}, 
取 入 一 c: 一 6 用 加 一 《es 一 ce) 人 ci 一 ce3)， 因此 
dy 


2 
到 Rt a 
2 ) y B2)y B83 


医 此 


上 


e3 十 《el 一 - ce3)/sn’ [ee — ex)i, ye - 四 | 一 YC24 二 a: g1, 83). 
3 
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委 全 1fN 


这 儿 5 是 一 常数 , 命 n 一 0, 可 见 % 就 是 一 周期 .因此 得 出 关系 式 : 
Yu; B23 £83) 一 #3 十 《ci > ea)/ sn” {ule cx)t}, 


这 Iacobi 阳 数 的 模 等 于 
如 《ca 人 caD)ACe; TE ea), 


412. 烘 法 公式 


定理 1. 


snstcnvdnvt snvenandnw 

nC 二) 
1 — k'sn’ zsn v 

cnucenv— sngsnvdnudne 

对 


1 —— Rosn?: a sn v 


cn (nt z) 一 
ne i 
还 ， 在 $6 中 有 公式 
P3939 Cx + yIIAx CO— y= Px) yy Bx) + BiCy) D(x) Ar) I ys 
IIx 十 7)94《Kx Oy) = Hx) Fy) — Ix) 9Iy). 
其 商 足 


88a Bi(z RACAL /AC 十 SCy)9205)3sCxz)91Cy) 
583 Hx 二 y) BIC) By) — ICx) 97CYy) 


Hx) ay) HAAy) Oy) Fx) Flx) 
二 Hw) Paty) Haly) Dy) Har) Hx) 


ne en) 


全 一 87%w,， yy 二 972v， 由 sh, cn, dn 的 定义 可 知 


8 
Fasn ucnvdns— snvenudnrw) 
中 


En 十 9v) 一 rr 
l— ?snnusn vy 
93 
因此 得 出 定理 1. 
间 法 可 证 共 它 二 式 . 


§13. 把 KK,K’ 表 为 久 ， 的 国 数 


假定 + 是 纯 错 数 , 则 g 一 crr， 0 二 g 过 1, 又 
二 总 :4 2 21 
村 一 他 , 妊 一 部 人 E 十 次 =D 
是 实数 ,而 且 妃 十 如 一 二 二 型 一 1]， 可 知 0 一 《<<1 0 一 克 王 1 并 由 


3 


REL Ki 
2 2 
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也 可 知 它们 是 正 数 . 
由 $38(107 立刻 推出 一 sx 是 


本 | C1 = 2-1 = RN C1) 
的 及 函数 . 由 sn 二 1, 可 以 推出 
ha — Py- — Pr)-iat Cmod 4K, 2iK’)Y (2》 


假定 这 积分 路 线 是 由 0 沿 实 轴 到 1, 则 可 知 仅 能 有 
《1 十 4m)K = fa — A211 一 AD 


这 儿 m 是 一 整数 ,有 边 是 正 的 , 所 以 = 不 能 为 负 ， 如 果 六 关 0， 则 由 积分 的 递增 性 ， 必 有 
一 使 


— [0 — -i 一 Rr), 
好 a 二 su 过 1, 这 是 不 可 能 的 ,因此 证 明了 
二 ha — 2)-tC1 — Riar. (C3) 
再 人 在 $9 中 取 w 二, 则 得 
suK iiK y= 


因此 
1 
KK 十 iK' 二 人 C1 一 2)-iCl 一 Ar (mod 4K, 2iK'), 
由 (3) 可 知 
iK’ = a (7 -IC RP-id 《mod 4K, 2iK’). 
同 法 可 证 
Y 
K’' = le (2 一 1)-:C1C— Ry)-idr, C4) 
换 变 数 
1 C1 — Kn)-4, 
由 
天 三 下 二 全 三 和 1 — Re — A 
| k's? — Rs a 3 
di = (1 — Kids, 
可 知 


— | 0 — Ht — tia. 
当 人 | 之 1 村 , 《1 一 2) 可 以 展开 为 对 已 :一致 收 全 的 智 级 数 ,因此 


K= | 《1 一 已 )- 和 十 > 1 > ke】 de 
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证 r (n+ 方 E 
kp Re 


失声 n! . 
如 果 把 已 一 < 作为 复 变数 看 , 则 在 单位 圆 lc| < 1 内 ,天 是 已 一 < 的 解析 水 数 。 我 们 可 
以 证 明 , 这 函数 可 以 解析 拓展 到 全 < 平面 上 ,而 且 如 果 由 1 到 o 作 一 切口 , 则 K 是 c 的 单 
得 函 数 . 


$ 14. Jacobi 椰 贺 尔 数 的 一 些 表达 式 
由 3 函数 的 结果 立刻 推出 以 下 的 无 穷 乘积 表达 式 : 命 “一 2Kx/z， 


Po I1I 1 一 2g? cos2x 十 gf ] 
Se 2 4 * SI 广 | 1 
人 221 L1— 2g"-lcos2x 十 gq? Be 


pT 中 1 十 2cgzmcos2x 十 9 
cn tt — 2gik 生 丰 二 cosx | eo 了 上 2 
9 大公 a21 (1 一 232T1cos2xt 十 了 一 2 
TT [1 2g" -1cos2r 十 4g 
dnw = 二 4 }. 3 
11 1 — 2g""icos2r 十 gr? (3) 


又 将 sn ut 作为 x 的 函数 来 看 它 以 2x 为 周期 的 奇 函数 ,因此 有 Fourier 展开 式 
ee | 
这 几 
bn 一 人 av sin nxdx 一 二 人 aa neinrdx. 
作 绕 以 一 x, x, xt, 一 2z 十 xr 为 顶点 的 平行 四 边 形 的 转 道 积分 


让 于 sn we 的 后期 性 , |” 与 | ， 对 消 。 在 积分 区 域内 仅 有 二 极点 一 < 十 二 nz， 
二 wr。 其 留 数 各 为 
一 二 (ep (ni 和 这 nir )， 
(二 全) 
(i 


在 第 二 积分 中 x 换 成 * 一 上 十 xr， 则 得 
ED 


因此 得 出 
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因此 得 出 5 一 0， 当 # 是 偶数 ,又 当 ”* 是 硝 数 时 ,有 


PE 2ac gq'" 
Kk 1—4" 
I 此 推出 
nu 3 gt sin Qn 十 Dx (4) 


2nT1 


KR r=0 1 一 4 
当 x 是 实数 时 。 由 于 当 -> co 时 ，dicr qine 都 一 0， 不 难 证 明 ， 此 式 在 长 条 


工 x9r 中 仍 成 立 . 


2 


读者 上 月 证 : 当 |8x| < 时 有 


18x1 = 


2x 忆 aqrtz cos(2n 十 1)x 


cn — gq" > cos(2n 十 工 )x 加 
天 大 之 1 十 ot! ? ) 
dn # 一 一 -一 本 - 2 7 cos2nx ey 


我 们 并 未 象 上 章 那 样 沽 虑 实 贺 济 数 sn (nw,) 的 反问 题 , 即 给 了 “一 全 ， 我 们 有 没有 
一 个 5, 能 使 
30o/T) 
CofT) 
这 问题 的 回答 也 是 和 上 举 一 样 ,要 用 模 函 数论 方法 ,我 们 不 在 此 蓝 述 了 ， 


公式 汇编 (Jacobi) 


1 
9(s, 49) =2 bp C—1)"g risin C2 十 1)z。 《1》 
<“=0 
92x%, 9 一 2 3 Gti cos(2n 十 1 )x。 (2) 
#0 
9az,9) 二 1 二 2 py gq" cos2nz, (3) 
A 
9xz,9) 二 1 十 2 > (—1)"g" cos2ng, (C4) 
2=1 
82 9) 一 2409: sin gr I 《1 一 2g2cos2z + 9"). (5) 
Fl 
92(2, 49) 一 29o94 cos zx I (1 十 2gimcos2z + 4q'"). C6» 
2=1 
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8si[x， 4) = go I 《1 + 29”"1lcos2z 十 gq"-?y. 7) 


nn 三 1 


Fas2, 9) = go I (1 一 2g*”-1icos2z 十 人 C8) 
nm 二 1 


go 二 lI 《1 一 q*"). 


了 
等 点 (mod x, vxy》 
分 | >; 号 3 SA 
1 1 十 了 了 a 
nn —7 一 -一 亚 
2 2 
D.C(—2) = —8.(%), ,+1(— 2) ee Huta), Wm 1, 2 3。 《2) 
3ifKz 十 元》 = —8.(2), 92Cz 区》 we 《3》 
(z+ A =, Fz + rx) 一 34Cz) » 
si(z 十 二 =) 一 9， sz 十 二 相 一 一 9(9， 
C4) 
1 ， L 
9,(z 十 二 一】 一 934(z) ， | 十 一 <) 一 93(x). 
2 \ 2 
(z+ rn) = — A Hs + try = AD{2), } C5) 
， 5 
3s + tx) = AG(s), Fz + ta) = Am). 
i gq le is 
TT 、 Tr 
si(= 士 三 =) 一 :34(z)。 98， (: + Tr) Bos), 
e r 《6) 
Ds (z 十 到 村 = B98(zs)}, 94 (: 十 =} = 一 39faz) 
B= 了 
II 
号: [et 2394. C1) 
3 十 8 一 3 《2) 
IY 
I 9 了 
4 BC0) 294+ 十 294 十 294 填 。 
外 一 一 CD) 
30) 1 十 29 十 29 二 29 十 .- 
/上 S40) 1 一 29 十 27 一 299 十 --， 
克 3 2 一 > 四 {2) 
90) 1 十 29 十 294 士 29 十 。- 
下 十 A 一 1 (G3) 
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K = — AI — RI. 


g | A — fid. 
Vy 
Wl 
ma 9) IK) mt) 
92 9Xu97’) VRg (2) 
‘\2K 
a ( Ti ) 
LE "U2 I 
Bn 4 9 ud7) FE 和 全 — cn (—n) 
92 9 ud3’) 从 过 号 4 ( 委 ) 
KR 
Ct V/ 大 2 下) — dn (—u) 
93 9 ud77) 总 (性 
bu 2K 


了 一 eir -一 expf 一 并 7/ 区). 


VI 


snzz 十 cn2a 一 1 


dn2zx 十 Resn2ztk 一 1。 


VII 


sn ta = cn # dn #,. 

cn'u = — sinu dn#. 

dn'w == — Rsn w cn wu, 
son 一 《1 一 sn #1 — ksn! #). 
cn = (1 — cn uk + Rcn «a). 
dn”s = {1 一 dnzz)fCdnzt 一 有 


VI 


Ya) 一 es 十 le tt 


一 = 
sn (u Ve 一 < 


sn Cu ei — es) 人 


本 


(4) 
(C5) 
C6) 
(7) 


C1) 


(2) 


(3) 


cn Cu ei 一 cz) 一 一 7 二 < 
V YH) 一 ea 
dn {ue 一 cz) 一 VYC 一 所 
VY Cu) 2 

IX 


sn{# t+ EK) = 2, 
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{4) 


了 原来 准备 写 一 部 发 高 等 数学 引 论 》, 共 六 ,七 卷 ， 其 中 第 一 卷 第 一 ,二 分 册 已 于 1963 年 
癌 世 ， 但 由 于 十 年 浩劫 ,其 它 手稿 大 部 分 遭 到 一 “ 抄 ”， 二 “ 资 ”, 三 "失散 ”的 命运 。 现 在 检 
查 动 余 ,已 所 剩 无 凡 了 . 于 1981 年 出 版 了 第 二 卷 第 一 分 册 . 本 拟 喜 其 余 勇 完成 原来 计划 ， 
但 实事 求 是 地 估计 之 后 ,看 来 所 散失 的 手稿 归来 泥 望 ,重新 补 写 守成 全 世 ， 诚 恐 是 时 不 我 
竺 ,力不从心 的 愿望 了 ， 无 已 , 作 两 步 打算 , 先 招 1962 年 在 中 国 科技 大 学 讲授 过 的 , 铅 印 
而 未 竟 获 的 部 分 出 版 ,以 后 ,再 就 力所能及 进行 写作 ,陆续 山 版 (在 同一 或 不 同 书 名 下 )， 

好 在 这 一 部 分 是 有 它 的 独立 性 的 ,讲授 时 的 客观 情况 是 : 既 要 照 左 色 初 学 同学 的 水 
平 , 又 村 使 前 者 不 越级 ,后 者 不 觉得 是 简单 重复 总 的 原则 是 重用 惩 阵 , 实现 1, 2, 3; 73 
ce 讲 报 法 的 第 二 步 ， 即 , 准 备 前 几 卷 是 讲 一 .二 ,三 个 变数 ,一 二、 三维 空间 ;而 这 一 卷 是 
讲 = 个 变数 或 维 空间 。 本 卷 原稿 缺 第 十 ,十 一 ,十 二 ,三 章 , 据 回忆 这 宇 章 是 讲 * 维 空间 
微分 几何 学 的 ,原稿 虽 失 ,但 读者 不 访 以 第 一 卷 空间 曲线 的 微分 几何 为 模型 ， 运 用 正 交 改 
下 斜 对 称 方 阵 的 分 类 而 获得 ” 维 空间 曲线 的 微分 性 质 ， 这 是 一 个 好 习题 ,如 果 能 做 得 出 ， 
则 可 把 正 交 群 政 为 其 它 群 ,而 研究 其 微分 不 变性 质 ， 

岁月 无 多 ,不 得 不 计 日 图 效 , 错 雇 之 处 请 读者 指正 ， 


华罗庚 
1981 年 10 月 11 日 


又 皂 


我 非常 感谢 科学 出 版 社 能 够 出 版 这 残余 的 手稿 。 这 是 对 科学 工作 的 珍视 ,但 编辑 就 
为 此 增加 了 不 少 麻烦 ,花费 了 不 少 精力 ,我 在 此 致谢 . 

当年 ,在 科技 大 学 编写 此 书 时 , 费 异 同志 给 我 许多 帮助 ,在 寻找 址 失 稿件 时 ,他 还 多 方 
尽力 . 

对 缆 异 周志 和 负责 校对 的 斐 定 一 同志 ,我 在 此 敬 致 谢 福 . 


华 罗 谱 
1983 年 9 月 9 月 
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第 一 - 章 线性 方程 组 与 行列 式 (复习 提纲 ) 


$1 线性 方程 组 
考 韦 齐 次 方程 组 : 
Sam — 0， 一 1 2 (1) 
这 儿 oz 是 复数 (或 实数 》x1…** ,x 是 未 知 数 ， 方程 组 (1) 显 然 有 一 个 解 本 
1 一 一 一 0 2 
这 个 解 称 为 显现 解 。 


研究 并 次 方程 组 的 基本 癌 题 是 : 除 显 见解 外 , 《17 是否 还 有 其 他 解 ? 能 否定 出 所 有 的 
解 来 ? 
非 齐 次 方程 组 


”出 


SY ax; — bs :一 工 ， 2,+**, 棱 {3Y 


j=1 


的 基本 问题 是 ，(3) 是 咎 有 解 ? 能 否定 出 所 有 的 解 来 。 
如 果 (3) 在 一 个 解 《zi 如 )]， 即 


YY， 和 < 一 Bis 
则 
> ofai 一 了 一 0. 


命 力 一 好 一 地 则 攻 是 4) 的 解 . 所 以 解 非 齐 次 方程 组 的 问题 一 变 而 为 两 个 : 首先 是 
是 否 有 解 , 其 次 定 出 齐 次 方程 组 (1) 的 所 有 的 解 来 . 

关于 是 否 有 解 有 次 之 重要 结果 : 

如 果 (1) 有 非 显 见解 , 则 (3) 不 能 对 所 有 的 5,，…' ,8。 都 有 和 解 ， 

如 果 (1) 仅 有 显 见 解 ; 则 (3) 对 任意 的 媚 ,:… ,5 都 有 解 。 


32. 消去 法 


逢 线 社 方程 组 (3) 的 方法 我 们 着 重复 习 一 下 Gauss 消去 的 原则 ， 以 四 个 未 知 数 、 四 个 
方程 为 例 
EM dak duty 十 du = 5s 
Ht 十 Azzx2 十 aas 十 22484 本 5 (1) 
tat 十 Rara 十 全 3 和 3 ux, — dsy 


dui 十 aaxs 二 Cir XH — Hae 


1111612 


将 (1 中 的 第 一 个 方程 除 以 系数 sa( 它 叫做 主导 ”元素 ) 并 令 


bi > 1D， (2) 
则 得 一 个 新 的 方程 
ri boxs tT bsrs TF Pure = Ps. £3) 
再 册 方程 (3) 及 (1) 中 的 后 面 三 个 方程 消去 x%， 这 样 便 得 到 了 一 个 轴 助 方程 组 ， 它 包括 具 
有 三 个 未 知 数 的 三 个 方程 ,此 种 消去 法 易于 施行 ,只 须 顺 次 将 方程 (3) 线 以 ex, et ea (也 
就 是 乘 以 第 二 ,第 三 和 第 四 行 的 “主导 ”元 素 ), 再 让 (1) 中 的 对 应 方程 减 去 此 式 即 可 ， 消 去 
一 个 未 知 数 以 后 所 得 的 新 方程 组 ,其 系数 用 mr 代表 : 


aid Hi — anbytis 1 2). C4) 
雪 次 将 新 方程 组 中 的 第 一 式 除 以 它 的 主导” 元素 a， 则 得 方程 
Kz 十 Ba 十 bry 一 Basle (5) 
其 中 
ba Cj> 2)， (6) 


然后 优 照 前 面 的 方法 继续 进行 ,我 们 便 得 条 了 一 组 具有 两 个 未 知 数 的 两 个 方程 ,它们 的 系 
数 呈 如 次 的 形式 ; 


人 72 本 2 总 f 之 3)。 (C7) 
将 这 组 方程 的 第 -一 式 除 以 主导 元 素 R39 并 令 
b= 3， (8) 
M32 


则 得 方程 
和 + bara — Bas 
最 后 再 做 一 步 , 即 可 得 出 一 个 方程 , 它 只 合 一 个 未 知 数 , 而 其 系数 为 cas, 将 这 个 方程 
除 世 aw3s 则 得 


A Bissss 
将 具有 系数 Biiw-: (i 之 门 的 一 茹 方程 合并 , 便 得 到 一 个 三 角形 的 方程 组 , 它 与 原 有 的 方 
程 组 等 价 ; 它 的 解 就 是 扎 有 方程 组 的 解 ,我们 要 注意 :上述 方法 只 有 当 所 有 的“ 主导 ”元 束 
都 不 等 于 零 时 才能 使 用 . 

我 们 把 求 三 角形 方程 组 的 系 救 的 手续 称 为 正面 过 程 ， 而 把 求 三 角形 方程 组 的 解 的 手 
续 称 为 反面 过 程 (参看 附 表 ). 

我 们 还 村 讲 一 下 验算 的 方法 ,用 代 换 二 x; 十 1， 则 我 们 得 到 一 组 以 为 变数 的 方 
程 组 , 它 的 系数 与 原来 说 方程 相同 ,而 它 的 常数 项 等 于 原 方程 的 系数 与 常数 项 之 和 ， 我 们 
可 以 局 时 计算 这 两 个 方程 组 , 求 出 解 , 并 视 其 是 否 等 于 x 十 1， 这 就 是 验算 方法 . 

现在 简单 地 说 明 一 下 附 表 : 

正面 过 程 是 用 如 下 方法 来 施行 的 ， 写 出 抱 阵 系数 (包括 常数 项 与 核验 和 ) 将 第 一 行 除 
以 主导 元 素 , 并 将 结果 写成 窍 阵 最 未 一 行 ,再 求 出 第 一 个 辅助 系数 ora 之 2: 从 已 知 . 
和 失 阵 任 户 一 个 元 素 ， 由 它 减 去 一 个 蒋 积 一 一 就 是 上 述 元 素 所 在 的 那 一 行 的 主导 元 素 导 上 
述 元 泰 所 在 的 那 一 列 的 最 末了 元素 的 葬 积 ,重复 施行 这 种 和 手续, 当 我 们 得 出 了 仅 舍 一 行 的 入 
陈 时 ,正面 过 程 便 完 成 了 ， 


和 业 ] 


人 


Css | ea Ha 0.82360| 0.09320| 0.16280| 0.37400 | 1.45360 
qa | sso yt .09320| 0.70840|— 0.13620).0.53800 | 1,20320 
es | Aa. et D16250 .0.13640| 0.56440! 0. 70200 | 1.29280 
1 Bol Dart 1 0.11316| 0,.19767| 0.45410 | 1.76493 
day. or 0 .69795| 一口 ,15482| .49568 | 1.03871 

CA aa 0.15482| 0.53222| 0.62807 | 1.00547 

1 by, 1. |—0.22185| 0.71030 | 1.48844 

全 0.4978?| 0.73904 | 1.23591 

2 ER 1 | 1.48240 | 2.48240 

1 x EF 1 1.03917| 2.03916 

I ra x 1 和 .434 引 1 .04358 
1 E, 1 . 一 1.257801 一 站 .2577 


在 反面 过 程 中 ,我 们 利用 包含 1 的 各 行 而 由 景 末 一 行 开始 , 精确 地 说 , 在 这 些 行 的 最 
后 一 行 里 ,我 们 从 常数 项 的 一 列 中 得 到 了 最 后 一 个 未 知 量 的 值 ,而 在 核验 列 中 得 到 了 核验 
值 ,然后 可 以 之 次 得 出 各 个 未 知 量 的 值 ,只 要 由 倒数 第 二 列 的 元 素 减 去 对 应 系数 5 与 前 面 
所 得 未 知 量 i 信 的 乘积 即 可 ,在 表格 的 末尾 写 出 1 字 , 可 以 帮助 我 们 找 出 在 所 要 各 行 中 对 
应 于 已 知 * 的 系数 ， 例 如 

Fy 一 bas 一 br ™ brs 
= 0.45410 — 0.11316 x 1.03917 一 0.19767 x 1.48240 — 0.04348, 

最 后 ， 我 们 还 要 指出 用 这 种 方法 解 = 个 变数 的 线性 方 程 组 所 需 的 靶 靶 与 除法 的 运算 

次 数 为 了 (十 34 一 1). 


$ 3 消去 法 的 几何 解释 


先 看 两 个 变数 的 情况. 
i. ar by = ¢, 二 garthby=e’, 
在 平面 上 各 表示 一 条 直线 , 两 个 直线 有 一 交点 ; 消去 y, 得 出 仅 有 := 的 方程 , 这 是 这 个 交 
成 在 = 轴 上 的 投影 . . 
也 可 以 这 样 看 : 第 一 、 二 方程 各 表示 一 条 直线 1 与 1+。 由 方程 
ax tt By — ctptarti by— ce)—0 


定 文 出 一 族 直 线 , 这 些 直线 由 好 十 kg 表示， 这些 直线 有 一 个 重要 性质 , 就 是 通过 i 与 
7 的 交点 , 不 难 证 明 : 反 过 来 ,凡是 通过 ; 与 地 的 交点 的 直线 也 在 这 族 之 中 , 在 这 族 直 线 
中 有 一 条 平行 于 》 辅 的 ， 这 条 直线 便 是 还 去 ? 后 的 方程 . 

再 看 三 个 变数 的 情况 . 

i: ar 二 byes= dd, 

1; ext by+ es d’, 

I”: rte ye s= A, 
这 表示 三 个 平面 , 平面 族 

Ht+pt m0 

代表 通过 i 与 7 的 交 钱 的 所 有 的 平面 由 ?i 与? 
中 消去 * 而 得 出 的 方程 可 以 看 成 为 : 它 代 素 通过 
交 线 而 平行 于 * 轴 的 平面 ， 也 可 以 看 成 为 : 这 条 
交 线 在 (y，z) 平面 上 的 投影 ,就 是 y， = 平面 上 的 
一 条 直线 , 再 从 六 六 中 消去 *。 又 得 y。x 平面 上 
的 一 条 直线 . 

因此 ,消去 :， 可 以 看 作 扫 三维 空 疝 的 三 个 平面 求 交 点 的 问题 变 汶 在 y, * 平 面 上 求 
责 条 直线 的 交点 的 问题 . 这 两 条 直线 ， 正 是 两 条 空间 直线 (平面 的 交 线 ?的 投影 。 

一 般 讲 来 : 一 个 


图 1 


Bai 十 ，，， 十 Gin = by 
可 以 看 成 汉 = 维 衬 间 的 超 平面 消去 法 便 是 反 # 从 空间 加 个 超 平面 求 交 - 点 的 问题 化 为 
z 一 1 维 空间 # 一 1 个 超 平面 求 交 点 的 问题 


$4. 消去 法 的 力学 解 杰 


在 一 条 两 端 固定 的 弦 线 上 取 # 点 Pi,…', P,, 在 这 * 点 各 加 一 重 物 , 也 就 是 在 这 些 点 
各 有 一 向 下 的 力 Fy***, Fass 我 们 来 研究 这 些 点 的 荆 度 Vis "9 Ya, 

我 们 假定 束 线 上 的 力 适合 于 “线性 大 加 原 | 
出 ”. 

1*。 两 组 为 登 其 ， 其 对 应 的 重度 了 世相 加 ， 


2°， 所 有 力 都 彝 以 同一 实数 ， 则 所 有 的 又 。 居 了 
度 也 涵 上 这 一 个 相同 的 数 . ~ 

”以 ow 表示 当 在 P; 点 上 作用 一 个 单位 力 时 “ / 
点 P; 的 重度 ,这样 , 力 F,,-……，F。 的 联合 作用 
后 的 秋 度 y，……… ,ys 等 于 . 国 2 


api = (i 1,2 zy" 。 9 (C1) 


了 到 


解 线性 方程 组 的 问题 ,也 就 是 给 了 垂 度 和 1 ”3 要 求 出 力 Pi + 已， 的 问题 了 。 
在 忆 点 加 一 个 反作用 力 RR， 之 样 音 位 力作 用 于 Pi 时,P; 点 的 荆 度 等 于 
bi aii TT Ran, 


考虑 殷 纺 线 周 定 于 PP, 的 情况 , 也 就 是 
1; 二 性， #1 十 Ra = 0, 
R= 一 ef ea。 
也 就 是 在 Pi 点 加 一 个 意 位 力 ， 如 果 要 在 Pj 加 一 个 力 使 忆 回 定 ， 这 个 力 是 一 au eu 这 
时 
bj; = Ri dai He 


从 《1 式 消去 Fi， 得 
> 《aii 一 ayjand an) Fj= yi — a ene C2) 


一 了 


这 就 是 加 支点 后 的 平衡 方程 ,在 已 加 了 支点 在 Pi 作用 一 个 单位 力 , 5 就 是 已 的 垂 麻 ， 
逐步 消去 ,就 是 逐步 加 支点 的 过 程 .. 


35 经 济 平衡 


假定 有 *# 种 生产 品 机 …，P。 生产 一 个 单位 需要 zi; 单位 户 ， 如 果 各 产品 的 数量 
是 ls Tm ;为 了 生产 这 些 产 品 , PP 类 产品 的 总 消耗 是 . 


3 Nix 1 


j=1 


能 够 供给 市 场 的 数量 是 
和 一 和 OX 一 Bi 


因此 ， 知道 了 市 场 需 8 要 bys", bss 反 回 玉 考虑 给 各 工业 和 的 生产 指标 坟 ，，……* ,x 也 是 一 个 
解 钱 性 方程 的 癌 题 . 
迹 类 方 径 当 然 可 以 用 消去 法 解 ,但 更 好 是 用 和 登 代 法 解 , 关 于 生 代 法 将 来 再 谈 ， 


§ 6. 线性 巡 归 分 析 


党 一 变量 5 决定 于 5 个 因素 
His"* "Nes 
我 们 已 经 做 了 话 次 实验 得 出 的 实验 数据 是 
. 二 人 vi CE We, f= 1:… N. 
我 们 考虑 线 福 关系 | | 
二 一 > 到 
j=1 
问题 是 怎样 的 线性 关系 , 差 方 和 最 小 ,也 就 是 ,如 果 使 
(BD gj 
ct 之: 了 
求 算 样 的 = 使 
> CE EO 


=1 


最 小 即 求 


F(a "yy as) — 2 Gi > ER 人 (C1) 
的 极 小 值 ， | . 
命 对 
= > a Bk 一 > 二 各。 
了 一 1 
我 们 现在 证 明 


So 一 于 一 12， (2) 
的 解答 #/ 一 a; 使 (1) 到 最 小 信 1 
我 们 现在 来 证 明 这 一 点 ; 如果 wj es 并 不 道 合 于 (27。 例 如 ;有 一 个 天 使 
Son hn 
我 们 考 直 


下 《aiy，。 “1 十 s 3GKTia vv st 


组 


-> 人 人 a eng ) 
一 > (5® 一 Dan 让 二 2 (s*— > a "| 十 67 Pap 2 


p= (#0— > 卓 ; np) 十 2E (a -一 > xi 十 E2 2 
i=1 了 二 1】 . 


= Fa "sa + 2e0r 十 EB2apn, 
凑 方 得 
下 (Ga gps GA Es drs*'*s Gn) 
一 Fas oo 二 at 十 本 一 点. (3) 
| AL i 
如果 oak 关 0， 风 F(a,-… ,ao) 不 是 最 小 值 ,因为 在 (3) 式 中 取 6 一 一 axlaxx，。 则 
| 下 《ai dk Byars vaoga) 
的 数值 小 于 F(a ,a) 的 数值 了 . 
关 此 ， 求 如 当 平 曾 的 问题 一 变 而 为 解 线性 方程 的 间 题 了 ， 
臻 于 砚 证 明 , 适 合 于 (23 的 解 一 定 使 F 取 最 小 值 ， 这 一 点 的 证 明 不 难 , 如 果 (2) 仅 有 
一 个 解 ， 当 然 毫 无 间 题 ， 因 为 由 (3) 可 知 不 适合 (2) 的 都 不 可 能 使 了 极 小 . 〈 读 满 衣 证 : 
《2 一 定 有 解 ， 并 处 理 (2) 有 不 赴 一 个 解 的 情况 .) 
方程 组 《2) 当然 可 以 用 消去 法 来 解 , 但 是 这 是 一 个 有 对 称 系数 的 联 立 方程 式 , 即 ， 
RR Rin 
关于 这 样 的 方程 组 我 们 另 有 较 好 前 计算 方 靶 . 
以 上 的 证 明 的 优点 之 一 ,也 许 有 人 会 指出 , 它 浊 开 了 短 积 分 ， 直接 用 初等 的 “并 方 ”法 
来 处 理 了 ,实际 上 ,更 好 的 优点 在 于 这 个 方法 介绍 了 计算 数学 上 的 一 个 重要 方法 一 松弛 
法 . 


特别 在 计算 通 归 分 析 时 ,松弛 法 东 有 价值 ， 方法 是 : 
1) 先 任意 地 取 一 组 到 3” ape 
2 任意 地 算 一 个 


4 一 », ZE 一 bk? 
了 一 1 
如 果 上 内 震 0, 把 


的 9 MR RR 日 
作为 原 出 发 点 ;如 果 a 一 0， 则 要 换 一 个 不 ， 
3) 一 般 的 办 法 是 多 二 1; 2,… #1, 2,"…… ,2,""* 周 而 复 始 地 进行 计算 ,这 样 便 可 
以 得 出 所 求 的 解答 了 . 
这 方法 之 所 以 命名 为 松弛 法 的 原因 固 在 于 此 , 另 一 点 是 如 果 算 错 了 , 不 必 从 头 算 , 依 
异 算 下 去 ,依然 得 轴 正 确 的 结果 来 ( 即 从 错 了 的 (a 40) 再 开始 算 下 去 ， 依 然 能 得 出 
结果 来 的 ).。 : 
当然 ,并 不 是 说 常常 错 ,而 是 说 个 然 算 错 了 关系 不 大 而 已 ， 
虽然 “ 松弛”, 但 偶而 略为 紧张 些 可 以 才 我 们 更 有 效 地 解决 问题 ,例如 ， 比 较 一 下 
tt/ ARS 二 1, 2:**, 闪 
谁 大 , 取 和 使 这 值 最 大 的 整数 多 出 发 最 有 利 , 因 为 由 (3) 可 知 在 FF 上 减 得 多 了 ,这 方法 一 定 训 
以 逐步 贷 近 原 解 答 的 . 


87 行 列 式 


建议 从 $1 的 关系 引进 行列 式 ,也 就 是 用 数学 归纳 法 来 定义 行列 式 , 即行 列 式 


[| 


一 pa 十 ec tt addin. 


此 处 4;; 是 由 原 行 烈 中 刘 掉 第 辣 行 ,第 站 列 所 得 出 的 a 一 1 行 的 行列 式 的 数值 ， 再 乘 以 
《一 ] 

245 称 为 虽 的 休 因 子 ， 

行列 式 的 重要 性 质 : 

《12 一 行 ( 列 ? 同 以 不 玩 之 , 则 行列 式 的 数值 钙 原 来 的 二 倍 。 

(2) 把 一 行 45 思 的 二 人 翌 可 到 另 一 行 {( 列 ?上 ,行列 式 的 数值 不 变 ， 

43) 两 行 ( 列 ) 互 的 ,行列 式 变 号 ,由 此 可 知 两 行 相 等 ,行列 式 之 值 为 0， 

解 方程 式 的 Cramer 著 则 ; 


> Asti = Bb 
+ jl 
从 
的 解答 是 
d] ay in | 
总 好 如 Hn 
2 - py 四 | 


z* 有 相似 的 表达 式 , 但 这 个 是 把 | a 中 的 第 1 列 换 为 “而 那个 是 把 第 i 列 换 为 "六. 
齐 次 方程 的 基本 定理 : 


韦 
> aiixi 一 0， 一 
1=1 


有 非 显 出 解 的 必要 肯 充 分 条 件 是 
和 = 0. 


简单 推论 1. 如 果 2 > 吉 ，。 方 程 组 
SY a — 0 i 1 
一 定 有 非 显 见解 ， 因为 我 们 可 以 二 加 上 闫 一 严 个 方程 
| Da = 0, Ee 
其 中 0 


简单 推论 2， 如 果 # 声 m。 则 方程 组 
> i (1) 
有 非 显 见解 ,一 定 是 其 中 任意 二 个 方程 的 行列 式 都 等 于 9. 


比 姑 本 定理 较 一 般 些 的 结果 是 ,如 果 任 意 # 个 方程 式 的 行列 式 都 等 于 0, 划 (1) 有 一 


个 非 显 见解 ， 
证 关 12 由 和 恨 定 可 知 
dlls ? in 
kr » Aan 
a 一 0 
ey an in 


iy "Ty Rin 


把 这 式 子 展开 得 


end 十 十 asd 一 0， 


如 果 A sd 不 全 等 于 0， 则 方程 组 (1) 显然 有 解 3 Ai. 
2) 如 时 经 过 重 排 方程 的 次 序 , 或 重 编 x; 的 号 码 , 使 


和 


则 由 1 可知 本 定理 正确 . 
3) 现在 考虑 2) 没有 包括 进去 的 情况 ,考虑 x 一 0 时 的 情况 ,更 在 有 


ss 
Hp—Hs "Harn—l 


Hi "Ts in 


duBi 十 “二 一 
即 取 和 一 Bi x 一 Bry xn 0 就 是 解 . 
这 样 可 以 运用 归纳 法 来 证 明 本 定理 。 
现在 来 研究 $1 中 可 所 出 的 齐 次 方程 组 与 非 齐 次 方程 组 的 关系 。 
首先 如 时 


Dai = 0, Pe 


有 非 显 见 解 ， 则 加 
Be 7 一 1 (2) 
也 有 非 显 见解 . 
”这 是 显然 的 ,因为 行 换 为 询 ,行列 式 的 数 信 不 变 ， 命 
> Sraij ™ 0, 


. isl 


并 可 假定 吉 关 0 如 此 则 由 


v Eb 一 症 (3) 
i=1 
可 知 
之 bd — 之 已 (2 oz) ~ 之 (> Ta] 一 个。 
显然 点 一 1 一 一 加 一 人 时 ,方程 组 (3) 无 解 。 
.如 果 (2) 仅 有 显 见解 , 则 
. 正史 | 天 0。 
由 Cramer 公式 可 知 方程 (2) 有 解 
注意 Cramer 公式 虽然 麻 亮 ,但 是 真正 解 方程 式 了 时 不 常用 它 , 轩 为 其 中 运算 的 次 数 太 
多 了 ， 四 


$8、Vandermonde 行列 式 


定理 1 
l,l, :+:+ 1 
是 本 四 
站 一 和 (ra 的 和] 一 和 2 ”|= J Co *), 
Se ni 
x x, > i 


证 明 1) 用 归纳 法 ，2 一 2 时 ,显然 正确 . 
2) 在 第 2, 3,"…,# 行 中 各 减 前 一 行 的 坟 倍 如 此 得 


A | at "1) "Xn — Ks) 


x ry 一 x1) 3 ”3 x rn 一 wi) 


a ee NE ee 


一 {Cx 一 xX) - 《ma 一 3 和 ”Te 
天 于 站 > C3 33 


用 归纳 兴 即 得 所 求 . 
随和 让 当 关 一 为 了 时 人 一 0， 因 此 二 一 属 可 除 尽 和 ,因此 
IF 《2 一 Xj) 
， Her pl 
可 除 尽 A, 再 比较 #9 1452- -…z,* 1 的 系数 可 得 本 定理 , 
这 定理 有 以 下 的 显然 推广 ， 
定理 2 命 P(x) 是 第 i 次 多 项 式 , 其 x' 的 系数 是 a;。 如 此 则  . 
Pt), “3 Polx,) 
P(r), "*"s P(xn) 


和 


P,— 区 fi。 ,PP Ps— 区 ra 


这 个 结 过 的 证 明 是 容易 的 ， 首先 ， 第 一 行 全 是 a, 以 m 除 这 一 行 ,得 一 同 为 1 的 行 的 
行列 式 ， 命 


Wi pl 


-oo TT -Dd. GD 


P(x) = Ar a 


命 
Px) = gril + gr 二 a) 
在 第 三 行 中 减 去 第 一 行 的 a 倍 , 减 去 第 二 行 的 a; 倍 ， 再 除 以 ws 第 三 行 变 为 


i ， . . ls 本 本 和 和 3 
依 此 绕 行 ， 即 得 所 求 的 公式 了 . 
定理 3 我 们 有 
1, 9 1 . 
cos0,, - .> cos O, Ids-D pi) 
一 23 J]I 《ces Bi 一 cos8,) 
rs -il 
COS (wn -一 1)0.， 四 COS Cn 120， 
及 
sin 已 ， ?+ sin 6, 
sin 26,, CE 曲 四 5 sin 20n et 2¥n#-D sin 8,- sin 0, II Ccos0, bm cosO). 
a PPT . | 
sin ns, * Snnp。 
征明 由 于 : 
《cos + isinO) 一 cosn0 + isin nd, 
因此 


2cosnd = (cosd + fsinO)° 十 《cos 昌 一 ;singJs 


sD 所 


一 (3 )re sing)i 十 【一 sin 的 中 cos "1 
一 了 之 WD 


| 


cos nd 一 和 《一 1 Ga — co tcos" tg 一 下 nC eos 日 ) 。 
这 儿 P 是 sos6 的 多 项 式 其 中 cos”6 的 系数 等 于 


二 21! 
以 开 代 人 原 行列 趟 ， 得 
1 ， “ay 1 | Po eos OH,), ""*y Pe cos 日 
eos , s cas 上 


一 P(ecos0,), ”3s Pt cosO.) 
已 _， (cos 0.) 9 Pri{ eos 6,) 
= Dt I {cos 一 cos0;) 


eos (# — 1) , cos Cn — 1)0, 


eri el 
六 
2isin#0 一 《cos 上 十 sin — (eos0 — istn BY) 
-5 (7) [CG sinO)! — GisinO)!) cos"-i0 
i=0 
晶 
一 2 ( ) (一 1)tsinKnigcoss- 计 ~ 夫 ， 
2 2 下 十 1 . 

即 - 


in nd = sin® (C1 一 cos 冶 jicos" -站 - 匠 
7 Bt) oD (1 cong)teo 
一 sn {cos), 
这 儿 9。:(cos8) 是 cos8 的 # 一 1 次 多 项 式 ,其 cos*-'9 的 系数 为 
. n 下 a i 
< 一 — o= 2 一 9 一 1 一 
区 十 1 之 G 2 的 ? 


Her ) [FE 


远 此 
sing,, .*-, sn0, 


Oot cosB), +, Ool cosd,) 
sin 28,，- sin?20, 


站 
CE 


Sin wD, "+**, Sin nd, 人 cos 有 9-(eorg| 


2 singi… sinf, TI (cosd; 一 cos0;), 
: ti fpL | 
定理 入 


a 1。 


—24"%0TT sn 60, J 《cos6l 一 cos6)， 


t=1 . Wi il 


有 有 


sin( yO— 二 】 Qicos 9, 一 (C sin v0, 十 sin(tv — 1)0,), 
所 以 原 行 列 式 等 于 


snB, sind,, + sind, 
1 sir 2 人 一 sind,, sin20,— sin@,, 7, sin20, 一 sing, 
2° fT eos L 0 
i=1 sin np 一 sin{n — 1)0.,, "ginn0, — sintw— 1)9, 
Slim sinO,, +", sing, 
1 sin 20,, sin 20,, ++- 。 sin 20, 


下 
1 | 
2° [] cos —#, 
fi 2 |sinng,, sinnd,, -*:, sinnb, 


ee 2¥ntn—t) sin Bi.， sin 一 8。 [II 《cosB， 一 cos 上 )。 


Te pzE 
定理 5 


2too J e020; JI 【cos 由 一 cosgi)。 
3 


Wi jl 


和 


证 明 第 1 2 列 是 各 乘 以 
sin 工 日 ， “= sin 0,. 
2 2 
由 于 
sin 日 | cos ( 十 3 8; 一 Csin(y + 1)8,— Sin eb), 


所 以 原 行 列 式 等 于 


sinB,, es jn, 
sin 2 一 sinP,, "ey sn 29. 一 sin?, 
1 sin 3b: 一 sin20, +::-, sin20, — sing, 
2° TT sin 工 日 se 
i=1 sinnd, 一 sin(# 一 1 sin#0, — sin(n — 1)0, 


» 12 。 


Hn, -号 


"sin20, 


hk 
[Li 
了 
BB. 
| 
性 

一 

- 


Lo 
6, i 
2 |sinnd,, *::, sinn0,. 


”Hs 
一 230-Dr ecs LO,oos ces 昌 | 一 cosp,) 
2 一 已 0, 2 0, 1 9, 8, 
习题 1 用 某 一 次 序 来 标 列 一 个 多 边 体 的 # 个 顶点 ,现在 做 以 下 的 行列 式 , 如 果 第 i 
个 顶点 和 第 i 个 顶 后 之 中 有 一 边 相 联 ， 则 取 qj n= 1. 不 然则 取 mi 09 特别 有 
as 0 . 
证 明 ”这 个 行列 式 的 数值 与 顶点 排列 的 次 序 无 关 , 并 且 算 出 四 面体 ,六 面体 ， 八 击 体 
的 行列 式 ， 例如 四 面体 


O0111 
1011 
1101 | 
| 


提示 ”把 第 i 点 换 为 第 7 点 , 则 第 i 行 与 第 i; 行 ,第 i 列 与 第 i 列 癌 时 进行 交换 。 
营 数 六 面体 ， 9, 八 面 体 : 0, 


< 一 3 了。 


习题 2 算出 
kk 1 1LT 1 
bis dls 和 ''"* al 
Bs bis dy ''* A 
bs bs 如 Hn| , 
习题 了 3 试 证 
二 十 工 了 二 了 
ht Eo i 0 
二 二 总 p10 m 天 0 #0 
ni i 要 后 - 
有 ma p 
i 开 Ei nn 


一 (一 2)(p 士 1 + VY Pot 1— VP). 


此 处 
p 一 人 + 二 + 二 )G 十 友 十 op)， 
$9 对 称 国 数 
招 滋 积 
Hr) = Cx x (1) 
展开 成 为 


fx) = x or 十 Doxe -3 二。 C2) 
这 上 儿 
二 十 十 :十 py 


Ty i 


其 中 o; 是 所 有 的 从 za， ……，x。 中 取 个 张 识 的 总 和 ,这 个 表达 式 中 有 ( ”) 项 ,每 项 是 i 
个 数 的 乘积 . 
这 些 mm，…，o。 称 为 axw 的 初等 对 称 函 数 . 
定义 如果 把 zj …，zs 重 排 成 为 xi … sz， 函数 
PFCn oo Ce， 
如 果 所 有 的 重 排 这 关系 式 都 成 立 , 则 函数 了 称 为 zx"… ，x。 的 对 称 函数 。 
初等 对 称 函数 是 对 称 函 数 ,还 另 有 一 主要 的 对 称 通 数 是 对 称 千 和 , 即 
人 一 4 十 十 3 
定义 西 王 工 癌 一 3 取出 一 项 Xr tm, 用 
Zhirhr 
表示 由 该 项 经 由 可 能 的 排 询 所 得 出 的 总 和 ,例如 ; 
中 一 Dix 


注意 这 不 同 于 z 
> DE : 


因为 一 个 没有 过 项 , 而 一 个 有 
在 (2) 中 已 以 x, 得 . 
A rt or ot Do 0, f=1,2,.", 7, (3) 
把 这 看 成 为 # 个 线 竹 方程 式 , 把 一 ,5,-…… 《一 12"o。 看 成 为 未 知 数 ， 用 Cramer 公式 
解 得 


-1 。.。 t+ on fl 1 LN 
XT， 3 TE 9 X11 3 ,1s1 / sx » Kisl 


A 
可 一 上 os rl un 一 1 ; Wl 9 一 
Tn » | Ty "> Eo | 寺 。 少 贞 中 3 ”和 tnal 


[| 


则 
An 8 OO— 1 ?二 1,7—1,..…,0) 
ACn OO— ,Hm 2,...+,1,0) 
习题 1 证 朋 ACn—1,n m2 15 0) 除 得 尽 所 有 的 AKC 并 且 其 词 
是 对 称 函数 . 师 


= 


ri 


习题 2 试 算出 
At# 十 1 一 2 1 0)， 
Alr + 1,s,4— 2,5— 3..., 1,0). 
提示 : 和 正明 形式 上 有 
Atn 1,n—2, ,1， 0) = A — 1, 5 2,- 71, 0) x (ADx: + BTxr,). 
再 定 出 4 与 8. 我 们 现在 研究 
Ty Ty Ts 
与 
- 3 
的 关系 由 式 (1】 的 对 数 微 商 可 知 
/~ + .100) 


二 一 和 一 XO— ra” 
由 于 
二 tr 
可 知 
I) fe) tC) -六 CD 一 ee 
一 5, C—l'o, p33 rixp Tt 
一 三 (BD Daa }= 
对 : 求 和 因此 得 出 站 
fo] 一 5 ( > 《一 Dzze， EE 
习 一 方面 ,微分 (2) 式 得 
7 = > (Doniey' ~ a Cts ae 
比较 系数 得 


> (一 0) Fiat (OO— De + Lo, 


20, 1 2 np—1. 
把 : 换 为 一 z， 则 得 


BB (—1% a 一 Ces 一 工 于 Do 


了 一 上 ,2 ,#1 对 


‘wm 1 


= Nos 
Ors Cro 一 一 (人 一 Las 
To 一 ont so = (1 — 2) oy 
. gm Om-1 于 "中 {—1) ”gms = 1)"{n 一 mm) Ome 
以 mw 二 1, 5 一 # 代入 ,并 移 项 可 得 | 


A 一 Gy 


En-18 一 苛 机 一 2 十 :十 C—1)" 1s, -= FO ge 
把 5 …' 看 成 为 未 知 数 , 解 这 线性 方程 组 得 ; 
定理 2 (Newton) 


nm 1 om 1 0 
i - » = |20 0 11]; * 
2 2 $s Us TL 
vil 0 
20 0 1 
yo 一 | 20 a ow ， 可 下，2,""*, 并 
dn Tl Om *" 
再 招 o,,*…o。 看 成 为 未 知 数 解 得 ， 
定理 3 
。 1 5 了 oo 1 了 1 1 0 0 
ll} 1 1 5552 
2 337 53 | Ty 2" 
中 下 | 0 
是 4 33 2 吕 


如 果 mr 则 由 | 
tO qx 二 :二 (一 1)"o, 一 0 
乘 久 Py 再 对 i 二 1， 2,"…，# 相 加 ， 如 此 得 出 
Sm OSs 十 “十 ee 一 0, 


即 s% 可 由 ss 0s， 及 si1,"…*; 5m-s 看 册 来 ,这 是 递归 公式 ， 
§ 10,， 对 称 函 数 的 基本 定理 


定理 1 任何 一 个 对 称 函数 (多 项 式 ) 一 定 可 以 表 为 初等 对 称 函 数 的 函数 ， 

证 明 1) 如 果 能 够 证 明 , 它 可 以 表 为 ,54，-…, sm，"… 的 函数 ， 网 由 上 和 节 的 结果 知 
道 , 它 可 以 表 为 mo 的 函数 ， 

2) 由 


» i。 


TT ap eT 


可 得 
snp 一 Dxrt + 信和 和 
ey 
当 mw sp 时， 可知 对 称 函数 
PATHY = Snip — fmtps 
当 如 一 户 了 时 | 
Smsm = Sam TF 2 PrP, ' 


即 对 称 冰 数 


Pr)" = 二 人 一 Sm), 
3) 再 考虑 有 三 个 不 同 因子 的 对 称 函 数 台 x?x?x4. 
如 果 起 ， P24: 各 不 相等 , 目 mw 十 gp,， PP 十 4 所 识 时 ， 
一 DxPrert 4 Dryxtte + Sarrxtry. 
由 (2) 可 知 
1 一 Smtp) 一 Se 一 Te 于 Jp — Hmtptg + Srp 
因此 


ax ”Ta 二 dmtptge 
如 果 m, p, 4 各 不 相等 ,但 ww 十 4 一 时 , 则 得 
也 hp 一 smtpse 一 50fm4 一 去 如 一 sptgsm 十 Te 
如 果 mps 各 不 相等 ,但 p 十 4m 时 ,区 得 
er 人 二 5 一 Si gp + Slim 
如 果 二 =p 则 得 
2 Cri 一 S50 一 dmg 一 了 oa 十 ZS2mt qe 


”又 如 果 w 一 pp 一 g， 有 即 


ED rr a)™ 3 dems 5m 
期 x8 寻 4 可 以 成 为 镍 等 对 称 函 煞 ， 由 此 方法 续 行 ,可 以 证 明 本 定理 ， 


.$11. 两 个 代数 方程 有 无 公 根 
以 前 讲 过 了 一 个 重要 原则 ， 如果 有 一 组 非 全 为 0 的 数 +1,-…', x, 使 得 
So 一 0， 一 2 
i=1 : 


则 
[es 一 0， 


ss rr- 


这 一 原则 十 分 重要 ,并 且 是 一 个 经 常用 的 工具 ,现在 举 几 个 例子 来 说 明 此 法 的 应 四 。 


全 1 埠 定 
hott 十 全 二 十 = 
boxrs otE Br? 4 bax + Bb = 0, 
有 一 个 公 根 了。 风 
ds 十 a 十 a 二 ai 二 at 0, 
a a 十 a + a = 0, 
a 十 0， 
bors ot bE + bi + bo 0, 
oe 二 PEt 二 二 bpd’ 0, 
Bott Be + bd:+ bs = 0, 
十 2 十 Bb 语 十 妃 一 0， 
可 以 看 为 七 个 线性 方程 ， 有 一 个 解答 
Ti rE xy, ty 和 
这 是 不 全 等 于 0 的 解答 ， 因 此 
Bo di a ds a 0 0 | 
0 en ti A a a 0 
DO 中 Aas 2 2 93 da 
A 二 000|=0, 
0 bbb 0 0 
D0 Bob bb, 
0 0 0 bo Bb, Bb; bs 


这 便 是 方程 (1)， 《27 有 公 很 的 条 件 了 . 
一 般 讲 来 


He) = ox 二 0 
Br) = Borr + Bix"! 十 十 bn = 0, 
有 公 根 的 条 性 可 以 由 
f(x) = 0,° ,f(x) = 0, fx) = 0, 
xn) = 0 x8)0 ~ 0, g(x) ~— 0, 
消去 xz x, 1 而 得 出 的 行列 式 
A—0. 
如 果 f(s) 一 0 根 是 mr， 0s 8(z) 一 0 的 根 是 B,……， PB， 


A grbs 11 I {Cor — #7 


这 个 定理 的 证 明 , 这 此 不 谈 了 ， 
例 2 算出 


Hy = 二 pri+a—0 


一 上 。 


则 


有 宣 根 的 条 件 。 也 便 是 求 出 1(x) 一 0，f(lx) 一 0 有 公 根 的 条 件 。 


二 sn 


(1) 
(2) 


1 0P9gT 
—2p 一 39 0 


ol0pgql. 
302001= 0 —2p —34 [= 4p + 279, 
0 300 3 0 PF 
00307 
即 如 果 玉 w) 有 重 根 , 则 4 疡 十 22797 一 9. 
实质 上 这 个 定理 不 要 如 此 证 明 的 ,因为 


fr) = 3 二 +p. 
”由 了 (x) 一 0 解 得 
也 


二 十 一 本 
代入 x) 一 0， 即 得 所 求 ， 
习 目 1 求 出 | 
好 中 5pa3 十 3zx 十 了 一 0 
有 重 根 的 条 件 。 


$ 12， 代数 曲线 的 交点 


命 人 zx y)，gCx,y) 代表 x*,y 的 多 项 式 ; 则 
1#, 2 = 0, 
g(t,y) — 0, 
种 民 表 一 条 代数 曲线 ,问题 是 求 这 两 条 代数 曲线 的 交点 . 
方法 是 ， 把 Kx y) 与 g(x,y 》 看 成 为 * 的 多 项 式 , 其 系数 是 + 的 函数 ， 宙 上 节 的 
方法 消去 7， 即 得 一 个 行列 式 , 展开 行列 式 便 得 y 的 多 项 式 ,使 行列 式 一 0， 解 出 > 然后 再 
解 出 * 来 . 


例 求 籽 贺 ， 
十 人 二 1 
a bb 
与 双 曲 钱 
xy 一 
的 交点 。 
从 2 
0， 
2 pb’ 
yri—x— 0, 
yx*—1= 0, 
消去 ,+ 得 
1 
1 0 PL 
a b’ 
> 一 1 0 | 一 
0 } 一 上 


IT9 。 


由 此 解 出 y， 然后 由 x 一 六 算出 2 
注意 ”这 些 方法 虽然 用 行列 式 的 方法 表达 ,但 在 实际 应 用 时 ,还 是 用 消去 法 的 好 。 


$ 13. 行列 式 的 天 级 数 


行列 式 的 另 一 定义 是 ， 
Has “ ”3 Hin 


和 


> I 
一 Bn 人 nine 
下 


这 几 人 1， 如 果 (} i 是 候 置 澳 ，$8 Bi sie = 一 1 如 果 ( 0 ?) 是 奇 
置换 . 

这 一 定义 看 来 较 手 提 , 并 且 在 具体 计算 时 工作 昌 很 为 顺 重 ,但 是 在 理论 上 仍然 十 分 有 
甩 , 我 们 现在 举 一 个 十 分 重要 的 用 场 . 

定理 1 命 

0) = Da i 1, 2, n, 
表示 4 个 客 级 数 , 并 且 萎 当 |z| 三 p 时 收 化 。 则 当 
lal ps sass| < 

时 ， 有 次 之 恒等式 
his), "ys hts). 


[| 


{aC21) "1 ”3 ke) 


时 
. (DT in 
. a 3 rs | 121 a ”LL 
= > CE a Lo 时 CE 
Lil a Cm! | 外 
Bi sin Rn ps Se le 


证 明 ”出行 列 式 的 蝴 开 法 可 知 此 式 左边 等 于 
之 ， ri ink fi Ce) "fi sm) 


i 了 
- 
Fa 


fi=0 En 


LL 
; z 
- [ 
> :+ .5 ( 2 让 2 渤 atin a "atin 本 1 四 
n=0 站 三 一作 1 
《二 《1 
加 ~» | 3 Hr 
er > a sil "gn 
0 rn 《am 
tl 7 A 
1} (1y 
Hr, ai 
Nt > Bt 2 ef gn 
ed Ln Cm} a 
a » 


和 


即 得 本 定理 . 
特 列 取 
AACE 一 fx:e) 


Ha = grt qs T+, 


Hn Oo a 
{i 1 
ai ， - HL 3 | 
‘ 上 
6 可 ly "sy la 
上 上 
Xs 3 Xe 
= 08 al 和 
i 
Ya 3 和 
即 得 
定理 2 命 
HK) 一 由 十 az 十 


囊 示 一 个 当 |z| 三 Pp 时 收 合 的 等级 数 , 则 当 12 sp 时 ， 
frp)» ”3 frps) 


和 


所 eye 


本 
Xu “Xe yy "Ya 
| > i 时 中 各 和 
Ea xi ， ， zn yi - yn 
n » 北 


再 取 特 例 
1(2) = (1 一 #7, 
则 看 
定理 3 当 |zyil 之 1 时 ， 


和 [a 
上 x ys ~, Va . 

Di is rn F i ln 

Ti 3 rs Ys Ys 


gr ACrs" “> xp CN, ?5 
JI lI C1 — xiyi) 
这 儿 人 (ex TT €— x*). 


Wert jerl 


证 明 “由 定 到 2 可 知 ,我 们 需要 证 明 的 是 


Cr ra AAC sy) 


1 TT I G 一 sy 
EC tsp” ? 1 rs i=1i=1 
这 个 恒等式 可 以 从 下 一 定理 中 换 变数 即 得 
定理 4 《Cauchy) 
1 . 1 


站 Ar yzA(CDs 1a) 


1 1， TI + 


rn yi” ”xn ya i=1j=1 | 
证 明 从 第 二 、 第 三 ,… 第 # 行 中 各 减 第 一 行 ,; 且 利用 
二 1 二 一 总 1 


一 一 一 


可 知 上 面 的 行列 式 等 于 


1。--...， Tv ye。 1， 
_ 1 1 1 
三 一 了 » 3 
Ct) Oo CR or Oo 0) 加 二 十 J | ys 
一 
J Cty) 1 1 .1 
上 5 三 1 一 一 一 一 一 一 一 一 一 = 


tty | 
由 第 二 第 三 ……" 第 ” 列 中 各 减 去 第 一 列 则 以 上 的 行列 式 等 于 


四 1 时 中 委 1 
X,Yy ty 
Cp) a 
ed 1 1 
:十 i. 
Hr | 
由 归纳 容 得 出 本 定型 . 


§14 Wronski 行列 式 的 震级 数 展开 
出 于 : 


一 和 (Kaiy， ” | PCsay- "" > 309 


2 
此 处 了 是 2 ss 的 齐 次 函数 ,其 次 数 等 于 
Lt 一 GG) 一 2..—-2—1 


于- 十 一 721). 
让 于 0 所 以 除 


由 22 = 


有 一 1， hn—2,.:, | 
以 外 ， P 的 次 数 常 天 于 0， 因此 当 20 一 日 时 ， Pigs Ra So -> 0, 因此 
在 定理 13.1 的 假定 下 


方 Ksi 本 Len) 
Jim A es . 
S11 Bl" "yy 
se fe , "yy fr Coa) 


和 


| Ar, 23， Wii 6 这， ap 
a a a , eg . 
六 (0 ， "sy fC0) 

和 一 上 
一 《一 1 nD fC0), “ys 六 (0 
1121. {x — 1)! 


和 


站 0， 有 (0) 
换 变数 可 得 . 


定理 1 如 果 


hls) ,fa) 
在 z 一 2 时 解析 , 则 


区 ~ fres) 
1 


mm TO 
AKC B29" “yy ) 
Ena ?i A “3 en) 


A "sy fCs0) 


os (na DE 万 (so ， “3 fz0) 
1121+" "tn — 1)1 


和 


fr tr), "a jr (wo) | 
习题 ”用 带 余 项 的 Taylor 公式 来 处 理 本 定理 ,减弱 关于 f(z) ,…… ,f(x) 的 限制 。 
特别 取 


则 得 


2 3 2 
im— 1 | 
(5ls “ > 3a) 
中 于 
etl 2 3 3 
1, 
fay 
站 (一切 


二 


二 mm 内 人 有 
== {1 i 13 9 i 。 
(一 1 TI121 一 1 


在 定理 13.1 中 两 边 除 以 As gan) 再 命 3 Vs 则 得 


定理 2 在 定理 13.! 侵 定 下 
Fits), “+*y fC) 
fCz), + fle) 


a 


a 


x htintn -1 


= >) 和 (人 


He pe 


此 式 的 左 端 称 为 函数 包 ， 及 的 Wronski 行列 式 。 


FE tn ee 


了 


| 1 


一 


第 二 章 ”和 矩阵 的 相抵 性 
$L 符 ”号 


我 们 用 4 = A 代表 才 行 # 列 的 矩阵 ;而 4 一 4 四 9 一 dem 表示 # 行列 的 方 阵 。 
单行 录 阵 (mw 一 1) 称 为 矢量 (或 称 为 行 矢量 ), 单 列 矩 阵 kz 一 1) 称 为 列 拓 量 , 
如 此 ， Ee 0 b=— bu, A A mn 
+*A=b 
代表 线性 方程 组 - 


j | 


2 
1 


对 角 线 方 阵 以 [da …，in] 表 之 ,其 中 如 项 次 是 对 角 线 上 的 元 素 。 
1( 二 1m) 表示 = 行列 的 单位 方 阵 ,0[ 一 0cmo] 类 示 m x + 的 零 和 矩阵 ， 
4A' 表示 由 4 经 行列 互 换 所 得 出 的 给 阵 . 
和 与 积 的 定义 和 一 些 简 单 性 质 都 不 再 重 述 . 用 
da 3 
， 4 本 ) | . 
表示 甜 阵 4 中 取 第 9 行 及 ,…'， 记 列 所 微 出 的 7 行列 的 方 阵 的 行列 式 ， 
定理 1 命 


. 


A= A (ai) B= BD (bi) 
C= AB(= C™)). 
如 果 p 声 #， 则 
ly 2, "*" pp 
I Cc)reiesl Se . : 
这 和 过 所 有 的 适合 于 之 过 。 过 7 的 fy 这 rr 是 成 1， 22 中 取 来 
的 。 如果 p > 2， 则 行列 式 之 值 等 于 0. 
证 明 息 定 ?二 x 由 于 


risfis “"*s ") 


于 
ci >) disbasis 
， 二 一 工 
所 以 


，| 上 
> nbs 的 的 插 > Apso 
n=1 - : 


sp=l 
| 一 | 


mn 
2 
Dapa ben **"y > dprpbspe 
= 


于 号 于 


加 人 Hum ws， 
mm ~ ， 站 


可 
1 Er 5 5 Rs bsp 
L 1 7 pn 
rz=1 二 下 


nn pr 
wo > Bel 和 
二 EL 
aga; Dipeg ， ”9 2 Hprsbsp 
了 二 工 rp=1 


-六 p20 pal 1 ") (1) 


sl1 Slsd2s "a Sp 
此 和 中 有 两 个 相等 的 项 一 定 等 于 0， .所 以 我 们 仅 需 讨论 诸 2 旨 互 不 相等 的 诸 项 ， 
由 1, 25…>a 中 取 一 组 适合 于 四 


Ff) -< 忆 一 . < 
的 整数 列 ， 在 5-…, ss 中 有 p1 项 经 过 排列 可 以 得 这 样 的 数列 ， 所 以 
1, 2,..*>p 
| es | vrei = >) > 二 ) bys* ” Bipps 


人 Fitp fist23 ne s fy 


这 几 491， tp 过 fis"**s tp 的 所 有 排列 ， 由 于 | 


1, 2, «-» | 
4( » 23 "? -4 » 2, "PD ) on 
3 2 *** si 


4.fp fis Fzs y fp 
可 知 i 
1， 2, sy p 
es 一 > 地 ) >) Bl 多 biop 
Neraerpg Fs fas sy Fp Tip 
1， 2 "ry p . Tis "sy fp 
~ a 让 
AT Fi Pas "ry rp 1， "ey p 


即 得 所 证 ， 
如 这 # 则 和 (1) 中 所 有 的 项 都 有 两 个 :相等 ,因此 所 有 的 项 都 是 0, 故 得 定理 ， 
博 记 1 歇 共 证 明 更 一 般 的 恒等式 

” ) ,A 加 “a ,) 人 “9 本 


jy i fp 


此 处 9 Fp 仍然 从 1, 2，…， & 中 选取 ， 
附 记 2 两 个 方 渐 4, 8 之 积 之 行列 式 等 于 4 与 吾 的 行列 式 之 积 。 


92， 秩 


如 果 4 的 + 十 1 级 子 行列 式 都 等 于 0 而 至 少 有 一 个 + 级 子 行列 式 x 0。 则 r 称 为 4 
的 秩 . 
定理 1 如 果 C— AB, 而 4， B, 局 的 秩 各 记 为 As TE Toes 则 
re SS min(Cr ag, rB), 
这 定理 可 由 上 节 的 结果 推出 : 
如 果 4 是 可 道 方 阵 ， 则 
Fo™™ Fae 


之 举 襄 时 


因为 由 定理 1, 可 知 


fc < ry 
而 多 由 B 一 4™'C 可 知 
rp 挟 < re 
同样 下 是 可 道 方 阵 ， 则 
fe Yas 


注意 1， 有 有 时 最 等 号 , 例如 
10 
A4~B-c-( ). 
2， 有 了 时 取 不 等 号 , 例如 
10v. /00: 
4~(, 6) B—(,1): “一 
定理 2 如果 C 一 4 上 TB， 则 
re 苹 4 二 ya。 
证 明 到 考 起 C 的 任意 一 个 ?级 于 行列 式 


ui 士 Bi 2 ss ihp 十 biap| 


[| 


ips TT Biphs "sy divhp TE Bishyp 
A 士 Brih,s "a Gibp 二 Bip 


[和 和 


|ajss 


bik3 最 二 下 中 Bi ,3 ” Ss fhp 十 Li 


ph 十 Pivas3 "ss iphp + 六 


和 


Biya 多 ih + bi? ”” ”3 oo 十 Dish » 
腿 这 样 拆 下 去 ， 可 以 把 这 行列 式 拆 为 2* 个 形 如 


Hi Ts hs bi spr "Ty Diky 


本 


CN 
之 和 .现在 证 明 这 样 的 行列 式 二 0, 这 行列 式 中 或 有 "4 列 以 上 的 a ,或 有 rz 列 以 上 的 

2 即 s 1 或 pp 一 s > ras 现在 假定 p 一 s rs， 依 第 一 列 展开 , 展开 后 再 依 第 二 
列 展开 ,… ,第 : 列 展开 ,最 后 得 如 下 的 形式 


Bi hp? Ts tu] 


和 和 i 
- 1 


Biphstrs 


这 个 和 中 ha""*s js 在 sy***s i 中 尾 取 ， 但 jis 由 p—s> rp 可 知 ， 及 后 的 和 
式 等 于 0, 同样 处 理 * > rs 的 情况 ， 因 而 得 出 永定 理 ， 


有 阶 记 1 4=( B= (oo ) +4 十 
* 六 [a Ei 
\oo. o00. 如 4 B 


2 (20) ( ) 
, A ， Fo= 六 十 rp, 
00/ 014” ° “ 


apn, ik jh 


J 


$3 初等 运算 


在 解 线性 方程 组 时 ,我 们 曾经 进行 过 三 种 运算 : 
1， 把 一 个 数 9 乘 在 第 i 个 方程 上 ， 
2. 在 第 i 个 方程 上 减 去 第 了 个 方程 的 上 倍 。 
3. 把 第 i 个 方程 与 第 7 个 方程 互 澳 , 

我 们 看 这 三 种 运算 反映 在 炬 阵 


上 的 意义 . 
1， 对 矩阵 的 第 i 行 上 元 案 同 成 一 数 4 也 就 是 在 了 的 左边 乘 以 方 阵 
~ [1l, 1 全 1，" TI] ， 
第 全 
为 了 方便 起 见 , 引 进 符 号 Bu， 它 是 一 个 二 行列 的 方 阵 ;其 中 除 a 一 1 外 ,其 他 的 元 素 都 
是 0, 这 样 可 以 窟 成 为 : : 
[1 ,1,g,1,- “1 一 Eu 十 十 Biya qaEi 十 Eixyrit :+ Enns 
2， 每 从 第 i 行 减 去 第 i 行 的 对 应 元 素 的 “ 倍 ， 也 就 是 在 了 的 左边 乘 以 
地 一 五 六 
3， 第 1 行 与 第 i 行 互 换 ,也 就 是 在 P 的 左边 彝 以 方 隆 
I— En Ei 十 Ei 十 Ej 
所 区 Gauss 消去 法 实质 上 就 是 在 方 隆 了 的 左边 肾 以 这 三 类 的 方 阵 ， 但 是 第 三 类 方 降 是 第 
一 、 二 类 方 阵 的 乘积 ; 


(90) 
CI) 


第 二 类 的 方 阵 称 为 平 延 .在 方 阵 的 研究 中 有 极其 重要 的 地 位 . 
定理 1 任何 一 个 满 秩 方 阵 可 以 表 为 第 一 、 二 类 方 阵 的 乘积 . 
证 明 方 阵 
4 一 (Cai) . | 
的 第 一 列 中 至 少 有 一 非 圭 的 元 素 ， 下 以 一 个 第 三 类 方 阵 拒 4 变 为 一 个 广 隆 ， 其 中 au * 9， 
Er 
[an, 1,:**, 1], 
不 妨 假 定 my 一 1， 乘 以 
1 — dnE, 


s 2 二 


得 一 方 碎 en ™— 0, 依法 继 行 ,得 da 0 
四 同样 考 蕊 


因此 可 知 : 一 个 满 秩 方 阵 左边 乘 上 第 一 ,二 ,三 类 的 方 阵 可 以 把 它 变 为 三 角形 
fl a dy "sy dn 


oO 1 ds "02n 


和 


的 形式 ， 再 柔 以 


本 


全 可 把 a 变 为 0 续 用 此 法 ,最 后 得 出 
i 
即 得 
LLd 一 了 。 

此 处 Li; 邦 是 第 一 、 二 、 三 类 的 方 阵 . 

申 于 这 些 方 阵 的 逆 仍 然 是 这 些 类 型 

《[T3 Tt 一 上 1 1 91 TI 一 2 一 了 十 iE 
(I— Ex— Et E+ Ei 一 了 一 Ej; 一 Bi 十 Bi 十 jy)， 走 得 定理 ， 

阶 记 这 方法 可 以 用 来 求 方 阵 的 道 , 仅 须 记 着 在 进行 过 程 中 可 以 做 得 “ 粗 " 些 , 鲍 冯 


的 左边 乘 上 
1 0 0 
#1 1 0 0 
四 在 1 0 
—an 0 人 


可 以 把 第 一 列 第 一 元 素 以 外 的 元 素 一 次 都 化 为 零 . 而 这 方 阵 的 逆 是 
100: 0 


| 


定理 2 ” 任 一 满 秩 行 列 式 为 1 的 方 阵 一 定 是 平 延 之 积 。， 
证 明 提 要 : 1 


* 39 9 


OEY- 
Car =-( a 


( 0 a) 一 (1 0 t ) C Wa a + 


因此 ，( 。 , 可 以 表 为 平 延 的 乘积 . 


?2) 全 用 [em 1]、， 而 用 [x5, qs 1 1]。 
3) 不 上 (1 ) 而 有 (_， 0) 


—1 10 
54 相 抵 -| 
定义 两 个 mX # 算 隆 4，B 称 为 相抵 , 如 果 有 满 秩 的 P( 一 zw)，9( 一 gm) 存在 使 
4 一 PDBO。 
用 符号 
FE 
A4=B 
表 之 . 


显然 有 1) 4 一 4; 2) 如 A4 守 B, 则 电 一 4; 3) 如 A 一 B， 8B 一 C, 则 4 一 C， 
定理 1 相抵 的 必要 且 充 分 条 件 是 4 与 翌 的 秩 相等 。 凡 秩 等 于 > 欧冠 阵 一 定 相 抵 于 


In 0 
(, 小 


证 明 经 过 换行 换 列 ( 见 左 秉 及 右 冬 以 第 三 类 的 方 阵 ) 不 念 假定 


A A 
4~( ) Ai ~ A (41) 
4 41 1 i, C4) 0, 


去 乘 以 


得 


即 得 所 求 ， 
秩 等 闻 1 的 扯 阵 可 以 表 为 


= 3 ”> 


mB abyy “dbe 1 
本 -| 一 : (By 。 br)e 
dmbis dmD1y “yg amb Sian : 


读者 试 由 害 理 1 来 推出 此 结果 ， 
和 如果 4 的 秩 等 于 说 ， 则 可 以 痰 上 #* 一 wm 行使 


(2) 


是 一 个 可 逆 方 阵 。 
征明 ”由 于 
4 一 已 (了 ， 0)0, 
洲 E ， z 
C= (0, I)9, 
而 . 
-Ad Po 
(a) (, 1) 2. 
” 即 得 记 求 。 
§5, 关 维 矢量 空间 
R。 代表 所 有 的 矢量 
# = CAs", ru) 
的 集合 , 称 为 维和 拓 量 空间 ， 
我 们 不 再 复习 线 姓 相关 及 线性 无 关 的 一 些 基本 性 质 ， 我 们 上 内 强调 一 点 。m 个 矢量 
了 
线性 相关 与 否 取 决 于 给 阵 


x Xi | 
一 » EF- 

Ed (m) Am 

I 


的 秩 是 否 等 于 知 , 即 下 的 秩 是 m, 则 x x" 线性 无 关 。 不 然则 急性 相关 。 假 宝 其 
秩 等 二 7, 由 其 中 有 ”个 线性 无 关 的 天 量 , 其 他 的 可 以 表 为 这 几 个 矢量 的 线 狂 组 合 . 
侵 定 


是 mm 个 线性 无 关 的 矢量 ， 则 由 

Ee -二 
所 表 出 的 矢量 的 全 体 称 为 # 维 子 空间 ， 次 呈 个 和 量 称 为 张 开 这 子 空间 的 基本 矢量 ， 下 称 
为 这 个 子 空 间 的 表达 年 阵 。 如 果 另 有 ! 个 矢量 


1} Oy 


Fy 
也 张 开 这 子 空间 ， 则 1 


se Sl] 。 


i 
x = > cHy Ds, 1 所 1 起 Hi, 
1j=1 


a 
一 CY。 


出 些 得 r{X) riY), 亲 祥 r(Y) < 0 因此 r(xX) 一 CY), 因而 l= , 即 得 


X, Y 代表 同一 子 空间 , 则 有 一 油 秩 方 阵 避 使 
X= OF,. 


例 (1 0,… 0) 代表 一 个 一 维 子 空间 ,其 中 的 所 有 的 元 素 是 (x, 4,… 


定 的 人 13 "3 foe Cam, ~ ant) 也 代表 一 个 一 维 子 空间 ， 
关系 (1) 称 为 “ 堪 相抵 “显然 也 是 一 个 等 价 关 系 。 


§ 56， 矢量 空间 的 变换 


变换 
y= #4, A= A®) 
把 R, 中 一 个 矢量 x 变 为 一 个 矢量 y. 
如 果 4 是 满 秩 的 ， 则 可 以 解 得 . 


考 一 yd4 
这 称 为 《1) 的 逆 变 换 ， 这 样 的 变换 (2) 把 R。 一 一 对 应 地 变 为 其 自己 。 
继 行 
= yB 
得 
2 x#(4B). 
即 连 续 两 次 变换 的 方 阵 等 于 两 个 方 阵 之 积 。 
在 KR。 中 有 六 个 矢量 
ES *， Eh 
网 经 (1) 变 汶 mw 个 矢 寿 
. yr yA, 
写成 矩阵 形式 
Yo dA, 
“ 相 插 ”关系 的 几何 意义 是 卫 所 代表 的 台 维 子 空间 ,经 变形 (1) 安 为 
Y= OX4 
所 代表 的 w 维 子 空间 ， 
由 相抵 定理 立刻 推 得 


定理 1 任何 一 个 m 维 线性 子 空间 ， 可 以 由 (1) 变 为 由 


fi (C1,0,-*+,0), £1 ™ 《9130。 0) 一 《0 
所 张 成 的 子 空间 ,也 可 以 述 为 : 在 变换 “ 群 ”〈17 之 下 , 台 维 子 空间 成 一 "可 递 " 和 集合 ， 


20 -0 


《了 


"¥ 0), 对 国 


(2) 


(3) 


特别 有 : 任 一 矢量 可 以 由 (1) 变 为 (1, 0,…,0), 或 对 任意 两 个 矢量 我 们 有 一 个 《1) 


把 他 们 变 来 变 去 ， 


和 


我 们 不 假定 4 是 可 道 的 .假定 4 的 秩 等 于 ":， 则 (17 把 R。 映 对 成 为 一 * 维 子 空间 . 
原因 是 : 


Tin 0 
Pdp 一 人 (。 [小 [pl x 0, los 0, 


而 
y™— #4 
变 为 
| 1 DY 
-人 
命 yw = y0, 3 中 =aP!, 刚 3 ™ (0 ,0)， 这 些 六 成 一 了 维 子 空间 ， 因此 搞 
有 的 也 成 一 + 维 子 空间 . 一 
其 次 洪 屿 (1) 把 那些 z 变 为 0， 求解 
DO xA, 
到 
， 1 0 
D= zgP ( 小 


因而 得 


中 
业主 本 (0,+ “5 本。 “3 


所 以 《0D 把 一 个 # 一 + 维 的 子 空间 了 觅 射 为 零 ， 


§7, 长度、 角度 与 面积 等 


现在 考虑 实 矢量 ， 
定义 ”两 个 矢量 g,8 的 内 积 定义 为 


a = Vad ba 


i=1 


一 个 矢量 的 长 度 一 V22 一 VR 十 十 如 。 阴 个 矢量 4 所 夹 成 的 三 角形 的 三 边 的 
长 度 是 | 


Vaa'’, Vel » Va —b) (ee)’, 


由 余 蓄 定理 得 | 
(ec — Be —b)' ~ og + bh ~— 2Veadb cost, (CD 
这 上 儿 9 蚌 矢量 4 和 矢量 5 的 夹 角 ,由 《1) 可知” 
cost 过 ob : 
aa'bb 
sb 一 0， 这 二 医 量 定义 为 正 交 ,或 相互 改 直 . 
这 三 角形 的 面积 等 于 


六 一 FV ge 名 sin 一 RA — (gE) 


hn 3 a 


i A te dT RE 


平方 根 劳 下 的 数 等 于 方 阵 


gd a 
(2 » ( 
的 行列 式 的 平方 根 ， 由 于 
| da bb — (gb) 2) tab 一 HAE 


1 击 i 性 了 二 和 


这 等 于 (5) 中 所 有 的 二 行列 的 子 行列 式 的 平方 和 . 


一 般 讲 来 (我 们 现在 未 证) 严 个 矢量 


t 
Ds "。 4” 


所 形成 的 “m 维 单纯 形 " 所 滑 单 纯 形 ，0 及 gi 一 1,…，m) 的 终点 称 为 顶点 过 其 中 的 
亚 点 有 一 (mm 一 1) 维 平面 ,* 十 1 个 平面 所 图 的 体 称 为 w 维 单纯 形 作 出 涉 阵 


) 


出 这 个 草 纯 形 的 体积 等 于 


最 简单 的 单纯 形 的 例子 是 由 6 一 《1; 0 0)，@ 一 (0 1030) 后 一 
《0, 0,…; I) 所 形成 的 单纯 形 , 也 就 是 
0 1 
其 次 
0 1 
也 是 一 个 单纯 形 , 命 笛 一 太一 在 十 一 十，…* 十 xo 则 第 二 个 形 立 刻 变 
为 第 一 个 形 ,第 二 个 形 的 体积 是 单位 立方 体 的 二 这 是 显然 的 ,因为 0 所 1 一 1， 


…,#) 可 以 分 为 ml 抉 ， 而 每 一 块 经 过 变数 排列 就 可 以 变 为 以 上 的 形式 
研究 体积 时 还 必须 考 意 序 向 ， 例 如 :在 平面 上 友 时 针 方 向 为 正 , 顺 向 为 负 ,在 三 维 空 
间 如 果 三 矢量 的 次 数 成 左手 座 标 为 正 ,右手 为 负 ,在 = 维 空间 如 果 我 们 固定 了 次 序 
E19 E22" 9 


网 经 过 次 序 偶 排列 的 为 正 , 奇 排列 的 为 负 , 对 # 个 天 量 


(1) 。。。 “am 
3 


*3 既 
来 说 ,行列 式 
a 
为 正 的 是 正 序 向 ,为 负 的 是 负 序 向 。 
$ 3。 函数 行列 式 (Jacobian) 
已 往 考 赔 过 线性 变换 


pn 3 


-on 一 |- nt, 
我 们 现在 考虑 非常 一 般 的 变换 
pr Pix ra), f= 1, 2 1 * (1) 
假定 这 些 p.,*…* ,pm 都 是 可 以 求 偏 微 商 的 , 如 此 , 则 . i 


也 Bp: . Dy ， 
一 这 Br 一 2 Bri? = 1] 2 1 


写成 矩阵 符号 得 (在 不 致 于 引起 误解 时 ,用 x 代替 * 表示 矢量 ) 
d(Cy,, “””》 Jo 
(ri: "sy xD) 


这 上 几 dr = {dxis** "ys dxn) 是 向 分 矢量 ,而 矩阵 


By, .., By% 
Br ”8 
8 
Ox "**s Xn) By | By 
1 bi 


称 Jacobian 乍 阵 。 如 暴 ,si 又 是 9 ym 的 函数 ; 则 
下 fg 

站 一 一 一 一 ， 

1 Oy ym) 


因此 


i Hy ) Hg , zr) 
和 和 D(x19 “+ sta) Oy pn)" 
即 得 Jacobian 给 阵 的 先 积 法 则 
Bt{r, 四 Bt。 mn) 有 (si 站 
B(x x) Btrs “yo 昌 (Om “ -yo 
当 吉 二 2 一 工时 ,如 果 3 一 各 ,一 "#5s 一 xn， 则 得 
I= By,, “ sym) Cx,, “"" sm) 
Ox sn) Di “ym) 
即 如 末 变 换 (1) 的 逆 变 澳 存 在 , 则 逆 变 换 的 Jacobian 方 阵 等 于 原 变换 Jacobian 方 阵 之 道 . 


$9 隐 遂 数 定 理 


定理 1 假定 方程 组 


Fry ska sy) = D0, F(x :xmaja ay 一 C1) 
有 一 个 解 
ri x = 妥 由， 1 过 (C2) 
假定 F; 在 值 (23 的 数 域内 为 连续 函数 ,而 且 有 一 级 偏 微 商 : 并 且 假 定 在 值 (2) 村 
HPF) 0. 
By sy) 


于 是 , 当 xx 充分 接近 于 x 如 时 ,方程 组 (1) 确 害 一 阔 数 组 yCx,,……*, x+wm)， 它 们 是 连续 的 ， 


» 35, 


具有 一 级 微 商 而 且 满足 条 件 
Ji 
证 明 ”对 = 作 归 纳 法 , 当 w 二 1 时 已 知 此 定理 正确 ， 假定 对 (zs 一 1) 个 方程 此 定理 
成 立 , 今 后 证 对 4 个 方程 也 成 立 ， 
经 过 适当 地 改 挽 玄 数 的 号 码 ， 可 以 假定 在 信 (2) 处 
OF 下) 
(yss 7 Bi 
因此 唯一 地 确定 函数 组 
= ar tm 一 gp or (3) 
-以 此 代入 FF 中 得 
F re :tm is Pa Po) = 0, | {4) 
这 是 x xm， J 的 通 数 ， 如果 能 证 明 它 对 1 的 偏 微 商 不 等 于 0， 则 可 由 此 得 出 DD 
为 是 mi， xm 的 适合 于 定理 所 要 求 的 函数 ,再 代 人 《37 即 得 定理 . 
因此 问题 变 为 求 让 (人 对 加 的 微 商 ( 指 把 gz"*s 中 他 人 得 的 情况 》 


(2 ) = OF LY Fi bp, 0 (5) 


Oy, ay, 一 了 2 dy, 
再 由 i 
F, 《za Xm Fi» Pi" “5 音 4) 三 0 
可 知 
BF: ,wi BF Bo 
-一 一 十 “人 < 下 ， fm 2 (C6) 
Oy 二 入 Ho9, dy, - : 本 ， 
在 (5),《6) 中 消去 1, 9 加。。……，3e 得 
By, dy, 
(BE )+ BP, Br: .., OP | 
By, By Bp” ”Bp, 
a — 0, 
BF。 DF OF, 
Oy, Bq >” Op; 
潮 得 
(Bn) ee .,F) __ OCF PR，) 一 
Oy, Bly * " sya) 5) 由 sy 
所 以 | 
oF ) 
-一 | 0, 
(ee 
四 此 定理 立刻 推出 反 演 定理 ， 
定理 2 设 有 . 
J Pir ra)s 一 1s 2 {7) 


假定 声 忆 及 其 一 级 篇 微 商 在 和 一 各 Gi 二 1: #1) 的 加 城内 渤 续 而 且 在 此 点 


如 (yi ” "yo 
So 0 
Hs** * Xn) ， 


于 是 方程 组 《77 唯一 地 确定 一 组 在 值 


*"* 了 站 a 


mT er eR i 


和 一方 Ct, 


的 分 域 作为 Ys" "Yn 的 肖 数 看 的 oo "3 yn) 这 些 范 数 是 连续 的 ， 具有 一 级 微 商 
的 ,并 且 适 合子 
x 一 x ,yy ， 
这 证 朋 是 上 述 定 址 取 
Fi=fi—y 
的 特例 ， 


$ 10., 复 变 函数 的 Jacobian 


如 有 果 


f= >) PaCki 1 一 1], 2,"**>#。 
= 


ti 一 之 ki 
点 一】 
则 加 
8 ,Pry Ox tn) 8 Be pn) 
Oy ** ya) ps" ” “0 Br ” “3 Hlfis* "se) 
人 (Ff, 2 C1, . 


好 frriy 了 “3 


根据 这 个 结果 ， 我 们 来 证 明 ， 
定理 1 假定 


因此 


Cz" “ 8 i= 1 2 
是 zn ”个 复 变数 函数 的 解析 浮 数 ， 扫 变 数 和 国教 都 分 为 志 实 部 分 
| si 一 Xi yk ft ek 
则 得 
det 站 (六 " “fs) 


BIO # :一 ) 
det ( 1 1 “an 
“ CT " ,3a) 


Bey Te yn) 


证 明 
(21227) = Cis Yi) (， ， ), 


四 1， 1 
Cfis Fi) = Cjs wi) ( ;i ) 
因此 | 
det OH 19 “» ,Hs pn) me | Bd(f hs: * ff ) 
BCs “a < (BE " 2 
一 det dC, ” “ “ ifn; sf "3 7 


BEsiy。 和 


用 有 和 


如 果 fC 四 是 = = 的 角 析 本 数 , 则 由 定义 可 知 8 22 一 0， 如 ;一 9， 因此 上 一 行列 式 等 于 


det Bf “ fo) det EN f.) 
Olas rae) OCs se) 
即 得 所 证 ， 

关于 解析 函数 的 隐 函 数 定理 有 : 

定理 2 如 虹 在 原点 附近 # 个 函数 


F(tWy sf} ge ge] 1 一 1],""*， 办 


是 解析 的 ， 而 且 | 
F030)—0 
及 
BF "FPF,) = 一 
: de (eh) ~ :7 肌 
则 方程 组 
| Fl stn Wi) 0， j= 1 C1) 
有 唯一 解 
Wi = 芭 江 sy ” ' ,ga) 1=1, 23°""y fy | ， 《27 


此 解 当 zx 一 0 时 ,四 一 0 并且 在 z 一 0 附近 是 解析 的 ， 

证 明 ”我 们 把 方程 (1) 分 为 虚实 部 分 ,出 得 出 24 个 方程 式 ，w) 一 由 十 io; 看 成 汐 24 
个 实 变数 ww 由 定理 1, 可 知 作为 实 变数 来 说 ，Jacobian 在 原点 非 零 。 因此 可 以 解 出 
一 个 和解 有 一 一 阶 的 连续 俯 党 商 * 这 解 居 唯一 的 ?而 且 在 原点 处 一 0。 

对 zw 微分 (了 D 式 得 


2 os, Fs + 2 Bi Bs 
由 于 962/95 = 0， 所 以 


BF Be ~ | | 


8 


Ql: ”了 ts) 
$11. 衣 数 相关 
现在 考虑 = 个 变数 的 刀 个 通 数 
丰 一 区 《zaiy* ” “xn 
os C1) 
Hn 一 nis Xa). 


假定 这 些 函 数 是 连续 的 ,而 且 有 一 阶 连续 偏 微 商 , 如 果 有 一 个 非 辟 函数 

下 (zi "Hm) “ 
当 把 (1) 代 人 此 函数 时 ,得 到 一 个 对 xxs 和 恒 等 于 0 的 式 子 , 这 普 个 画 数 称 为 画 数 相 
关 ， 


Be ay |,.,.... ,i . 
， 


Ox xn Bu 


Dx? ” Br, 


如 果 它 所 有 的 + 十 1 行列 的 子 行 列 式 都 但 等 于 0, 而 有 一 个 * 行列 的 于 行列 式 不 但 等 于 
0, 则 有 mm 一 + 个 可 以 表 为 其 他 的 # 的 函数 ， 当 # 一 屿 一， 时，wi-…sum 非 务 数 互 依 。 
如 果 mm < #。 我 们 不 芒 添 x 一 mm 个 函数 : 


m4l1 ™™ Fmt1ls  “"* 


如 果 和 > wm， 不妨 假定 函数 是 与 另 加 的 刀 一 个 变数 xar yxm 无 关 的 函数 , 因 


此 今后 不 纺 假 定 m 一 * 
这 一 结果 稍为 复杂 些 , 我 们 现在 分 步 分 段 的 说 明 如 下 《以 下 是 分 析 学 者 的 处 理 方法 ， 
我 们 可 以 看 出 逐步 思考 的 过 程 , 下 节 中 我 们 将 归结 为 代数 处 理 方法 )。 


为 了 不 与 Jacobian 抑 阵 相 混 淆 ,我 们 用 
Dl, "7 vn) 
Drs i] ra) 
表示 jaccbian 方 阵 和 的 行列 式 ,或 简称 为 Jacobian。 
定理 1 命 mw 一 x，(1) 所 定义 的 函数 为 函数 相关 的 必要 且 充 分 条 件 是 
了 tm ts) 0 
下 (za xn) “ 


(2) 


证 明 
1) 必要 性 ”为 了 容易 理解 ,我 们 取 = 一 3; 
R= fry 2), Y = fr, y,2), Z— f(r) 2), (3) 


假定 
D(X,Y,2) 
| D(x,ys 8) 下 ” 
即 有 一 点 一 和， 4 一 加 # 一 人 《由 (1) 得 册 对 应 点 下 一 部 ， YY 一 YY,，Z 一 Z0) 使 
(POD z 
D(xsys x) 
由 隐 范 数 定 理 有 关 存 在 使 适合 于 
[xX— XI Eh YY ZZ 
的 每 一 个 (及,Y,，Z》 都 有 x,y, z 适合 于 (1), 换言之 , 二, 户 , 包 能 取 区 间 (4) 中 的 任意 


) Lm = 0 


(4) 


数值 ， 因 此 不 可 能 有 函数 关系 
F(X, Y, 2)=0 


存在 . 

疝 样 理由 可 以 证 明 ， 如 果 
DZ,Y) DX,Y) D(X,Y) 

Dlr,y) ” Dy,2) Dtz,*) 


中 有 一 个 不 恒 等 于 0, 则 X,Y 间 没 有 函数 关系 ， 


更 一 般 些 ;如果 n> 1, 而 -C17 所 定义 的 六 个 函数 Wis * 3d 有 函数 关系 则 


D{a,, te 于 0 . 
D(xs,y Xo) 


星人 多 oem 是 取 卢 1,…; w 中 的 任意 到 个 ,也 就 是 Jacobian 第 阵 的 “ 秩 "《 指 恒 等 ) 应 
当 二 m。 
2) 充分 性 ” 取 四 个 变数 为 例 
| | X=f(r, yz, £) 
Y= tr, y, 2, 
Z = 下 人 区 
T = xy ?25 全 


(5) 


并 且 般 定 


8 Bh Bh 
Br Hy dr 5 
Bh BH Bf OF 
Br By Bz Br = 
B34 Oh Bh hl ™ 
Br By Bz 有 

ah Of Bh Bf 
ax . 0y Os dr 


上 内 一 


先 假定 
_D( 13 fi Fa) 
Dow < 
则 可 解 得 
一 p(XY, ZN y= aX, 了 :2 本，8 一 pl YZ (6) 
代 人 (5) 中 第 四 式 得 
T= fg a» Pa it F(X, Y,2Z, 门 。 
我 们 只 须 证 天 不 与 寺 无 关 ， 即 
BF _ 
D0. 
而 于 
BF _ Hf, Bp, . Bh Op: Hh Bh 
+ B+ 名 名 + 部， 07) 


这 儿 32， 2 是 隐 函 数 gus pis 9s 对 :的 往 商 ， 由 (5) 来 决定 32， Bp 


B dr Be or ’ 
dp: 1 
Be “ 


- 下 + 地 0 
Br 鹿 Ta, Br 0s 让 

6f Bp, Bh Bp 8 Op, 2 
Br to ta to ™1! (8) . 
Bh Bp Bh op, + Ps 于 Bf 
Br 刘 By Ar Bz Ar Or 


= 0, 


和 


"mt A 


EL 


由 (7) 与 (8) 消去 了 8 ，8qps ，1 可 得 


Or Or 
LR Bf 
ar Oy Bs dy 
组 明明 加 
Br By Bs Br 0 
Br By Bs | Gi 


| 8 8y Bs 筷 Or 


即 得 


0 一 和 一 3F. 
Gi 


由 于 3 芋 0, 所 以 Sr = 0 郧 函数 X,Y,Z, 间 有 关系 


了 一 F(X, TY， ， £9) 
注意 ” 除 这 个 函数 关系 之 外 ， 不 存在 其 他 关系 ,如 不 然 ,以 (9) 代入， 得 一 个 X， Y,Z 
之 闻 的 关系 ,因而 5 = 0， 这 与 假定 不 符 ，。 
现在 再 考虑 人 的 所 有 的 三 阶 子 行列 式 都 二 0 的 情况 ， 假定 有 一 个 二 阶 于 4 行列 式 
_ Dk) 
?7 Ds) 二 
从 5) 的 前 二 式 解 得 四 - 
x p(X 了 Ty 1， 一 PY, 5 £), 
二 此 . 
PZ =r st 一 FX,Y,s,t), 
T = Ya 一 FX,Y, #1), 


pr- 有 iap+ 坟 act+aa， 
Br Br Br By Br Br 


0 8p 4 于 8p Bh 
Br 证 宙 Or 站 


Br 名 2 训 Or 


推 得 

Dh) py AF, 

Dlxy ys) Or 
因此 2 = 0， 同 法 证 明 全 一 0， 因此 F, 中 不 会 有 :与 +， 同样 处 理 ,F, 也 与 1， 
无 关 , 即 有 两 个 关系 | | 
~— F(X,Y), T= F(X, Y). i 
最 后 和 处理 也有 的 二 阶 了 行列 式 冲 过 0， 设 有 一 阶 子 行列 式 去 0. 这样 X， Y，Z，T 


. Al » 


日 TA a mt 


中 有 三 个 能 表 为 男 一 个 消 数 ， 
总 之 ; 如 果 
BP, ,FEF,) 
Ba ,AX,) 1 
的 秩 等 于 +, 则 FFR。 中 有 = 一 7 个 可 以 表 为 其 他 + 个 的 国 数 ， 即 函 数 无 关 的 函数 
的 个 数 等 于 +。 而 且 没 有 其 他 的 函数 关系 ， : 


因此 不 难 推 得 本 节 的 开始 的 结论 ， 
特例 ;两 个 函数 F(x1,-…,x,)，F,(z4,"…*,x4) 是 德 此 相关 的 函数 的 条 件 是 
OF, .OF 
Ox; Bz 
与 无关. 
附 记 1 若 以 上 所 说 的 函数 
Fi Pa,* "” » 下。 
除去 变数 mn，….,r。， 外 ,如果 还 有 另 一 些 变数 加 yi 则 DCPu :了 内 ==0 仅 说 明 


Dx stn) 
Fs ey Fh, 闻 有 酒 数 关系 ， 但 这 个 关系 可 能 还 依 数 ja" “3 Yile | 
请 记 3 如 果 X; 了 是 yz 的 函数 :而 = yz 是 wy， 的 国 娄 9 划 | 


DCa 0) Dl, Dus) DO Dluso) 
4 DX YY Dl; #) 


Dis, x) Diu, 区” 


应 用 : 对 数 性 质 的 直接 证 明 : 假定 1) 是 一 个 函数 , 当 *+ 一 工时 为 0 ;而 其 第 商 等 于 


1 . 
荆 . 令 
wf + fy), vo— xy, 
则 
工 工 
Dlan,v) 让 | 0。 
DCxr,y) yy . 
因此 有 一 个 关系 式 


fx) + fy) = plry), 
取 yy 一 1， 则 得 fx) 一 p(x)。 因 此 得 对 数 性 质 . 


12. 代数 处 理 


在 讲 代数 处 理 之 前 先 来 一 个 对 化 : | 
y— zxA. 本 C1 
此 处 J (0 代表 个 变数 %,……*， xz。 的 mm 个 线性 方程 
组 ， 假 定 4 的 秩 等 于 r。 


ms 请 卫 看 


重新 编排 Y 及 * 的 分 量 , 可 以 使 4 中 左上 角 的 ” 行列 的 子 行列 式 不 等 本 0 , 即 


3 
Cn epYry Pr” ,pm) = (Crs Tr rl “ fo ) {2) 
pr- dd 
此 处 二 二 A，4 一 A， 4 A 4 由 此 稚 得 
4 0 
《yi ~” “rr+13 四 sa) = 《aas Tr oo 人 Fn 一 六 )， 《3 


代入 上 式 得 


| 4 A, A 
Cypser sm) ™ Cy ys Tr a) 的 jo) CG 让 (4) 


(人 人 
As 1 " A 7 


(5 站 (4 A ( I 44 
4， 了 A 网 0 0. A 


由 于 
及 4 的 秩 等 于 r 可 知 


因此 
I AriAd; 
} 


Cy sryrrs + sp) mt Cs 1 :ze 0 0 


国 
了 即 | 
{Cyr rym) Cy 人 4 (C6) 
即 的 1 可 表 为 Yi sr 的 线性 图 数 . 

现在 来 处 上 世纪 出 的 问题 


Ba dr Oa (1 
BKxziy ae 


重新 编排 x 与 < 的 次 序 ,可 以 合 So oa aa 中 左上 角 的 * 行列 的 拉 行 列 式 0 到 


人 A 
{dns >"® sd dlrs ” sdim) 一 《dxay 1 Cxoy) CC ) (2") 
. 5 4 | 


此 处 
日 (fa ,ur) 
A rr jis Ci 
， Oris sx)” 等 


由 中 推出 


| 0 
{drs “i dr “dr 一 Cax,, 1 本 人 } (3") 


A Lr) 
同时 处 理 得 
: 了 ATid 
| 一 《ge adars dx "" sdxn) (» 1 小 C4) 


由 Jacobian 霓 法 法 则 可 知 
(: 人 Bes at tere st) 


0 0 Daas ars pH19 "+ 


二 有 


即 


= 


xr Dx, 
即 wp 与 xie"…*5x。 无 关 , 同 样 trpz，…* sum 都 与 try az 无 关 ， 因 此 zxb 
sn 是 反 we 的 前 数 ， 即 
| Ir ™ rps "yy ar) - ' 
| -av 《7 
Hm 一 gmail He) 
我 们 现在 研究 这 所 一 ”个 函数 关系 之 外 ,是否 还 有 其 他 ， 显 然 是 有 的 ,例如 : 


Wr 十 到 + — 了 pH 二 ra 


个 pr . ur, 0 : (5) 


WF Tu = 
等 ， 因 让 , 我 们 还 必须 明确 所 谓 其 他 的 函数 关系 。 把 (7) 写成 为 
rate。 ” sm ) -= 0, 


ee C8) 


. rei oN) = 0 PH—r, 
由 (7) 可 知 这 个 函数 的 函数 行列 式 之 牧 等 于 p。 
如 果 本 am 适合 《87， 则 显然 也 适合 
FECri- arp) 一 FtO0,:: ,D0), (9) 
因此 如 果 一 个 函数 依赖 于 #9" "sfp 则 也 为 后 sm 所 适合 
所 以 我 们 的 具体 要 求 应 当 是 : 在 (8) 之 外 ,是 否 还 有 
rors * sm) 一 
不 与 3 函数 相关 的 ， * 也 就 是 以 (7) 代入 它 不 但 等 于 0 的 . 回答 是 : 没有 了 ， 如 果 
有 从 (7) 代 人 得 到 一 个 wo 的 函数 。 即 和 er 函数 相关 ,这 和 原先 候 定 的 | 
| (zy “ar) 和 二 0 
Ors st) 
相 违 背 ， 
因此 得 出 上 书 开始 所 谈 到 的 结论 
请 读者 比较 这 两 个 处 理 方法 : 先 看 出 来 龙 去 脉 ， 再 看 加 工 后 的 优点 ， 
习 症 1 


i 
MI 一 型 一 一 以 ww 一 好 一 
划 
如 [oa 一 工 
Br ts) (TH jr 
习题 2 


1 一 LOS 的 19 

ti 一 Hn pcos Pas 

x 一 sin pL sin picos Wy 

#a 一 sin psin pu "* sin Pac05 Pra 


间 二 二 归 


1 
a ad 本 


则 
.DC xa) 一 《一 tnrsiangisinr psin" :gp * Spy sin Pes 
五 (和 go | | 


§13. Wronskian 


# 个 单 变数 的 函数 四 (x)， i 一 1, 2,…*,# 称 为 线性 和 相关， 如 果 有 一 组 不 全 为 0 的 
常数 Cr 使 


AS Ci 中 fx = 0, (iy 


f=1 


假定 这 些 画 数 里 可 以 微分 (s 一 1) 次 的 , 则 微分 (1) 可 得 


了 City = 0, j= 1, 2 


=L 


消去 Ci ss 即 得 


Cp ) 一 由 < 0 


和 
到 do) 称 为 友 ronskian。， 这 是 线性 相关 的 必要 性 ,只 在 一 些 语 加 条 件 下 ， 充 分 性 
才能 正确 . 
我 们 假定 Wg,, "" “中 近 0 并 假定 在 某 区 间 内 Ws ""™ "中 Ea 
由 、 


nl 


PIP) 一 BD) (PD) F152 (2) 
可 以 算出 w(x)》 (唯一 决定 ), 微 分 (2) 式 得 
z Pe) ~ DBP + TB G) 
由 《2 可知 


0 一 PAEIF i = 1,2, “上 


由 于 Wi po) 0, 所 以 ww) = 0, 好 wt) 一 Cr 因此 . 
ps) 一 DCipite). 


故 得 
定理 1 在 ea 安 * 扫 上 中 假定 WC 四) 0， 并 假定 在 其 中 所 有 的 # 一 1 个 
函数 的 Wronskian 不 同时 为 0 : 则 由 :… ,线性 相关 ， 
Peano 之 反例 : 
Pw) 27 hr) 呈 Cx 0: 
(二 


wn 如 可 


下 Ne Ee ee ep mn 


则 在 * 关 0 有 时， 页 ( 拉 ] 一 287); 而 * 所 0 时 ;由 (ze) 一 二 和 h(n) 
此 定理 在 含有 * = 0 的 区 间 内 不 正确 ,其 原因 在 于 当 z 二 0 有 时， WC4) 一 W《6y) 一 0 不 
合 要 求 ， 

但 如 果 加 上 解析 条 件 则 有 


定理 2 命 血 ( br(x) 是 个 解析 函数 ， 它们 是 线性 相关 的 必要 且 充 分 条 件 是 
Wii spy) 0 . . 


二 坦 让 


第 三 章 “ 方 阵 的 函数 . 贯 及 级 
$1. 方 阵 的 相似 性 


”我 们 不 再 复习 初等 因子 等 ,而 仅 将 方 阵 和 人 羽 性 的 定义 与 Jordan 株 准 型 简 述 如 下 : 
定义 ”两 个 = 行列 的 复元 素 方 阵 4, B 称 为 相似 ; 如果 有 一 个 满 秩 的 方 降 P 使 4 
3 A = PBP!, 
用 符号 4 一 如 记 之 . : 
E FE E E FE E 
显然 有 (i) 4 一 4, (ii 车 4 二 B8 则 8B 一 4; 《ii) 车 4 一 B, 8 一 C, 则 4 一 C. 
定理 1 如 果 有 4 的 初等 因子 是 


. 《4 一 bs) Cx 四 bY "et 下 :CL 一 4, 
则 4 相似 于 
yy J 0 
} 站 J 
这 几 


10， 0, 90, A 
这 是 一 般 书 上 所 说 的 Jordan 标准 型 (或 法 式 )，- 
为 了 应 用 方便 , 当 如 关 0 时 :我 们 有 时 取 以 下 的 方 阵 代 痊 J 
1, i, 0, -*',0 


. : . 0 0， 11/。 
要 证 明 这 点 十 分 容易 ,因为 4Jea 一 J/、 更 具体 些 因为 
Ji™= [1, 111, “+ i Lydis***, 0 
以 上 所 说 的 相似 关系 是 在 复数 范围 内 进行 的 。 在 有 些 应 用 中 我 们 不 希望 出 现 揽 数 . 


PR 


希望 实 的 经 实 的 变化 而 变 为 实 的 也 就 是 : 
定义 ”两 个 实 元 素 方 阵 4, B 称 为 实 相 似 , 邵 果 有 一 个 实 满 秩 方 阵 了 使 
PAP 一 卫 。 


当然 我 人 可 以 从 闫 研究 起 。 但 是 我 们 既然 学 会 了 定理 1, 我 们 希望 利用 它 来 处 理 这 新 
的 问题 ， . 
定理 2 如 果实 4 的 初等 因子 
实数 


+ 47 = 


和 一 pre) (2 一 pei 对 共 扬 复数 Peiq， 


(2 一 站 ii C1 一 pre ry, 


则 4 实 租 似 于 i 
A og- o. i 0 . 50 Qi . 0 \ 
0 WIAD 0 0 0 日 … 0 
了 一 0 0 0- pe 0 日. 0 
07 0 sis 0 pk 0 or 
re 本 了 . 
0 0 rt 0 0 日 .PK 


《当天 一 0 时 仍 以 及 伐 2 此 处 
cosB Pn sinO J 
. Kk; 人 sin OTP . op) | 
这 样 的 标准 型 是 实 的 ， 


(读者 自 证 ， 巾 的 初等 因子 共 辊 成 对 )， 
证 明 ”由 于 
oi (mo wer)(r 2) 


eT 一 ef87 工 了 pe 和 2 了 0 
加 于 (Cy je ) ( il 有 0 pe )， 
所 以 外 定理 1 可知 4 与 工 是 和 揽 相 俱 的 , 即 有 一 复方 阵 吕 使 
0407 一 了 (1) 

这 儿 A4 与 部 是 实 的 ， 我 们 泥 在 证 明 一 定 有 一 个 实 的 适合 于 (1), 命 

0=V+iW, dt(V + iW) #0, 
刚 得 .| 
VA=TV, WA= 7W. | 《27 

fr) = det(V 十 + 了 >) ' 

这 是 一 个 * 的 实 系数 多 项 式 ， 由 于 fi ) 区 0， 所 以 站 的 系数 不 玫 等 于 0, 因此 有 一 - 实 
数 志 使 Kz) 过 0， 而 

- . PmV + x 
即 合 所 求 ， 困 为 由 《22 可知 和 

(VV raw)A= TCV ny 
即 得 i 四 
P4P 一 了 了。 


$2. 方 阵 的 宕 ， 


es 情人 


于 和 和 
.1 10:: 


邑 a; 一 1， Bid 1， 其 化 的 于 都 等 于 0， 
定理 1 


和 


即 一 1， o, 一 (1)，o 人 Dw 一 (，)，……… 主 对 入 线 以 下 的 元 素 一 0， 
证 明 由 


及 归纳 靶 假 定 "一 天 J， 


t+1 * 全 
a = > ， a arp 一 qh TF gH- 


(+ 


故 得 所 云 ， 
定理 2 
| ( cosDJ 07 ) -( cosi07, wn 
一 Sin 有 J cos6r sin 各 由 ，cos 和 PP 
$3. 方 阵 乘 堪 的 柜 限 
先 看 方 阵 乘 寡 的 极限 


limM! 00) 


f= 


存在 的 条 件 是 什么 ? 一 个 矩阵 其 Mi 当 ->% 时 趋 于 极限 M, 的 意义 是 性: 的 第 i 行 f 
列 的 元 素 mm 办 当 1 一 %% 时 自 于 ,对 应 的 元 索 z 仿 ， 
看 (1) 的 极限 与 看 与 六 相似 的 N 是 否 趋 于 极限 完全 相 周 。 因此 先 着 Jordan 方 阵 趋 
限 情 况 . 
1) 特征 值 4 的 绝对 值 14| > 1 的 情况 ,由 于 lim% 不 存在 ， 所 以 如 放 有 一 一 个 特征 根 它 
的 绝对 值 > 1, 则 (1) 不 存在 . 
2) 如 果 | 对 一 1 而 1 过 1， 由 于 
limei，0 ac 2 


jr 


不 存在 ;因而 如 果 邮 有 一 个 非 1 而 绝对 值 等 于 1 的 特征 根 , 则 CD 仍然 不 存在 ， 


49 。 


mm mmr a 


3》 如 果 工 是 特征 要 ,但 并 非 单 的 初等 因子 ,由 于 
(rt 
也 不 存在 . 


总 之 ， 如 果 要 求 (1) 存在 村 只 能 有 绝对 值 小 于 1 的 特征 根 及 等 于 1 布 是 单 的 初等 因 
子 的 特征 根 , 
4) 再 看 | 让 < 1 的 情况 . 

. { 

| (人 

(7 一 20 1 ... 

由 于 > 0， m0, (,) 0 一 0 《( 当 一 0 时 ,下 一 0, 不 


必 证 明 》. 
因此 得 
定理 1 如果 4A 仅 有 绝对 值 不 大 于 1 的 特征 根 ， 而 绝对 值 等 于 1 的 畦 定 值 只 有 1， 并 
它 的 初等 因子 是 单 的 。 这样 
lm 和 一 人 


‘Tm 


是 存在 的 ， 并 且 只 有 这 样 的 情况 是 存在 的 ， 
这 极限 4 的 秩 等 于 4 中 特征 根 1 的 重 数 ， 而 且 A 一 4,( 是 一 宫 等 元 素 ), 
定理 2 在 定理 1 的 假定 下 如 果 1 是 4 的 单 根 , 则 


limAi = wy, vw = 1, 


上 全 四 


而 且 *” 与 全 芝 的 特征 值 1 的 特征 矢量 ( 列 或 行 )， 并 且 除 一 常数 因子 外 ， 这 是 唯 - -的 ， 
证 明 由 定理 1 可 知 4 的 秩 等 于 1 ， 因 此 可 以 写成 为 wp。， 这 几 xz zy 是 二 天 量 。 又 
由 于 医 等 性 夸 ， 即 
Wo 一 于 一 
期 
《1 vi uv = 0. 
而 wv 天 00， 所 太 vw 一 1。 

背 证 "是 对 应 于 4 的 特征 根 1 的 特征 ( 行 ) 矢量 ， 假定 wv 是 对 应 于 4 的 特征 根 1 的 
特征 矢量 ， 即 
vs = Hy 

连用 i 次, 得 
的 人 一 vy, 
当 [一 00， 则 得 
tp = 贡 。 
因此 
《pp 一 ps 


即 ” 区 全 相差 一 个 常数 内 子 vy i 有 vA 


里 SO » 


同 法 证 明 
Au' = ws 
定理 3《 极 限定 理 ) 仍 如 定理 2 的 假定 ,对 任 一 矢量 x*， 作 矢量 
EF = Fis 
则 ”的 被 限 仅 与 "相差 一 个 常数 因子 ， 也 就 是 不 管 原始 假定 如 何 最 终结 果 的 矢量 各 支 
重 的 比例 恒 不 变 。 


证 明 册 
lim xA! 一 twp xn ) 
而 得 , 
$4+ 各 级 数 
现在 研究 塞 级 数 ， 
oa (D 


这 儿 a 是 复数 ,X 是 一 变 * 行 询 方 阵 . z 
”很 定 : Dy ax, 《2) 


的 收 委 半径 是 p 即 当 |x| < p 时 (2) 收 全， 
这 问题 的 研究 也 就 限 Jordan 标准 型 代 X 而 得 的 问题 等 价 . 
1) 已 知 当 jz| < p 时 ， 


Eas, Ea, ) ze zef， je > Za, ) 二 入 


都 政策 ， 所 以 如 果 天 的 所 有 的 特征 根 的 绝对 值 都 < p 时 ，(1) 也 收 误 . 

2) 当 鲜 有 一 个 特征 根 的 绝对 值 > P， 则 《1 发 散 ， . : 

3) 当头 的 所有 的 特征 根 的 绝对 值 都 所 a， 关 于 绝对 慎 一 p 的 特征 根 4 二 pe“， 如 
果 对 应 于 加 的 初等 因子 (4 一 ad, “ ,1 hoa)’s, 让 则 需要 看 


(1) ~ $a (pc) 


i=0 


fC) 一 之 iei(poce) 
t=1 


fl) 一 > zf 一 1 .， "(+ 1) ar pe sy 
是 否 收 化 而 定 ， 如 果 都 收 化 ; 则 (C1) 收敛 ,有 一 发 散 , 则 (1) 发 散 . 


55. 塞 级 数 举 例 


1) expR— ex 一 3 证 xX! 
三 时 


这 个 级 数 对 任意 的 方 阵 区 都 收敛， 
如 果 RY 和 YX, 则 


MY "nf? P| 
-EY 一 = = RT 
包 之 lm! 和 fa Nn — Dt 


| y+ YY “ A 
re 1 


但 当 XY 关 YX 时 ,此 式 不 能 成 并 ， 
假定 的 特征 根 等 于 和 则 ex 的 特征 粮 等 于 


由 于 ( 当 4 基 0 时 , 取 = 7?) 
1 1 I).. 
2 


二 PU 本 
exp A 一 一 了 一 
和 六 i 4! 


所 以 对 应 的 初等 因子 等 于 《* 一 < 
当 2 一 0 时 exph 实际 上 是 一 个 多 项 式 ,而 初等 因子 是 (* 一 17 
2) 同样 可 以 定义 


cosX ; 一 一 (Ce te 3 N.S 


139 er 
| 一 (这 NY 一 i Kt 
sinX 站 “。 pa Dr 
不 难 让 接 证 明 | 
eos 中 siniX 一 了 
同样 可 定义 
c 1 ex -x ed 了 
osh 六 2 《ex 十 ee *) > erp 
- 1 A i WAL 
sinhX 7 ‘ eA) 之 [可 Ti 
3) 对 数 通 数 
log (1 + X) 一 区 一 下 十 基 一 0 


这 个 级 数 当 X 的 所 有 的 特征 根 痢 小 于 工时 收效 ， 不 难 证 明 ,在 同 桩 条 件 下 : 
eloetTtx} 一 了 十 宫 。 
证 法 , 先 由 easas2 一 1 十 * 开始 得 出 一 些 恒 等 式 然后 再 证 上 式 。 
4) 二 项 式 展开 
(+R) mI x+ Dx + Ye e+ 
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了 
吓 0 1 J . el te? ls 
2 一 2 


也 是 当 及 的 所 有 特征 根 都 小 于 二 时 收 语 . 
§6. 述 代 法 


看 上 法 
(TA C1) 
是 一 个 极 简 单 的 公式 ， 但 是 它 是 计算 数学 上 潜 代 法 的 根源 ， 当 4 的 特征 根 的 绝对 值 邦 小 
于 工时 ， 级 数 (17 收敛 . 
选 代 革 是 : 求 联 立 方程 组 


1—A=5 . (2) 
的 解 有 以 下 的 方法 ， 取 xm 一 8， 逐步 地 求 出 和 
tb rd, j= 1 25 ， 


这 样 递 代 的 结果 fmz; 是 方程 组 (1) 的 解 


征明 此 点 十 分 容 览 ， 由 归 急 靶 趟 难 证 明 
ti= (+A: t+), 
因此 
bmx = bl — A) 


怎样 关 煌 ,的 符 征 祖 的 绝对 值 是 否 小 于 1? 以 下 的 条 伯 可 伐 参 考 ,如果 
ol<s<l， (3) 
则 级 数 (1) 收敛。 
证 明 命 4 一 (9)， 今生 证 沁 1o| < 9， 用 妥 纺 法 


Pla ~ D2 ew 


下 一 


< > ) hagl 
=1 “i=1 4 


< gr Tila < dt 
t=1 | 

”所 以 . 

台 1ep| 收 全 


f= 


举 记 1 这 定理 不 但 证 明了 收 伍 , 而 且 给 出 了 误差 .误差 是 


a 


2 laP| ea 3 一 于 


tart+1 


只 记 2 一 站 的 特征 信 纺 对 信和 痢 小 于 1 的 方 陈 4， 可 以 经 过 以 下 的 处 理 使 其 适合 
《37。 可 以 找到 一 个 对 和 角 线 方 阵 在 一 [2 ， 44] 使 
AAAT! 
适合 于 条 件 {3)， 这 样 4 …，1。 的 存在 性 可 以 证 之 如 次 。 命 p 是 4 的 绝对 值 最 大 的 特 
征 要 之 一 ， 南 《1 …， 4) 是 它 所 对 应 的 特征 矢量 


Lk 


em : 


Da 一 pais 


了 一】 


写成 方 阵 形式 
[hs +» * A] a [hs ee (bi)s 
而 
Db 一 站 
1 一 1 


在 一 般 计 算 时 ,不 一 定 要 过 的 找 册 dy ds 来 . 而 只 要 找 出 b+ dy 使 >), Bi < 
! 即 可 . 
险 记 3 这 个 近代 法 当然 对 了 一 4 求 逆 也 行 。 即 命 
| Bu 1, Bi it+ ABi, 
这 个 选 代 过 程 还 可 以 考虑 以 下 的 收敛 得 更 快 的 形式 


4 Ti=—=ItA 
A T= T+ 7 


一 一 一 


A! =— (CAIY T, = T+ 47T, 


AS = CAtY Ts 一 了 3 十 了 


二 


$7, 关于 指数 函数 


定理 1 Him (1 + 二 人 一 ,4 
证 明 由 于 
nlog(1 十 上 4) 一 4 一 1 十 Li 十 -yg 
| 基 | 2 3 
因此 
Bm log (4 十 1 4) = 4, 
Ea Fr 
即 得 定理 


定理 2 一 个 满 秩 方 阵 一 定 是 一 个 指 歼 函数 的 值 , 
证 明 1) 先 考 熙 最 特殊 的 情况 ， 


11410' 0 | 
J 二 as -T+ {= J, | 


0 1 
由 于 .一 0， 因此 
1 


iogJ 一 lag (1 十 了 一 工 一 方太 十 | 


TD 


= S54. 


因此 


即 了 一 ec。 
2) 由 上 推 得 
A 一 elosdte 
3) 不 难 推 到 一 般 的 满 秩 方 阵 . 
定理 3 4 的 所 有 的 元 素 非 负 的 必要 且 充 分 条 件 是 
8 2 0 i 
证 明了 巧 插 考虑 a 之 0 的 畏 品 昌 于 
dm T+ At 十 一 2 L fi, (> 0), 

所 以 当 * 充分 小 时 。 的 所 有 的 元 素 都 是 正 的 《对 角 线 上 的 元 素 与 工 的 对 应 元 素 同 号 , 非 
对 角 线 上 的 元 素 与 必 的 对 应 元 素 同 号 )。. 由 于 
人 一 earn )s 

可 知 ze 的 元 素 也 是正 的 . 
2) 其 次 由 连续 往 处 理 a; 宇 0 的 情况 ， 
3) 反之 ,如 果 本 过 0， 则 在 


et 十 让 -4 多 Cbs) 
中 , 当 充分 小 时 ， 卫 < 0， 因而 得 出 本 定理 
$8. 单 变数 方 阵 的 微分 运算 


慨 定 4(9 一 {aj(D)) 是 # 行 列 的 方 阵 , : 是 变数 .如 果 存 在 , 刚 我 们 定义 
好 .1 本 
A 一 Ji 《4 人 士 A) 一 (4 ©)) 


微分 的 一 些 性 质 如 下 : 
; 也 Ea 
(Ci) (4+ 8) +B 
. dB dd 
(3) 4 2 (4B) 一 A +B 
如 果 4 是 满 秩 的 ,立刻 推 得 四 下 一 4 人) 
一 1 1 ad 一 上 
【证 ) (CA) 4 4 A 
但 切 需 注意 < 与 4 太一 定 可 交换 ,因此 
Sd ddA dd dd 4 等 
Ar az dz a at dz dr 


到 宁 邱 和 


震级 数 
FD)= A A A d+ 
在 收 分 范围 内 可 以 逐 项 求 微 分 得 


< 一 心 二 24 十 34P 十 -。 
i 
例如 : 
{iv) dt ed 

oi 

2 A 1 2 1 .33 ) . 

二 全 [4 一 二 4 十 工 42 一， 
Cv) log tl 十 At) 1 2 z 3 A 

= A(T— A1+ A eo) AC TAD™ 
积分 也 定 闵 为 


人 的 和 一 | Gaye))as 一 ( | oz 人 


这 积分 可 以 作为 实 变数 在 一 区 间 上 的 ,也 可 以 作为 复 变数 在 复 平 面 的 一 个 曲线 上 汐 ， 
外 (i 推 得 分 部 积分 公式 


| AaBar+| 2 pas ~ 48| 。 
5 Aar dr . ee 


号 


第 三 章 的 补充 


§1，Jordan 标准 型 的 胎 级 数 


则 


1) 命 
A 1 9 0 
和 了 0 
J 一 妇 站 击 0 
DUO 0 下 四 
和 Xen， p{p 1) 一 2 
21 
J 0 17, pi! 
0， 0， Os 
MP CY), 二 (2?) ， 


竹 明 ”用 归纳 法 ,由 于 (4 入) 中 一 407) 外 十 27) 0, 所 以 


四 Ka) + opr 0) Do 二 Ct), 
因此 得 到 以 上 的 结果 . 
2) 命 : 
fe) 一 Bane, 
则 站 
。 (2)， 二 029”， 
DT Zi 92， 00 
0), FA), 1A), 
=| 0 f0), FC), 
0, 0， 1(2), 
3) 如 果 


人 


X= PN th TP 
则 
CCX) 一 PCK; 十 天 二 二 天 JP- 
这 几 


FUN) FO), "(0), 
Ki 一 0 其 04 7 


0 人 0, i 
4) 特例 有 
ex， el 一 
J] 1 一 
4 0, 要 3 er 


和 


ert, ie | 
2 
1 一 0 el ie， 
0> 0， cf, 
§ 2. 数 的 方 阵 短 ” 
1 我 们 定义 | 
wx4 一 wdlogi 一 (4logx)” 
> 
这 时 
. x 1 
不 一 定 等 于 
4+B_， 
” 微 商 规则 
dad aor 4d TAlog*#) 
dx FE dx 1 站 
CAlogx) A :A A-1f od-i 
-+ 人 一 171 dx 《一 4 
这 儿 用 了 
oi onosr SC—llogx)® _ 了 Clogz)” ) 
对 二 虽 -性 - 
xt, 
® Sh 


tm ee mp Hr rete ei ed a 


pF 
2, Clogx)x’, Logs? x, wii 


Ja olors | . ” 
2) ™ ed" 0, Eo (log x )x*, 


如 果 4 的 实数 部 份 > 9, 则 


mx 一 个 


于 一 和 


3) 定理 和 主 如 果 4 的 所 有 的 特征 根 的 实数 部 份 都 > 0, 则 


limx* — 0, 
关心 自 


证 明 如果 
4 一 五 BP-L。 
则 
Y4 一 PyBP 1。 . | 
”因此 把 问题 归结 为 4 为 Jordan 标准 型 的 情况 来 讨论 ,由 2》 知道 本 定理 对 Jordan 标 
准 型 对 , 因而 本 定理 也 对 . 


53. 特殊 卫 的 ex 


1) 先 看 4 一 2,，X 一 一 X'， 有 即 


. OO 4 
x*~(_, 0) 
一 4 0 
如 此 则 z 
| = 一 1， 
因此 四 
x 一 (一 2 上 2 (C2) ( 0- = 人 cos " 
“ 和 2 (C241)! py 一 1 0 一 sn1 cosh/” 
这 恒 是 平面 上 的 旋转 。 | “ 
2}) = 3, 
三 维 空间 的 旋转 是 
cosegcosBeosY 一 sinesinr, cosacosp siny 十 sinecos¥, — cosesing 
—singcosfcosr 一 cosrsin¥, — sinacospsiny + singcosy, en] 
sin Pcosy, sinf sin 7, cosp 


cose snom 0 recosB 0 —sing cosy siny 0 
=| —sing cosc 0 | 0 1 自 一 人 ny cosr 0 
0 0 1 sing 0 cosp 0 D 1/。 


0 «0 70 0 一 六 0 7 0 
“|— 0 ;J 0 0 HH 一 y 0 | 
和 0 oF 月 0 0 0 0 OF, 
及 过 来 ,从 一 般 的 三 行 三 列 的 斜 对 称 方 阵 上 


与 入 别 


出 发, 由 此 得 
R= 一 有 (7 wr), 
此 处 g 一 人 和 es ia 一 下 十 碍 十 庆 一 1。 由 此 得 
Xi (C—O 一 在 和 并 一 【一 外 一 Nt 2 


下 
HX 一 0。 
因此 
si 一 一 6 
of 一 了 十 > 《一 到 4) 十 > wx 
一 cosBbI + (1 一 cosO)w'w + sin OX 
cos 日 十 Pl— cosd), nsind + ml(l 一 cosd), msind + nitl— cosd) 
-insind + mill 一 cos0), cosd + ml 一 cosd), —isind + ma(l 一 cosd) 
—msin6 + nll—ecos0), TsinB ot mall -— cos0), cos 日 十 nl 一 cosg) 
这 就 是 绕 以 《和 m,n) 为 方向 余 驴 的 轴 转 8 度 的 旋转 公式 ， 
3) 更 一 般 些 ，X 一 一 *"， 则 
Xe 
即 方 阵 
T= er* 
适合 于 
TFT 一 了 


到 歧 对 称 方 省 的 指数 函数 是 正 交 方 阵 ,而 和 称 为 正 交 方 阵 的 无穷小" 方 阵 , 如 果 工 的 
无 穷 小 方 阵 是 X, 则 TT 的 无 穷 小 方 阵 是 ixX 也 是 


反 过 来 从 TT' 一 了 出 发 , 命 工 一 ex， 则 由 
一 下 一 (CTY = cx", 
可 推 得 六 二 一 XX 


4) 假定 irX 一 0, 即 X 的 诸 特征 根 之 和 等 于 0, 因此 ex 诸 特 征 根 之 积 等 于 1, 即 得 : 
如 时 zrX 一 0, 则 


lex| 一 1， 
[DH 1 

Fr- 人 ro 
一 二 0 


FxXt XPF=0, 


5) 命 一 2 


恨 定 天 适合 于 


则 FX" 一 《一 1)"X"F， 所 以 


Fex -= bp3 PF EE XO = eR, 


情 王 人 0 处 三 nl 


» ED » 


命 已 一 cf， 则 


PFP=— F., 
6》 如 时 
X= —X', 
则 
cfeE -ee 一 了 。 
$ 4，ex 与 荐 的 对 应 关系 
1) 给 了 义 , 我 们 可 以 由 
| xX 
对 (和 ex 之 五 
得 出 cx,， 男 一 方面 ,如 果 对 非 奇异 :, 则 可 以 表 为 ex*, 而 且 有 关系 
一 了 ex 
lim = lim 一 六， 
Li i t= 于 
由 此 显然 可 得 
i) MY 对 应 于 一 XX，。 


于) 对 对 应 于 碟 ， 

外 ) 对 对 应 于 成 。 
对 的 正 交 性 , 即 M 一 M 了, 变 为 了 的 射 对 称 福 X' 二 一 下 , 对 的 西方 阵 性 , 即 计 一 MM 下， 
蛮 为 这 的 Hermite 竹 . | 

2) 最 重要 的 一 个 对 应 关系 是 


ei . er . Ce x) el, 


所 对 应 的 元 素 是 
- Ha fim eR el SN ei 一 了 

Ft 了 一 由 st 

fim Jim es 一 了 十 ee — Te 
f+ 了 下 st 

天 eXe! | 

一 开间- 一 一 一 
了 一 由 f 

jm 一 -+ (IT — exe 打 
t= F 

= XY — YX, 


4 HT 


第 四 章 常 系数 差分 方程 与 常 微分 方程 
$1. 美 分 方程 : 


一 个 变数 的 差分 方程 通常 是 指 。 求 出 函数 y 一 y(x) 适合 于 方程 
FlyCx 十 n6) yr TT Cn om 118) yr 6), yx) ,7) 一 0， <1 
这 儿 5 是 一 个 固定 的 数 . 
并 不 失去 普遍 性 ,在 研究 差分 方程 《1) 时 ,我 们 假定 5 一 1。 并 且 假 定 我 们 已 经 解 出 
yr + a) = plylz tol), yD), yr) 《2) 
如 果 已 经 知道 了 : 
其 的 一 co 天 有 一 ca 一 有 一 eol (3) 
则 公式 (2) 便 是 一 个 递 推 公 式 ， 可 以 逐步 地 算出 
(ay (十 1， 二 2) 
等 值 . . 
这 样 的 差分 方程 称 为 = 级 的 差分 方程 ,所 给 的 数值 (3) 称 为 初始 值 ， 注 意 , 当 初始 值 
定 了 ,我 们 可 以 得 出 > 在 所 有 的 自然 数 # 附 的 数 信 ,而 并 不 能 决定 其 他 值 ， 但 如 果 给 与 了 
| yr), yr + 1), “yr tr 1), 4) 


则 我 们 可 以 得 出 
yt + = 0,1,2,3,.* 
诸 值 ， 只 有 在 0 筷 + 之 1 中 给 了 = 个 函数 
yrT 十 pb) potT), f=0,1l,**,n— 1, (5) 
才能 在 整个 直线 上 决定 y(*)，x 守 0 : 

如 时 (2) 还 可 以 解 出 y(x) 的 数值 , 则 因而 也 可 决定 x 所 0 时 的 y(x) 值 ， 

差分 方程 的 用 场 随 着 电子 计算 机 而 日 益 显 著 。 首先 是 在 求 微分 方程 的 数值 解法 时 ， 
我 们 常用 差分 法 , 变 为 差分 方程 求解 ;其 次 ,我 们 可 以 直接 处 理 离散 类 型 的 问题 ,而 不 必 多 
过 微分 方程 ,很 可 能 原始 数据 是 离散 的 ,最 后 要 求 的 解答 也 是 离散 性 的 ， 这 样 我 们 可 以 经 
过 代数 运算 而 直接 处 理 , 这 是 为 什么 本 书 中 首先 着 重 在 线性 方程 的 数值 计算 ,其 次 差分 方 
程 ,再 其 次 是 微分 方程 的 道理 。 

把 常 微分 方程 
YI 一 py De) ye) pv) sx) 6) 
中 的 微 商 y 吕 (x》 代 以 来 取 和 极限 之 前 的 形式 ; 即 以 

一 ?Cs 代 y ‘xy 


yi 26) — yx BE yw . 
yt tt y"(x) 等 等 。 
村 是 我 们 就 得 出 一 个 差分 方程 . 


2 


这 差分 方程 的 解 与 83 有 关 , 当 5 一 0 时 ,一 般 它 可 能 是 微分 方 径 (567 的 解 , 我 们 先 举 
几 个 例子 来 加 以 说 明 . | 
角 1 解 一 级 齐 次 差分 方程 
yr 1) = ay(r), ye0) 一 


由 归纳 法 易 证 
3 一 Cr HO= D1,2,. 0, (7) 
表 考 虑 一 阶 齐 次 微分 方程 
yO) = yr y(0) 一 天 (8) 
yr TF 6) — yr) = Bay), 
其 
yx + 5) = (1 TT a1)yte), 
由 差分 方程 的 结果 易 见 
(ai = ROL 十 6)", 
命 26 二 x， 则 
yo 一 大 (1 十 至 ) 
当 = 一 oo 时 ， 
Je = Re 
这 就 是 微分 方程 的 解 . 
例 2 解 1 
yor tl) ey TH pO) 一 局 
全 
yx) = en) ef0) = 
则 得 
cr 1)~= elx) + oa fx). 
因此 得 出 
四 
cD 二 ce 十 之 a ?fp — 1), 
所 以 i 
, 区 门 一 ci 十 和 2 a ?fp — 1). 
再 考 旧 微分 方程 
. A ~ ty(x) + gx) ,pC0) = e. 
3 
由 此 导 忠 差分 方程 
yx) = (+ yr) + Bglx), 
因此 得 


yu = etl + HA) +6 3 (1 + dtrre(ltp om 1)8), 
p=1 


s 首 和 和 


Ls 2 TE pp! 


yD 一 1+] 二 二 > +2) C2 — DD 


? 


i . 
et 
当 一 oo 时 ，y(x) 和 趋 于 


C 十 | glesat }: 
这 就 是 所 讨论 的 微分 方程 的 解 。 
附 记 ， 固 然 我 们 可 以 用 


?Cr + 8) 一 3 
6 


来 代 y'(x)， 但 有 时 我 们 也 可 以 用 
yz 6)— ytx— 5) 
25 
来 代 Ye， 一 般 讲 来 后 者 比 前 者 还 好 些 , 原因 是 
yx + 8) — yx — 8) 


一 ye ~ F(x+ 08) 
82 8 
(bt 二 人 一 ye) + 52 xz 十 Fy (*) 十 主 4 xz 十 65)) 比 


xz 十 -一 yt 
2 一 2 2 sy ~ > y"(x 二 82) 


更 精确 些 . 
$ 2， 常 系数 线性 差分 方程 一 一 组 函数 法 
解 ”级 差分 方程 
WegKY oatr 二 no 1 = gr), | C1) 
其 初始 条 性 是 
ye0) = 03 3 y(n — 1) =— cr (2) 
1) 先 研究 gtx) 一 0 的 情况 ; 作 母 通 数 
(一 > yO 《3) 
1=0 ， 
葬 以 
Br) ~ Dar! , (4) 
.= 
期 得 
F(x)D(x) 一 之 之 站 apt 
2 2 oy(p C— 站, (5) 


ss 和 


当 户 汪 为 时 ， 


1 


之 yp 一 他 一 0。 

而 当 p 之 # 时 ， 和 
六 ay(p CO—)— Pac 

则 由 (3) 可 知 

F(og(s) = Bl). (6) 
此 处 

BC — 5 pxr, 
因此 | z 

Fo 一 二 (7) 


求 出 Flw) 的 突 级 数 展 开 式 ,其 x 的 系数 便 是 (站 ， 即 


;一 二,. 


这 样 来 求 x*! 的 系数 有 时 并 不 是 最 方便 的 ,一 般 可 用 分 项 分 数 法 , 命 
p39 一 go 1 {1 一 Lr)ir, 


用 分 项 分 数 法 
BO To Ta 
Dix) > 一 dx tT 《1 一 让 
由 于 
PPT (ptm ol) 
ce m1 Who) 
所 议 
ymy) 一 > 3 5 sp tl) (pt ml) 49, (8) 


v=1l f= 


2) 再 看 一 般 的 g(x), 在 (5) 中 , 当 实时 ， 
Bonlp i) alp—n). 
因而 
FGID) ~ BA) + DY gp — er — Be) + 1 Felp)se, 
这 儿 和 ~ 
4x) 一 pn 


而 者 S 和 # 


是 区 数 g(x) 的 和 母 函 数 , 因 而 
F(x) = (B(x) + x"alx)) /Pe), (9) 
依然 可 以 用 分 项 分 数 法 处 理 1/8(*)， 然 后 由 展开 式 得 xw 的 系数 。 


$3. 第 二 法 一 一 降 阶 法 


命 
TP) 一 Sy sy —l—sTtp), 
作出 加 
Dlp 4 1) — rp) = Sys y+ 一 3 By(n — 0+ p) 
一 > (Bs 一 hb) a st pp) ba 0b, — 0) 
一 > LE 
此 处 
qo — by — Mbt, 
作 多 项 式 
bp EE Y 《一 15 Xe 一 Sb 一 . 1 poe 一 《1 一 六 box 
因此 如 果 (1) 成 立 ， 则 差分 方程 
> ay(s tp Te) 《27 
可 以 写成 为 
8Cp 十 1 一 26 人 (9 = g(p), G0) 一 了 oo (3) 
形 如 《3) 的 差分 方程 已 经 在 $1 中 解决 了 ， 解 得 的 PCp) 再 从 第 # 一 1 级 的 差分 方程 
lt 
展 决 之 。 
$ 4. 第 三 法 一 Laplace 变换 法 
解 差分 方程 
?人 二 全 一 (十 ED， (1) 
并 且 要 求 当 0 筷 : 甩 1 时 
YD 一 P00). 


作 Laplace 变换 


所 让 在 


xD) 一 人 erCDaty C2) 

则 . . . 

We 七 1a = | em = er! 人 et 一 | pa 

~ ex(s)—e par. 

男 一 方面 由 (1) 

[ey Da me 人 Da + | eg 一 ax(s) 十 ea 
因此 

er 一品 | ea 一 ax(s) 十 人 eur 

即 


xf 一 一 


利用 反 转 公式 可 得 y(， 
注意 ”虽然 我 们 讲 了 三 个 方法 《及 以 下 的 第 四 个 方法 ) 但 实质 上 并 没有 太 高 的 差 漠 ， 
讲 来 讲 去 绕 不 过 分 项 分 数 这 一 关 . 请 读者 注意 ， 


-| | 二 | 人 | 


$5.。 第 四 法 一 一 矩阵 法 


考虑 线性 差分 方程 组 


yilt 十 1) = SY yat Bi), i 二 1,2,-**, 检 。 01) | 
”= 级 差分 方程 
aoy (ft Tt a) Fay to ta) — gO) 
可 以 看 成 为 (1) 的 特例 ; 


yl 十 1) = Ja， 3 2 7(D), 
yt 十 1) = yr) nD 一 ys + 1), 
[i 的 TE p(s 十 2), 


ynt 十 1) 一 一 二 《esyafz 十 .十 aogy 区 位 十 Tg, 


招 (1) 式 写成 为 拓 阵 形式 
yl +1) = yA + Bn). 0 = es i 
这 儿 7 是 矢量 , 5 其 已 知 矢量 , 4 是 方 阵 ,C 是 常 矢量 。 
先 看 &(D 一 0 的 情况 ， 
由 归纳 法 萝 见 (比较 1 》 
yD = CA 
一 般 的 太 D 我 们 可 得 


nr 


yD) = CAi+ » blp — LYAi?, 


Fal 


写成 柱 阵 直达 形式 ， 形式 上 较 复杂 的 问题 一 下 子 变 为 原则 上 同样 简单 的 问题 了 。 


$6 常 系数 线性 微分 方程 


我 们 现在 考虑 微分 方程 


4 tA), x(0) 一 <。 (1) 
x 


此 处 x 是 未 知 矢 量 ，《4 一 4》 常 元 赛 方 降 ，b(t) 已 知 拓 明 ， 
XR 一 ed 
已 知 


x 
一 X4， X(0) 一 了 


系 以 矢量 C， 刚 得 
= (eRIA, ceX0) = e, 


因而 x = <X 就 是 Gy 式 的 解 (Cb = 0)。 
如 果 中 站 所 0， 命 


r= yt}es, yC0) = ce, 


则 
Ye ydd 一 Je 中 人。 
即 得 
dy = Ee 
je ee) » 
因此 
yO CO—e = f plide tdi, 
即 得 1 
"~ (et he rar)e” 
习题 ”读者 试用 
R(t + HO— XC 
Te a 
而 由 上 池 的 结果 推出 本 节 的 结果 。 


$7, 有 重量 质点 绕 地 球 运 动 


现在 举 一 个 例子 ,一 个 有 重量 的 质点 在 地 球 表 面 邻 近 的 真空 里 ,考虑 地 球 运 动 的 作用 
在 内 ,研究 这 质点 的 运动 


+ 有 生 


命 v 代表 质点 对 地 球 的 右 度 ,命中 代表 地 球 的 角速度 : 质点 对 地 车 的 coriols 惯 狂 等 
于 2mw X (这 儿 X 代 表 儿 莉 的 矢量 积 ， 质点 对 地 球 的 加 速度 为 重力 常数 Hpg。 于 是 质 
点 运动 的 微分 方程 式 是 ; 


0 Xo (1) 


ft. 
技 秋 量 积 的 定 风 
Xp 《root x {vs war V3) — (wars a TT OA W021) » 
因此 i | 
lw Xv—= —rd, 2) 
此 处 . 
- 0 Ds 一 人 
如 一 一 2 攻 让 wo 
wi — iw 0 
《2) 代 人 《1) 式 得 
好 2 
< 一 ， 3 
让 vA+t+e (3) 
由 此 解 得 
# = 加 et 十 时 Ed = pe + she Acid， {4) 
这 上 


to 一 po 


再 积分 ， 定 册 动 反 的 动 径 
r= 区 十 "| “Tar 十 el ac ergrr, (5) 
此 处 
fy * | I 
现在 求 2， 4A, 显然 有 
A —400'l — wa'w), 
肥 由 于 md 一 0， 可 知 
在 一 一 4ood + 40wmA 一 一 人 oo 
因此 :, 当 ?一 0, 1,2,…-， 时 ， 
A (Chom')' A. 

当 1 = 1, 2,-…* 时， 
人 ow) A (tow YT + 400) em, 
因此 


> EE p241 型 
lt (too 一 4 十 A400) 十 4 — ec) 
名 《24 十 1)1 之 41251 pe oo ) 《一 名 公仆 ww] . 


= cos {2 wo' 站 7 十 i 并 C— Ll wa ft) 一 yo 


2 cn 
: 不 要 轻易 用 公式 edrdt 一 fed- Pd 因 4 不 秆 在。 


LE 


f ci 一 sin 2 or taco” s + 1 一 cos2V wr ft 


2 on 


1 


加 (Ye Loco” 1 一 本 oorio; 
tm 2 0" 


Sin yw oo 上 oor ££ 
is F | 
ea 所 


‘A 


可 go 


sngr, 一 工 一 cas 了 woty 2 oo 
cco 4 
__1 € 一 cos2AA oo Ir) wes 
ww coc0” 2 | 
因此 加 


rt 


2AA eo" 


了 十 了 一 cos2AA coo + 


4 wo” 

_ 7 
OO 2 oa; 

+ el! 一 cos2Y em 了 十 2 mm 3 一 sin 2 


A 


cot 2 


7 wr 


1 € "一 oa —+2) oo|. 
ion 40cm 之 2 
由 于 xd4 一 一 2w X x。 因 此 得 ， 
:一 站 十 各 2w ot, 一 工 一 cos2 oo — cos2 wm fo x ve 
pp RE pt 


下 
的 


1 G4 oo 中 ,, 


win" 2 的 加 ” 


+ 1 cos2 oo 2V wo fi Sin 2 0D 


四 ' 外 X 8 
4 wun 4(C e000 
1 二 人 一 cos 2 co eo’ 1 — 1 gw, 
ta” 4 0 2 


当 mm 一 0 时 ， 
天 2 的 中 F -一 dn 2 人 的 ¥ 
r+ sg 


4 Caoro" J wxXg 
1 一 cos 2 060 一 2000 to i fr 
+ onm 3 (- 2 十 o£ )» 
第 一 二 项 m， 志 是 原 位 置 与 由 地 心 引 力 所 得 出 的 ,第 三 项 


2 ooo” i— sin 2 om” 下 (Kg X wy 
4{eoro’ 0 


赤 丰 党 站 了 子午线 平 面 方向 的 偏差， 最 后 后 一 项 表示 在 于 生 线 平面 上 册 开 地方 《 垂 
直 于 地 轴 ) 的 偏 盖 . 


se 7 


em 


na 


对 于 数值 很 小 的 角速度 例如， 地球 自转 V ow’ ~ 7.3 xX 10-5 种 -可 以 不 计 W ao， 
的 二 次 与 高 次 项 ;因此 ;由 地 球 所 引起 的 偏差 位 置 有 以 下 的 近似 公式 


一 外 XX (2% 十 二 ze 


$8， 振 动 


在 研究 振动 现象 的 时 候 ， 常 出 现 二 级 微分 方程 组 
A xA = 0, (1) 


这 儿 = 一 《xy 4 一 4， 
命 


则 《1) 可 以 写成 为 


由 于 


及 . 
(人 人) 
如 果 命 | 
I frr 0 r iva 
ml, ) ( ya i 
则 
0 一 二 ;AN 4 0 
CO- a 
即 得 
x , 1 _ iv a | 
( 符 ， 全 了 一 (x, yr ( 4 2) 
命 
(x, T= (u,v). 
则 


”71 理 


提 iv a 1 
(学 ， 人 一 0 “ 7 


即 
站 一 ee”, # 一 de 
因此 得 出 
iv .A 
(x37) = Cu oT = (Ce of ， ， 人 3 
即 | 


二 一 ce 十 de a : 
y = il(ce At — derevaryA 4, 
方程 组 C12 的 初始 条 件 是 当 上 一 0 时， 
充 一 W03 (六 ) 一 vo, (=Jyo), 


如 此 出 由 《27》 可 知 
XoO— eid,. | 
mo— i{c— ad) Vd, c—d=—ivdt, 
网 
一 工人 (mm 一 :; 3 — L(x iv A 
¢ 7 Cw vod ), a 2 (为 十 | )。 
代入 (2) 得 
一 到 xo 一 ivod Yeivit + 二 Cx 十 vd-te 
一 meosw 4 十 vo sin VAt, 
这 便 是 方程 (1) 的 和 解 了 ， 
再 考虑 非 齐 次 组 
可 以 写成 为 


CE 


因而 不 难 算出 i | 
x* 一 x (eos A) 十 go (VAY! sinCy 4 2) 


士 I Kr) sin(y Alz 一 < (Va) , 


如 果 把 :一 所 作为 开始 时 间 , 则 解答 换 为 
* xecosV A Go— 2) tvV A sa(VAG— 4)) 


+ [| /sin(V AG — Dar | a 
习题 取 fA 一 hsin (pt 二 a) 的 情况 . 


0. 


《2》 


《3 


| 
rr 


) | 


i 


附注 “ 议 上 已 经 看 出 了 方 阵 了 适 数 。4 的 一 些 用 场 。 但 更 重要 的 是 它 是 鳗 狂 范 数 方 积 
的 研究 的 核心 部 分 ， 色 过 适当 的 推广 , 它 就 成 为 法 铬 理论 的 基石 。 
(参考 : E，Hille 与 及 ， Phillips, Functional Analysis and Semi-groups 1957), 


5 9. 逢 阵 的 绝对 值 


引进 甜 阵 绝 对 值 的 方法 贤 多 ， 我 们 现在 先 介 绍 一 下 
命 4 一 Ca)l im 1 jn 这 红 阵 的 绝对 信 定 义 为 


HI- PD Plas, 0) 
不 难 证 明 
{4+ BI SIAN + lal, z 02) 
Il4Bl < ahal, z G3) 
理由 是 上 m 避 时 
DPD bt < DD Dhonilinl < DPlel DPhil 
i=) R=11 i=1 f= k=1 I=1 =1 j=1 有 = 上 t=1 
ionls 人 lol 四 


> [A 0， 


则 总 和 4 表 Wf :。 个 对 让 级 


‘Couchy 判别 条 件 \ 海 虑 和 矩阵 各 
{41} 
给 与 & > 0， 存 在 N 合 得, p, 9 之 N 时 ， 
14， dz 一 86， 
则 贯 4 一定 收 钙 于 一 个 短 阵 . 


5 10, 线性 微分 方程 的 唯一 存在 性 问题 


我 们 现在 先 考 虑 谈 系 数 的 线性 差分 方程 
xf 1}= rAd t,x(0) = 
算出 这 个 差分 方程 的 解 的 计算 程序 是 
f A per) x(r 十 1)， 
0 ACOY BO) x(1} = cA(0) + 500), 
1 4 B01) #2) = x(1)401) + BCE)y 
2 A(2) 2) x(3) = x 2)AC2) + BC2), 


[和 


所 以 存在 租 、 唯一 性 问题 并 没有 困难 .《 因 此 ,一 般 兢 散 性 的 问题 如 果 可 能 , 切 匆 要 把 它 变 


mn FTF" 


为 连续 性 的 措 述 ， 因 为 这 样 做 插 空 生出 不 少 麻 颁 )， 


但 是 微分 方程 的 情况 恒 不 同 了 。 一 些 性 质 不 太 直 党 ， 需要 另 加 处 理 . 


定理 1 很 定 4(z) 是 一 个 连续 函数 ( 闫 0) 方 阵 。、 则 矢量 微分 方程 


学 = XA{f), x(0) 一 此 


有 唯一 的 解 。 这 个 解 当 : 守 0 时 存在 而 且 可 以 写成 为 


站 
的 形式 。 此 处 X(7) 是 以 下 的 方 阵 微分 方程 的 唯一 解 
2 — XA(), X(0) =1, 
而 
zx. -xd 人 (De sO =e 
: dr 
的 解答 是 


x 一 cX( 十 | g(r IX TA XD). 
和 证明 1) 先 用 偿 次 近 近 法 来 证 明 (3) 有 一 和 拥 ， 以 积分 方程 


X=1+ | 天 人 天 


来 代替 微分 方程 《3)， 
作 方 阵 贯 {XX} 
有 一 i, 


， . 
i 二 了 十 人 aa 1— 0,1,..+, 


故 


Xi — Xi — 1 Ki — KI AC L120 


命 
mm ats)!, 


出 当 和 丢 # 安 页 时 ， 


C1) 


(2) 


(3) 


(4) 


{5) 


be x = 0 #924000 FAM Kate 


<w) lx — Xslar. 
在 此 区 河内 
x, — Xl < | al < ms. 
用 归纳 法 及 关系 (6) 可 证 : 在 区 间 0 所 :< 如 内 


有 过 - 二 
| 1 庆 Ci 十 1 人 


因此 级 数 
壬 . 了 号 时. 


站 


(6) 


[| 


了 > Xun — Xi) 
在 0 大 寺 委 和 中 一 玛 收 误 , 当 疡 一 oo 时 方 阵 贯 
了 十 和 2 CHK — KI) = Xp 


一 致 收 总 于 -极限 XG). 在 (3 两 边 取 极 限 。 得 出 此 X(e) 适合 于 积分 方程 (4)， 因而 也 适 
合 于 微分 方程 (37. 

2) 微分 方程 (1) 的 存在 性 ; 在 (3) 式 左边 系 以 矢量 ,有 即 合 所 求 。 

3) 唯一 性 ， 

假定 了 是 (3) 的 另 一 解 , 则 


X 一 了 一 | (xD — YO Aa ”0 
因此 | z 
Ix—Yh< aM — YO C8) 
由 于 Y 是 可 微 的 ,所 以 > 也 是 连续 的 . 
mm max IX — YI (9) 
是 存在 的 ,由 (8) 可 知 
x ~ Yl < wl 4 Cas 0) 
再 把 这 个 估计 代入 (8) 式 ,得 / 
[x — Yh < aa aas 
=m (| aca Clasdn, 
odie 
再 代入 (8) 式 得 
Ix— Yi<m (| aOMAGO NMAC aandn, 
等 等 。 由 于 | 


| ss | A fed ds 
De | 
1 F 下 
~ Ka (a2) 
jx— Yl < (ar). 
当 1-> co, 右边 趋 于 0, 因此 
| 光一 了， 
(请 读者 思索 一 下 ,这 证 朋 的 结构 在 那儿 见 过 没有 ) 
关于 非 线性 部 分 的 解 的 证 明 留 给 读者 。 
具体 写 出 来 


和 一 
中 
Xi+| 
0 


,一 了 十 | Ga 上 | aCe) 4G, 


一 了 十 | [rd + | CC aari。 


让 


“注意 由 于 dd 不 一 定 等 于 4(5.)4(r), 所 以 最 后 的 积分 不 等 于 
(ao), 


1 一 了 七 | 40u 十 | Lrc 
. Ef 
+ Na )ACG YA drdsar ， 


基 而 得 出 XX 的 级 煞 表 达 夺 
区 二 了 十 | ACs)ds 十 1 (AsyACGasan + + 


DER 
+ | ee | AGD A AD dn di + i 
站 SF 


如 果 把 条 人 性 C0) 一 改 为 XC4) 一 7， 即 得 
和 一 了 十 | dls)ds 十 | ACGI A a 4 


1 


十 | 站 | A A A rds ds 十 本 C11) 
和 


定义 ”由 (C11) 所 定义 的 无 称 为 肖 数 方 阵 4(7) 的 由 加 到 的 第 积 积分 , 记 之 为 


Ee 


f 江 如) 一 | 《了 + 4(9)ah 


5 第 积 积 分 


我 们 再 从 差分 方程 逼 迪 来 看 一 下 第 积 积分 的 意义 ， 考 虑 差分 方程 
K+ 6 — XO = RCEA, 


| 
X(t XO 十 84》。 
因此 
全 8) = xC0) (T+ ACp6)), 
取 18 =1, 出 


XO) ~ XC0) I € 十 4 区 外 KC) 一 了 


+ TE . 


因 玫 
， Ty , t=-i : pt 
LO) 一 Ct 4 ~ im ( 十 二 4 人 的) 
关于 所 有 以下 诸 性 质 : 
GD 成一 规避 。 
证 明 ;是 


SX XA, Xi 一 了 
dt 


的 解 , 而 元 是 
SY yA, YU -1 
a 


的 解 , 命 人 XY" 二 Z。 则 得 


LL dX yt — XY Y "3 (XA— XA = 0, 
di At 
所 以 Z 二 一 常数 方 阵 C, 取 一 站 即 得 
Cc 一 ri, 


Gi) ritA + BY ri Pr (A). 
此 处 已 一 "LT LDO 
证 明 rd 十 了 及 rd) 各 适 兴 于 
2 一 XC4 二 B)， X( 们 一 了 
I 
aY 网 
YY4, Yl) 一 了 
作 2 一 XY-， 则 
82 AX 
如 ar 
一 Z(YBY- YY, 2Z(1)=1, 
Gy ri 一 《ri 
Gv) CDC = Cri ALIC™! C 是 常数 方 阵 ， 
tv) 引进 第 积 微 商 运算 


YXY-: SY = [IX(4 + B) XA]Y" ~ XBY” 
£ 


-1 aX 


DX=X 
2 


(由 妖 - xd， 可 网 Xe 一 4， 因 此 总 与 了 是 正道 的 运算 ,一 个 从 得 4， 而 每 一 

从 4 得 XX) z : 

显然 有 

D(XY) = YDXY 十 DOYY, 

特例 有 : | 
DAXC) = CDXIC, 
DACY) = DAY), 


二 和 了 重 


PE 一 一 天 好 区 于 区 
CO) DAX) = XDAXINX', 
(x a (2 ~ ) 
.= -1 弛 人 -人 一 ‘1 dR yr 
(xx a ) * (* 人 x"). 
《vi 与 部 分 积分 相 亿 有 公式 
ito 十 DX) = XO) rt (ROXR NKC), 
证 明正 边 是 
ZZ Wt dX 一 
经 -zz (0+x 2x), zt) —1 


的 解答 ， 命 Y= ZR 1 则 得 


EE -一 LZ wt __ 了 和 -2 站 一 zf9 十 -1 人 上) 1 ZR aX x 
dr ds df i Fi 


= ZOX !— YXOXT!, 了 (bo = XC) 
因此 ， 
YO) 一 KC) ri ROR ND, 


$12. 解 的 满 秩 性 


定理 1 假定 | .4(9ae 存在 , 则 在 0 所 4 < 内 方程 


AX 一 YXd(D，X(07 一 了 
Ar 
的 解 忒 (是 鞠 秩 的 ， 
如 条 A407) 一 4 是 常数 方 阵 , 则 由 $6 已 知 方程 (1) 的 解 等 于 


ee 


在 上 一 章 中 已 经 证 过 它 旺 满 秩 的 了 ， 
这 定理 是 以 下 的 Jacobi 恒等式 的 推论 : 


定理 2 了 (9 的 行列 式 


[XO ~ el, 
证 明 ”由 行列 式 的 铀 分 性 质 


| -|ax 

af Yinf 人 一 
| a 
旭 丰 

ad za 有， 4 xa 3 Xn 
一 | 4 

fe 

dr 

Xl) ”“"” "3 和 neg] Te yas 3 Tr 


二 PT 所 


Lin rp er eT 


dx sn 
TE i us Xlz3 "**y 
好 5 dr 
df Tn 
uy 3 XH Fy 
十 dr 十 ,中 dt 
dx 2 nn 
i 3 a rn Xai Tass ”3 
dr | . | ds 
看 其 中 欧 一 个 ,和信 如 第 一 个 ,因为 
下 
dx 
一 一 Tai 
人 站 二 工 
所 以 
坚 
dxu 二 明生 由 
sy NR ln Wi X29 3 Tn XL » in 
a j=1 ， 
EL 
A x 
2 Ta a Xanl Wai 2 3 an ~a 
dt j=1 ul 
和 乔 和 和 和 
Ee 
fxn 重重 雪 
Ta Tp Xr Ts ny 2 Nnn YaL3 » Tnn 
A i=1 


因此 
x = Ca te + on) | XO 
Aas 


如 得 定理 ， 
显然 对 任 一 常数 方 阵 C，Y 一 CX 适合 于 
dY 


YAC), 


(2) 


因此 CX 是 方程 (27 的 通 解 ， 反 之 ,如 果 Y 适合 于 (2), 而 YQO0) 一 C， 把 Y, C 写成 舌 


量 形式 


yD CY 
ye ” Cr 了 ” 


则 
人 加 ， 
一 yAC), yO0) = CH. 


yn = COX, 
而 

Y= CX. 
. 因此 了 的 秩 等 于 初始 值 C 的 秩 ， 


on: Pa te Pr 


re 


FO 和 


$ 13. 非 齐 次 方程 
考虑 
dr oA) 4 xf0) 一 C。 
at 


我 们 还 是 用 "参数 变动 术 ”. 命 


二 一 yATE, 
此 姓 祥 是 
A XAG) XO =1 
dt 
的 解 ,把 (C2) 代入 (1) 得 
x +y 人 一 yxXd + fn), 
即 得 
dy 
i X= f(t, 
因此 
dy _ 一 ! 
a fax, 
或 


y= C+ HX a. 
由 此 推 得 (1) 的 解法 公式 
= 一 CX + (JAX a x 
附 记 1， 方 程 C3) 可 以 写成 为 


X14), XC 1 
dz 
一 主 
由 至 -=~ 一 X-52XX- 可知 
dz de 

. 

XA 
人 (2) 


如 命 7 一 了 ， 则 YY 适合 于 


A AY, Y(0)=1, 
Ar 


而 解答 《4 式 可 以 写成 为 


zx 一 | C 十 | Ko7GDo] 7。 


2. 如 果 把 人 3) 的 初始 条 件 改 为 
XH) 一 了 > 


和 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


命 六 是 适合 于 


人 一 XA Rf0) 一 了 


的 解 。 则 由 于 


CX(#)，【C 任 一 满 秩 方程 》 
是 (3) 式 的 通 解 ， 所 以 
KA = CRO Nl) 一 CX), 
即 得 
RD 一 XO) KO, 


$14 微 护理 论 


非 齐 次 方程 的 男 一 应 用 是 微 护理 论 ， 我 们 票 把 


Es 
eA 


展开 为 8 的 用 级 数 
eit 一 pe4# 十 Do"0, (CA, By, 


当 4B 一 B4 时 问题 不 大 ,但 当 48 84 时 情况 变 得 复杂 得 多 ， 我 们 现在 用 非 齐 次 微 
分 方程 的 解法 来 处 理 这 一 问题 ， 


考虑 
人 一 X(4 + eB), X(0) 一 了 (0 
这 方程 式 的 解 是 
ere . 
由 
4 Se KA A = ERBe-* 
可 知 


XO 一 (1 十 中 xpe-ear】 ect 十 :| RC Be Nd, (C2) 
这 是 一 个 造 伐 公式 ,例如 把 积分 号 下 的 (9 取 忆 (2) 代入 , 则 得 


XC = ces | | ed 十 | XG Besan| Be roas 


ed + \ 站 十 8 中 四 ds (6)BederoBene ds 
和 


还 可 再 选 代 得 出 a, 8 等 项 来 ， 
了 * 一 1, 得 出 


1 1 上 
eA el 人 ed ds 十 .| a | XY Be HN BediTn gs. 
.0 oj 


具 记 ”读者 想 一 下 ， 这 方法 和 上 节 的 方法 有 没有 共同 之 点 . 


$15. 东 数 方程 


命 
， YA 一 ed 
它 适 合 于 函数 方程 

Yk 人 十 身 一 了 (YN oA ti oo, 《1) 

问题 在 于 有 没有 其 它 的 矩阵 水 数 仍 然 适合 于 (1), 解 答 是 肯定 的 ,由 于 
ee 0 
roO-( ，) 
是 一 解 ， 但 当 添 一 个 要 求 ， 有 一 个 数值 使 YC) 是 满 秩 的 , 则 解答 是 否定 的 ， 
由 
Y(a) 一 YC07Y(CA)， 


因此 
Y(0) =—1, 
由 于 
YAY = YO0) = 1, 
所以 所 有 的 Y(a 都 是 满 秩 的 . 


如 果 了 ka 可 微分 ,问题 极 易 解决 ， (1) 式 对 5 及 对 + 微 商 即 得 
y's +) = YY 
7 十 划一 了 人) 
因此 
YY 一 了 (7 "C2). 
郧 对 所 有 的 妆 
YY 一 了 (DY-ICE)， 
因此 YY 《5 是 一 个 常数 方 阵 4, 即 


三 YY = YA YO = 1, 


解 得 
TCD 一 < 
我 们 可 以 减弱 假定 ; 
定理 1 假定 (人 ) 当 0 反思 十 ;所 加 时 有 
Ye 划一 了 (CD ， 
(i) 在 0 所 1 所 中 Y(f) 是 过 续 通 数 及 (所) 至 少 有 一 个 aa 使 区 (有 是 满 从 的 ， 在 
这 些 假定 下 
Ye 一 
证 明 “把 积分 变 为 和 的 极限 
人 Yl)ar 一 lim > YORS)G, C= , 
和 DR 局 


和 


mr a 


N—1 
一 lm DS) ¥Y(0)t8, 
SO 


YN — I 8 _ 
Ln Y(6)—1 8 lm Y(5) 一 了 (YO — 1). 02) 
由 连续 锤 可 知 
Yl = I + ol1), 
因此 


|. Yd = i + od, 
记忆 当 * 充分 小 时 ， 
| Y (gs 
是 满 秩 ,因此 对 国定 的 足够 小 的 1:， 当 证 充分 小 时 ， 
py YCa}s 
也 是 满 秩 的 ， 和 
当 8 一 0 时 ， 
一 YC YAOI, (3) 
由 于 左边 第 二 因子 是 满 秩 的 ,因此 (1) 与 人 2) 得 
4 tim HOLD- DI ru) 
即 得 
和 Yd = YO) 一 了 


因为 左边 可 微分 ,因此 YG) 是 可 微分 的 ,而 且 对 充分 小 的 1 
AYOD = YD YO0) 一 了 


即 对 充分 小 的 上 有 
YA 一 ed 
由 于 
Ynt) = CYO)", ， 
因而 对 大 也 对 。 
dX 
$ 16. 解 微分 方程 和 一 4X 二 XB 
我 们 现在 考虑 较 复 杂 的 微分 方 种 . 
一 4d( 门 X 十 天 (六 XK0) 一 已， (1) 


这 个 微分 方程 形式 上 可 能 较 复 杂 些 ,但 是 如 果 用 的 元 素 xx(o) 写 出 来 , 定 依然 是 到 个 变 
元 的 二 个 方 各 组 ， 因 而 解法 是 在 在 的 ,是 唯一 的 ,问题 在 于 具体 地 解 出 这 个 问题 . 


时 3a 


先 从 


4 一 407， Y(o) 一 7 
dr 
及 
2 ZB ZC) =1 
dz 
出 发 ， 由 于 


afYCZ] _ aY 
az ar 


及 (CY CZ ) mo 一 【， 因此 


CZ 十 Ye 和 一 ACYCZ + YCZBO) 


X= YCZ 
就 是 61) 式 的 解 一 一 唯一 解 
特例 有 
定理 1 对 常数 方 降 44 与 8, 微分 方程 
ST ~ AX + XB, X(NI=C 《2) 
的 解 是 
区 二 edaECea {3) 


这 是 一 个 简章 的 微分 方程 ,但 在 量子 力学 上 有 有 四， 其 解 的 性 质 在 量子 力学 上 有 和 日 从 
的 病 交 【例如 见 D, Haas, Elements of siatistical Mechanics, 1954, P. 149.). 


这 类 微分 方程 在 ”JIanno-Aaganescear? “的 专著 上 作 了 详尽 的 谎 论 (Tpynay 1-re 


BeeceoiosH，cEesna MaTreM. 1936), 


这 定理 有 以 下 的 应 用 : 
定理 2 如 果 
和 一 一 | etcema 《4 1 
对 所 有 的 C 都 存在 ， 则 和 撼 阵 方程 
AR+ NB=C (C5) 
有 唯一 的 解 ， 
证 明 先 考虑 方程 
22 一 4Z+ZB，Z(0) 一 6C， 
dt 
两 边 由 0 到 ce 对 + 积分 ,并且 假 定 
lim2 (2) 一 0， (656) 
如 此 则 得 


Cc——_Zz(0)—4 | za + | 20a8. 
因此 ， 
xX 一 人 za 一 一 | weeras 
就 是 (5) 的 一 个 解 ,出 于 条 件 (4), 可 知 条 性 C6) 是 适 侣 的， 


+ 册 4“ 


关于 雁 一 性 , 我 们 可 以 把 (5) 看 成 为 到 个 局 变数 的 嘻 个 线性 方程 组 , 既然 对 所 有 的 
C 都 有 解 , 则 这 产 个 线性 方程 组 的 行列 式 六 0, 加 此 ,对 每 一 C 有 唯一 的 解 . 
放 记 ”在 付 么 条 件 下 
| eteemat | 
对 所 有 的 C 都 存在 ,将 来 将 证 明 : 方程 组 (32 有 解 的 必需 且 友 分 的 条 件 是 4 的 特征 根 妃 与 
8 的 特征 根 pi 的 和 入 十 pi 都 不 等 于 0， 


HF = 


第 五 章 “ 解 的 渐 近 性 质 
$ 1 常 系数 差分 方程 


还 是 从 差分 方程 的 研究 开始 ; 已 知 常 系数 的 差分 方程 
x 二 1) = rt A 0 一 {1) 
的 解 是 
xf 人 下 11 2 3 。 {27 
现在 我 们 要 研究 的 问题 是 : 当 1 一 o 上 时, 解 z9 的 性 质 , 当 上 一 01 2 时 
A) = Crs Xt)) 
代表 # 维 空间 的 一 个 贯 .我 们 可 以 间 ， 这 贰 是 否 有 界 ? 是 否 有 极限 9 是否 会 回 到 原 出 发 
处 ? 是否 会 “遍历 ”一 条 弗 绪 上 记 有 的 点 ?还 是 否 对 一 切 c” 孝 有 水 种 性 质 , 还 是 对 ”一些 
e ”或 ”那些 ”有 基 种 性 质 ? 一 切 的 一 茹 归结 为 方 阵 方才 
A F011, 2+*-* 
的 研究 :这 是 我 们 第 三 章 中 所 研究 过 的 问题 ,在 讨论 之 前 我 们 先 研 究 一 下 : 当 “ 是 实数 时 ， 
中 一 ei ,Ls 2- 
的 性 质 ,这 些 点 在 复 平面 的 单位 同上 ,首先 如 果 “是 有 理 数 p/a0 > 0, p; 9 互 素 ), 则 点 
列 . 
| 
中 只 有 有 限 个 值 : 一 0,……，? 一 1， 其 后 便 周 而 复 始 地 特 胃 往复 ， 如 果 = 是 无 理 数 。 总 
在 单位 区 上 成 一 无 处 不 稻 密 的 点 集 ， 即 对 加 上 尾 一 点 章 一 co 雪上 < 过 1 给 任 一 
5 > 0， 我 们 有 无 数 个 :使 
[te— 8 | < 
《要 证 明 这 个 事实 ,需要 些 数 论 知 识 , 见 所 请 Kronecker 定理 ; 给 了 任 一 8 疡 0,。 有 无 数 个 
自然 数 4 及 整数 ?使 
lap 一 同一 4 < e. 
如 果 这 个 对 了 , 则 
1 | < Ir, 
即 得 所 证 了 )， 
这 样 的 性 质 称 为 点 列 所 遍历 圆 上 各 点 ,现在 回来 研究 
A 1 D, 1, 2。 
有 一 个 P 使 PAP! 等 于 Jordam 块 


血 86 a 


om nm 


110  . 
17 当 人 
001. . 
010-.. 
001.，- 
太 当 4 一 0 太一 |000.… 


i 


| 


J 


和 


如 来 | 对 之 1， 则 

imi = 0。 
如 果 |4| > 1 则 
不 存在 ， 


如 果 |41 一 1， 2 一 cria, 而 彤 非 单 构 的 , 则 极限 依然 不 存在 。 
如 果 |11 一 1， 而 且 7 是 单 构 的 , 刚 问题 化 为 以 上 所 讨论 的 结果 。 
拒 方 阵 Pd4P : 折 为 三 部 分 : 
(2 转 征 根 钨 对 值 <1 的 诸 子 块 留 下 ,其 他 的 部 分 记 之 为 0。 这 样 的 方 阵 用 3B_ 表 之 ， 
(ii》 特征 根 绝 对 值 = 1, 而 且 是 单 构 的 诸 子 坪 留 干 ， 其 它 的 记 之 为 0, 这 样 的 方 阵 用 
B, 表 之 ， . 
(ii》 以 上 未 用 到 的 子 块 留 下 ,其 它 的 记 之 为 0， 这 样 的 方 阵 用 Bj; 表 之 。 
这 样 | 
PAP 1!= B+ B+ Bi. 
其 中 任 二 之 积 等 于 0。 并 且 lim Bt 看 在 ; im B!，。 有 界 ， lim Br 无界 , 命 
A—PiB. + B+ BP 
一 A_+ A+ A 
这 样 便 把 4 分 为 三 份 了 。 
现在 加 过 去 考虑 原 问题 : 
二 了 4 一 以 人 十 用 十)。 
如 果 “4+ 一 0, 则 
2 
有 界 ， 如 果 A= 0 而 且 ed, = 0, 则 
Emxte) 一 4。 
由 此 推出 儿 个 简单 的 结论 : 
定理 1 .如 果 4 的 特征 值 的 绝对 值 都 小 于 1， 则 不 管 怎 样 的 初始 值 ， 
lmxts) = (0, 
这 样 的 许 质 称 为 渐 近 稳定 性 ”. 
定理 2 如 果 4 的 特征 值 的 笔 对 值 受 1， 和 而 绝对 值 等 于 1 的 部 分 是 单 构 的 , 则 xf 是 


» 上 7 了 = 


有 界 的 ， 并 且 给 一 > 0， 我们 能 找到 3 使 
lle 一 cl < 安 
时 ， 
xte) 一 EA EE, 

这 几 nf) 一 cd 

定理 3 如 果 寺 有 一 个 特征 根 等 于 1， 而 其 他 的 都 小 于 1， 划 limx(e) 存在 , 其 极限 
的 支 量 间 的 比例 不 变 . 

证 明 这样 lim A 的 秩 等 于 1, 即 


lmA: = wr ~=1, 


T= 


这 上 几 二 是 两 个 矢量 ， 因此 
Imxkz) == lime A’ ce 
即 与 ”成 比例 ,如 得 押 证 ， 
读者 试 研 究 4 的 特征 根 的 绝对 值 吉 = 1, 而 且 是 单 构 的 情况 ， 
看 来 变化 多 庙 , 实 质 脱胎 于 一 《4 一 1)、 标 准 法 式 稳产 住 ， 便 可 推出 一 切 . 


$2 广 相似 性 
现在 考虑 较 一 般 的 差分 方程 组 
zf 1) = x AC., (1) 
于 考虑 换 变 数 的 情况 ， 命 
y 0 一 +N LOY). {2) 
则 得 
y= x DLG.T 1) 
= A L t+ 1). 
一 多 站 工人 的 (有 工人 村 1), {3) 
这 样 便 把 以 A407) 为 系数 方 降 的 差分 方程 组 变 为 以 | 
BO = LOAGL(G 十 9 : {4) 
为 系数 方 阵 的 差分 方程 组 了 ， 


定义 了 如 果 工 (9 与 CW" 都 有 界 , 则 工 ( 称 为 JIamyaos 方 阵 , 
如 果 工 全 是 JIamyaos 方 降 , 则 由 
Ermxkz) 一 站 
可 扒 得 
limy(s) 一 0 
并 且 反 之 亦 真 ， 
定义 1 如 果 4 人 与 8(7) 适合 于 (4) 而 且 LC#) 是 To 方 阵 ， 则 此 二 为 阵 称 为 
1 相似 和 性, 记 之 为 


站 各区 


最 然 有 介 ,4 二 4 (i) 如 果 4 三 B 则 3 二 4; (年 ) 如 果 4 二 8，B 二 C， 则 4 三 C. 
又 如 果 有 常数 方 阵 ? 使 
PAP-!= 8, 

则 4 二 8. 

定义 2 ” 风 于 相似 于 常数 方 阵 的 方 阵 称 为 可 化 方 阵 ， 

定理 1 可 化 方 阵 一 定 x 相似 于 一 个 特征 根 是 实数 的 方 阵 . 

证 明 ”由 于 可 化 方 阵 一 定 1 相似 于 一 个 常数 方 阵 因此 我 们 上 只 研究 常数 方 阵 ， 还 是 从 
沽 碟 # = 1 时 的 情况 出 发 

z(t 十 1 一 ri 拉 pe 
命 yt 二 x 则 | 
y+ 1 = ype /i + 1), 


取 
HD ee ei 
旭 可 使 1 
?十 1) = yp. 
一 般 的 情况 可 外 标准 型 推出 ， 
$ 3. 常数 系数 线性 常 微分 方程 组 
我 们 现在 研究 常 微 分 方程 的 解 的 浙 近 性 质 : 方程 组 
dx 
— x4, 0)=e 1) 
的 解 
rN) 一 ce (2) 


如 前 ,我 们 只 需要 研究 , 当 + 一 oo 时 ， 


edt 


的 性 质 . 
也 是 把 4 化成 为 Jordan 标准 型 来 讨论 。 
{i) ”如 果 1 的 实数 部 分 都 是 负 的 , 则 
ime ~ 0, 
Gi) 如 果 1 是 纯 脱 的 而 且 是 单 构 的 , 则 
fime'* 
不 存在 (% 一 0 除外 ), 而 sz 一 ce 在 平面 上 画 一 圆圈 , 
ci) 不然, 则 
: 的 0 扫 上 过 co 
画 出 一 条 通过 一 “的 曲线 :而且 趋 向 o。 
因此 也 推 得 
定理 1 如 果 4 的 特征 很 的 实数 部 分 都 为 负 , 则 不 管 初始 值 怎样 ,积分 曲线 (#0),… 
xot#)) 欧 向 原点 ， 


-BO 


定理 2 ”如果 4 是 单 构 的 , 而 且 特征 根 是 纯 虑 的 ， 则 积分 看 线 在 空间 画 一 闭 曲 线 、 
证 明 有 P 使 


OB 0 
P4P 一 一 0 
四 


一 如 0 0 
| 命 PT 一 小 出 
dy _ 
a yAPAP™), 
因 汶 
A (ye 
#0 Rl 一 10 
Le 1 (7 0 ) + a Cy! ( 2)s 
fo (2D1 0 《一 和 2 0 《27 十 1 iQ 
( cos Ar 2 ) 
一 Sn cosits” 
因此 
(( cos hz i) _ ) 
[| [a 
’ —sinitr: cosihr + 
全 一 cos 和 rz — cysin dt 
$2 一 ci SI Lf 二 CCOS Ni, 等 . 
而 


巡 十 办 一 过 十 本 : 册 十 巡 一 切 十 后。 
这 说 上 明了， 积分 曲线 是 诸 曲 线 ， ， 
附 记 1 
yy = ce", 
所 以 
PP 
这 说 阴 积 分 曲线 在 一 相位 的 硝 球 上 ,实质 上 远 不 下 这 一 性 质 . 
附 记 2 我 们 所 考虑 的 积分 曲线 都 是 从 xs00) 一 ce( 隆 0》 出发 ;如果 “一 0， 则 由 上 
可 知 通过 原点 可 能 不 止 一 条 积分 时 线 , 或 者 没有 积分 曲线 ,这 样 的 点 称 为 奇 点 。 
习题 1 试用 特征 根 分 类 来 研究 原点 附近 的 二 个 变数 的 方程 组 的 情况 ， 
”已 经 学 过 了 》 . 
习题 2 试 态 究 三 个 变数 三 个 方程 式 的 情况 ，.， 
习题 3 ” 解 方程 组 


df 4 十 48. x(0) = ¢ 
dt 


此 处 5 是 常数 矢量 ， 


$4 JIgmryz9B 法 介绍 


以 下 所 介绍 的 vyaoe 法 可 以 广泛 地 用 来 胡 究 非 线性 消 数 方程 的 解 的 稳定 性 ,但 这 
» 驴 闪 二 


hr 


LY 


儿 可 以 最 清楚 地 看 出 其 实质 . 
还 是 研究 
dd, x = 6, (1) 
dr . 


这 儿 。 与 4 是 实 的 。 命 


# YX 
这 地 是 一 / 等 定 的 常数 对 称 方 阵 ， 微分 得 


5 yr 十 xy ( 拉 =) — x(AY 十 了 dz， 
£ at 


假定 我 们 能 够 鞠 得 一 个 定 正 的 Y 了 使 
AY TT YA' 一 一 


则 
Up i 
dt 
这 儿 是 Y 的 最 大 的 特征 根 , 由 于 x(0) 是 下 的。 因此 
dlog nlf 一 Ye — ridt, 
[zou A 一 1085 
因 噬 
wu) uO 
当 一 oo 时 ,得 


HW YY 一 0， 
由 于 了 的 定 正 性 ;因此 x ~* 0。 
因此 研究 
lmxt#) 


基 否 赵 于 0 的 问题 一 变 而 为 的 存在 性 的 问题. 
1)》 如 果 4 的 特征 根 的 实数 部 分 都 之 0; 则 了 一 定 存在 . 
这 个 了 就 是 
Y= | ese tte. 
是 对 称 的 ,收敛 的 ,而 且 是 定 正 的 ， 前 二 性 质 十 分 容 务 看 出 ， 今 看 第 三 性 质 : 如 果 - 
0 rYx 一 下 Cxedt) (Cres)' de. 
因此 得 出 xe“* 一 0。 但 指数 方 阵 e4 是 满 秩 的 ;因此 * 一 0， 所 以 了 是 定 正 的 ， 
又 由 部 分 积分 法 可 知 
AY 十 了 一 [ae 。 ed 十 ed- eid a 
”了 4 ， par 二 
A 


Es 


nr i 


2) 如 果 有 定 正 的 对 称 的 Y 而 且 使 


AY + YA'~ 1, 


则 4 的 特征 要 的 实数 部 分 部 是 负 的 ， 
证 明 命 p 是 4 的 特征 根 , ”是 对 应 的 天 量 ， 列 
yA 一 pr, 
由 于 4 是 实 的 ， 所 以 
.P= ps, 
在 4Y 十 了 4' 一 一 1 去 去 各 乘 以 vs, 六 得 
vedY 十 了 1 太一 一 外 
即 得 . 
(pt pvYv = —v, 
因此 
pp 十 5U. 
即 得 所 证 . 
我 们 用 JIsanyaoe 法 处 理 一 个 较 广 泛 的 问题 : 


ax 
xf4 十 BO), 


这 儿 4 仍然 有 以 上 的 性 质 ,但 
lim| BC — (0. 
我 们 的 信用 以 上 内 则 
世 人 (zys = 和 ye + xz) 


= ‘4 十 BINYYx’ 十 sy(d 十 BC )x 


- 一 2 十 区 了 了 + YB LE 
当 + 充分 大 时 ，( 实 如 时 》 


人 《xzYx 一 rz 
也 处 4 是 一 常数 > 0， 积 分 得 
XYX Geoe 


因此 当 i*> 00 时 xYx' 0 而 x 0, 
附 记 ”如 闪 4 不 是 常数 方 阵 ,我 们 不 能 得 出 同 梓 的 结果 来 ,也 斌 是 有 4 存在 . 
dy -- 
or 40 
的 解 适合 于 lumy 一 0， 条 
2 一 xf + BON) 
的 解 却 无 此 性 质 ， 虽 然 我 们 假定 了 


» dQ2 » 


Emll BC 9, 
反例 是 : 
.0 一 一 2 -2 一 《 sin logy + cos log :一 2539 
dr qr 
的 艇 是 

dar Hinloet es 。 


入 一 Ce oa fa 


如 果 “> 二， 当 4 co 时 , 都 趋 于 9， 如 果 添 上 


oo 人 人 


则 新 方程 组 是 . 
4 Ary 
dt 
2 — (sn log 十 coslogt— 2 的 各 二 Xie , 
年 解答 是 
ri 一 fe i, 
Ty 一 ee 十 < evincergr), 
: 
考虑 
1 ot"ta)r, 入 一 人 2。* 
诺 点 ， 则 


fe™ x 


. erinlogrgr ~ | _。 pTsinlosr gq 
0 


一 a ep( 一 :er cosmmjie "dr {了 了 一 He 
> werplre /DY erage ie — er) exp er/2). 
所 以 在 坊 的 解答 中 c 的 系数 
. > ee 一 ee 
当 
:一 22>> 一 二 人 
时 ，fmxe 或 趋 于 oo ;或 等 于 0, 或 趋 于 一 00, 视 a > 0, 一 0 或 < 0 而 定 ， 因 此 , 我 们 不 


能 得 出 我 们 所 项 望 的 结论 ， 
习 利 1 如 果 4 是 复元 素 方 阵 , 我 们 怎样 来 运用 JJamyaoa 方法 ， 


$5 稳定 人 性 


一 个 物理 系统 有 附 为 一 微分 方程 组 


a 


= fy st) f= 1y21*** {1) 
所 刻 划 ,其 中 za， te 基 窗 数 , 而 上 是 时 间 。 研 究 这 物理 系 绕 在 平衡 状态 附近 的 性 质 是 
一 个 十 分 重要 的 问题 ， 天 如 果 来 一 个 微小 王 扰 ， 这 个 系统 还 会 还 原 的 则 称 为 稳定 的 。 不 
然 ， 则 称 为 不 稳定 的 。 当然 物理 系统 可 以 通过 试验 而 辨别 其 是 否 稳定 ， 恒 有 时 实 监 花费 
大 ，* 需 时 入 ,不 如 用 些 数 学 方法 来 判断 兵 是 否 稳定 ， 
确切 的 稳定 性 的 定义 如 下 : 
1? .初始 值 作 微 小 变化 ， 则 是 否 解 的 变化 也 不 天 ? 
命 《co ace) 是 1 一 财 的 初始 值 ,因此 初始 值 所 得 出 的 解 是 
Xi ily ec 
命 “ic 是 一 组 给 定 了 的 初始 值 ， 如 果 给 了 6 0， 我 们 可 以 找 出 8《 汪 0)， 使 
[a— eAl<8,.,|es— cl < 


肝 , 对 所 有 的 :之 4 部 有 
Ra — gi(t, 好， | < 一 
这 样 我 们 就 说 这 个 系统 是 稳定 的 ， 
并 不 失去 普遍 性 ,我们 假定 如 一 0 一 0， 而 且 有 (ce 一 0， 这样 
”我 们 的 定义 就 蛮 汶 特别 简 间 了， 当初 始 值 
el < f=152,. en 


讨 ， 
[x | SE, 之 各 
2"。 辑 强 条 件 : 如 果 有 一 个 8《 二 0) 存在 当 |ci| 二 5 时 ， 


mr 人 二 人 


那 末 所 研究 的 系统 称 为 渐 近 稳定 的 ， 如 果 为 了 确切 起 更 ,我 们 加 上 “在 0 解 附近 ”字样 ， 


EE 
Fx = xi 
的 解 是 
和 cE. 
此 处 6 蚌 初 始 值 即 当 1 一 时, * 一 上， 而 XC(F) 是 适合 于 
RA) XO I 
ot 
的 方 阵 ， 
1) 如 果 匀 (DD 在 (ws,00) 中 是 有 界 方 隆 , 即 有 好 使 
[x EM C1. 
划 


lx | Ma maxl ejl. 
. 1 
因此 取 5 < 一 7 当 16| 所 5 时 |x(D)| < se， 也 就 是 0 解 羡 一 0 zs 一 0 所 搞 
写 出 的 物理 系统 是 稳定 的 


=» 全 站 。 


2) limXx(D 一 0。 如此, 则 Xx) 当然 有 界 ,因而 系统 是 稳定 的 ， 再 则 由 
lm «(8) 一 小 
可 知 系统 是 渐 近 稳定 的 
3) 如 果 和 (9 无 界 。 即 至 少 有 一 zi(9 在 (4,00) 闻 没 有 上 界 , 我 们 取 co 一 0,…。 
C= 0 cred em 0 0 如 此 则 


EF 
*i 因而 也 无 界 ， 因 此 系统 是 不 稳定 的 . 
注意 ”系统 可 能 是 对 基 些 初始 值 是 稳定 的 而 某 些 不 稳 。 


“$6. JIarmyHOB 变换 


现在 泛 虑 一 般 的 线性 方程 ; 


ee — XAC), 


定 闵 1. 变换 
+*— yL() 
称 为 Tanyaon 变换 ,如 果 方 阵 工 (#) 适合 于 


1°. 在 (ws co) 中 L(Gz) 有 过 续 微 商 ee, 


2°, 在 (sseco) 中 (2)， < 有 界 ， 


3"。 有 一 个 常数 (>0) 存在 , 使 L(#) 的 行列 式 的 绝对 值 > m。. 
er) 称 为 JIanyaoa 方 阵 ， 
例 1 常数 满 秩 方 阵 是 Janyaoe 方 阵 . 
鲍 2， 问 果 吃 的 特征 数 是 纯 虚 数 而 且 是 单 鬼 的 , 则 
L() 一 ez 
是 JIanyaos 方 阵 . 
定 现 1 Jianyace 方 隆之 道 仍然 是 JIanyuos 方 阵 ， 
定理 2 Jianysos 变换 使 稳定 性 ,新 近 稳 定性 及 非 稳定 性 不 变 . 
此 二 定理 的 证 明 不 难 ， 
再 研究 》 所 适合 的 微分 方程 : 由 
WA- rd 一 些 开 aL 
(ed < rr LN+y ” 
可 知 
a 
FDADLOT yy SL, 
定义 1 如 果 有 Jlanysos 方 阵 工 (] 使 
BO = LAADLOT — EL7, CD 
则 4(9 与 BC 称 为 Jianyaoa 等 价 ， 用 符号 


se 让 


记 之 .显然 有 
Gy) 4 三 4. 
Ki) 由 4 三 B 得 了 二 4; 由 (1 得 
_ dL _, dL! 
A 一 LONBOLO) 十 Lo = LBOANL — —— LL, 
ar dr 


(Gin 志 4 宇 8B,， BB 三 C 可 得 4 和 6C; 由 


C—=MBM-:— 2 对 二 一 (4 一 2 
- 站 


£7 M™! __ aM Ml 
At dr | 
aL 


= MLACML)-! — (x 
dr 


L-M-+ 王 Ma 
人 
=~ MLACML): — (MLYCMELY, 
4 


定义 2 内 与 常 系数 方 阵 ,Iaryaoa 等 价 的 方 阵 所 对 应 的 方程 组 , 称 为 可 化 篇 组 。 
因此 任 一 可 化 简 组 方程 的 解答 一 定 是 
. XO = LDe 
的 形式 ;这儿 (是 JIanyao8 方 隆 , 4 是 常数 方 阵 。 至 十 解 如 上 形 的 方程 组 一 定 基 可 化 
的 那 就 不 待 证 了 ， 


§7, 周期 性 系数 的 微分 方程 组 


定理 1 短期 性 系数 的 方程 组 一 定 是 可 化 简 组 ， 
证 明 假定 . 


Att T= A 一 0 天 上 00 
则 
2 人 十 二 = XC 十 rn。 


ar 
因此 XG + z) 也 是 一 解 , 即 得 
EC 二 r=~ VRE 
此 处 下 是 一 个 满 秩 的 常数 方 阵 。 
下 于 171 半 4， 因此 可 以 定义 | | 
和 一 er 
(注意 logy 所 取 的 分 支 ) 取 
: LO} = VEO) 
这 是 一 个 周期 图 数 ， 
工人 十 下 一 工 (人 
而 且 | 也 (六 | 关 0， 因 此 L(G)》 蚌 一 个 Tamyaoa 方 陈 ， 这 样 
我 们 定义 
XO 一 POLG), 


s 号 而 


个 此 


再 落 虞 
2 = x(4C) + BOD), (1) 


4(z) 是 有 周期 性 的 ，limjjB(ail 一 0 的 情况 则 可 以 用 以 上 所 述 的 JJamyaoa 变 痪 变 为 一 
方程 组 其 


1 
一 | a) | ijn log V, 


因而 如 4 的 方法 处 理 . | 
如 果 方 阵 的 所 有 的 特征 很 的 绝对 值 都 < 1， 则 方程 组 《1) 的 解 是 新 近 稳 定 的 。 如 
困 这 些 根 中 有 一 个 的 绝对 值 > 1， 则 是 非 稳定 的 ， 
天 记 1 因此 
ISX XADN, X(0) = 1, 
. dF : : 
《4tz 十 1) 一 A402)) 的 解 的 形式 是 
XE) = etO), 
此 处 8 十 了 一 00， CC 是 常数 方 阵 . 
附 记 2 有 周期 系数 的 微分 方程 的 研究 是 一 个 重要 而 且 艰 难 的 课题 ， 例如 。 在 数学 
物理 中 某 些 重 杰 研究 中 所 遇 到 Mathieu 方程 
Ea . ， 
Ee + (a bcos2 Nu =D 
及 月 球 运动 中 所 过 到 一 般 的 方程 | 
= 十 | Bancosns 十 bsin "1)| CHille) 


都 是 这 类 的 。 有 专著 讨论 . 


§ 8. 由 TYHOEB 等 价 . 


我 们 现在 研究 常数 方 阵 的 JIaayaoB 等 价 问 题 ， 我 们 已 经 知道 ;如 果 
4 一 B， 即 A=PBP-', 
则 | 
4 和 8. 

因此 任 一 方 阵 4 一 定 JIanyaog 等 价 于 一 Jordin 标准 型 , 

因此 我 们 现在 来 考虑 Jordan 据 的 等 价 问 题 ， 

1) # 一 1，JIuryaog 等 价 条 件 变 为 
di 


一 2 
上 = 4 一 f= C—O [logl. 
ds | 


中 7 » 


赃 此 得 出 
开门 一 tt 
由 于 7) 及 区 六 天 的 有 界 性 质 可 知 
1 一 cezm，1 是 实数 
即 两 个 数 7anysoe 等 价 , 则 他 们 的 实数 部 分 相等 。 反 过 来 , 命 4 一 a 十 诊 ， 则 取 RD)= ce， 
则 和 
ba— logi~e,. 


即 一 个 数 一 定 JIaryoa 等 价 于 它 的 实数 部 分 。 
2) 一 般 的 情况 
a Ht Bi, 
取 大 一 e191， 就 把 它 变 为 
ol 


的 形状 了 . 
因此 得 出 
定理 1 《Epyrm)， 每 一 个 可 化 组 都 可 以 用 Jianyaon 变换 XX 一 LY 化 为 
: YY 
一 一 一 YJ 
dz 、 


此 处 了 是 特征 数 全 为 实数 的 Jordan 方 阵 . 
现在 不 去 证 明 : 如 果 不 计 7 中 对 和 角 线 上 庄子 块 的 次 序 ， 这 样 的 标准 形 是 唯一 的 , 


§ 9 欢 近 于 常 系数 的 差分 方程 与 微分 方程 


关于 差分 方程 
{fT 1) = x(tA0), lm A(n) 4 


和 参考， 中 peiiitag，YellexH MaTe. Hanx, ToM 12, 3, 243 一 264。 
关于 微分 方程 

xA(), lmAd(r) =— 4, 

oz . 站 全 地 ， 


参考 R.Belma， 微 分 方程 的 解 的 稳定 性 理论 P.52 一 60。 
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第 六 章 二 次 型 
$l 壮 方 


中 学 里 学 习 二 次 方程 时 所 用 的 “ 痰 方 ” 法 有 很 多 的 用 处 ,熟悉 了 这 个 方法 可 以 处 理 不 
少 问题 ,在 讲 初等 微 积分 极 大 极 小 问题 时 已 经 讲 过 一 些 , 在 研究 二 次 型 的 时 候 , 这 个 方法 


更 为 重要 。 
3 个 变数 的 二 次 型 就 是 
C= > 2 2 和 (C1) 
由 于 wijwixy 十 qjxjxi 二 《qi 十 eax 我们 不 站 假定 
对 应 于 一 个 二 次 型 ,有 一 个 方 阵 
必 二 Cai) (2) 


其 中 4 二 aj， 即 4 一 全， 这 是 对 称 方 阵 ， 反 之 对 应 于 一 个 对 称 方 阵 我 们 有 一 个 二 次 
型 ， 二 次 型 可 以 写成 为 
xx (3) 
此 处 《xiy +*, za) 
当 Tl3"""y 经 过 线性 变换 
> Jp * = ye, (4) 
变 为 Piss Yn 时 ,二 次 型 变 为 


村 如 
> 2) Bayiyis by= bs B= (bh)s 
=1 j=1 


其 中 8 与 4 的 关系 如 何 ? 由 (1) 及 (3) 可 知 
>， 之 {i 之 之 Hi > PBs 2 区 


j=1 j= 
本 之 ， 之 ， (> 之 wapupoj Pss 


“一 上 1=1 “i=1 j= 


a 
即 . 
bs 一 2 之 Pridijbiie 
写成 矩阵 形式 
B=PA4P., (5) 


定义 ”如 果 有 一 个 满 秩 方 阵 P 使 (5) 式 成 立 , 则 4 与 B 称 为 相合 。 
相合 有 等 价 关系 ， 


a 


我 们 的 问题 是 ;利用 线性 变换 (4); 可 以 记 二 次 弄 (1) 化 为 怎样 的 形式 ， 
假定 a 疡 0， 把 (1) 写 成 为 
OO = anrit Dawrss 十 2anyy tt :二 Doara 十 dn 
十 Zaxwrmy 二 "二 Damrorn 于 nn 
凑 方 得 
A12 ; dn Em din 
0 一 (+ |] 一 au 人 (年 四 十 和 十 x ) 


人 1 ll | i 


十 gad 十 2 a TI 十 ~ 十 ZA 十 二 十 下 


“2 2 
. [3 如 Be Ee He 入 坟 并 L 
Pm ( x + 这 x 十 "二 入 xj ped 3 rz 上 2 人 a Kus 
LR #1 ; i | Hi 


2 
Hudn ~ ad st i 
+ 十 2 革 此 了 231 Xt 十 3 全 11 2 十 加 的 


1 1 
Hudsn Had Fn 三 2 
2 rr 
:h A 


如 时 awau 一 贞 志 0， 则 还 可 以 竣 方 ,这 样 恒 不 难得 出 


pf 人 


“1. 2 


0 一 af 十 Bax 二 十 Bara) 十 Cf? 十 pax TT 十 Ra 和 


Hi 

pf 2 . . p(* 

1] ， 3 3 3 上 。， 了 

十 -一 一 一 (十 站 和 十 十 站 十 于 一 一 一 一 一 一 一 如。 《6) 

-1]，, 2 1 > 2，。***, 一] 
D ) Dp( ) 

1, 2 : 1, 2,*"*, #1 

此 处 | 
CO 2， 3 i:—1， i 
全 一 一 
Cr, i 


3 一 Xi Paxs t+ :+ nrny 


[| 


yr 一 | 


则 得 以 下 的 结果 ,如 果 有 4 的 主子 行列 式 


1 1; 2 1,，-…,# 
Di) Dh 2 Ph) 
1 1», 2 ln 


都 不 等 于 0, 则 有 一 个 三 角 方 阵 


PF BB 1 0 心 

Bs Bs 1 0 
ee ， 
pAP’ 


= 100. 


变 为 对 和 角 线 的 形式 ,而 且 在 求 出 的 过 程 中 仅 用 加 减 滋 除 【 不 用 开 方 及 其 他 运算 )，。 

如 果 二 次 型 恒 等 于 0, 则 所 有 的 系数 都 等 于 0, 何以 见得 ? 由 

eAer 一 的 站 Ke 十 cnmn4feiy 十 ee 一 cdei — erde; 一 了 0 

即 可 推出 结论 ,这 儿 a 是 矢量 {0， "30, 1 0,""", 0). 第 f 个 分 量 为 1， 其 他 为 0。 

因此 对 任 一 非 恒 等 于 0 的 二 次 型 ， 关 有 一 非 0 的 系数 。 如 果 有 一 个 sr 兰 0, 则 可 搬 
x 换 为 x 而 如 上 法 进行 ,如 果 mm 一 … 一 ans 一 0， 而 a < 0 不 妨 假 定 就 是 sn 兰 0， 

变形 T= Fr = ty = yy 就 可 以 使 

0j4 十 goxiri 十 0c 十 一 4 好 十 十 

中 的 邮 项 的 系数 不 等 于 0, 因此 得 

定理 1 人 尾 一 对 称 方 阵 一 定 相合 于 一 个 对 角 线 方 阵 , 也 就 是 性 一 二 次 型 可 以 化 为 

hx 0 

的 形式 ,而 ”是 原 方 阵 的 秩 ， 
在 变化 的 过 程 中 只 用 了 四 则 运算 ， 
在 复数 范围 内 ， 命 


= iri {7) 
则 得 
0 一 并 十 一 十 类 。 8) 
即 得 
定理 2 在 复数 范围 内 ,对 称 方 降 一 定 相 合 于 
全 ? 
人 人 
这 儿 > 是 原 方 阵 的 秩 , 因 此 任意 两 个 等 秩 的 对 称 方 阵 一 定 粮 合 
在 实数 范围 内 W 1 不 一 定 是 实 的 ,因此 不 能 化 为 (8) 的 形式 ， 而 必须 分 清 那 上 1 是 
正 的 那些 是 负 的 ,如 果 已 知 
和 00 
则 由 yy 二 V1%|x; 可 以 把 8 变 为 
GR 
也 就 是 在 实数 范围 内 4 相合 于 
I? 0 0 
E — 1 :| (9) 
0 0 0 


定义 ” 正 项 项 数 减 去 仙 项 项 数 《 即 1 一 《r 一 ) 二 2s 一 +) 称 为 实 二 次 型 的 标 . 

定理 3 在 实数 范围 内 ， 丙 个 二 次 型 相合 的 必要 且 充 分 短 忻 是 ; ”他们 的 秩 与 标 都 相 
等 ,而 (9) 称 为 标准 型 。 

前 面 已 经 证 明 , 任 一 实 二 次 型 一 定 相合 于 以 方 阵 C9) 为 系数 的 二 次 香 , 现 在 所 待 证 明 
的 是 : 如 果 

导 十 十 虹 一 XJ 一 下 一季 一 于 十 二 六 一 和 一 一 咎 ， 1 

则 “一 ay 一 7 这儿 *,y 间 有 斌 秩 的 线性 关系 , 秩 应 当 相 等 ,因此 ”一 7,, 现在 忆 需 
-让 了 本 了 了 一， 


=- 101l" 


假定 < 5; 考虑 
0 《10) 
把 x,，- "x 看 成 汐 了 的 线性 型 , 则 共有 i La 个 方程 式 ， 共有 Wet py 
六 个 未 知 数 ， 方 程 数 ;十 + 一 5 小 于 未 知 数 的 个 数 ， 因 些 有 一 组 非 全 为 8 的 
Tis ry isa Vrs 适合 于 (10)， 因此 
一 (as 十 一 二 
这 是 不 可 能 的 , 因此 :二 


$2. 大 块 忠 方法 


还 是 竣 方 的 基本 看 法 ,把 4 划分 为 
A 世 
二 ( a 


( I 人 人 中 了 (4 IL ) (人 人 
一 ET I \E’ 4 AT 了 0 A—L'AriL/ 0 I 


(4 0 ). 
:0 A—L’'Adi'L 
由 大 块 次 方法， 立刻 看 出 
14| = 14114: ~ LAr'L|. 
定义 1 如 果 4 一 一 4，、 则 4 称 为 斜 对 称 ,二 斜 对 称 方 了 泗 4, B 称 为 相合 ,如 果 有 满 
区 的 P, 使 | . 
PdP =— B., 


© 0 | 0 1 
" 了 F 一 (路 


两 斜 对 称 方 阵 相合 的 必要 充分 条 性 是 他 们 的 秩 相等 。 
证 明 12 斜 对 称 方 阵 的 主 对 角 线 上 的 元 素 一 定 都 等 于 0. 
2) 于 一 2 由 


G0) D0-G 
所 以 定理 当 2 一 2 时 正确 ， 
3) 不 四 假定 ea 兰 0， 把 4 划分 为 


用 1 ， 几 
A 一 -4 Cm A 
(2 4, 3 : 1 —a 0 3 FP 2 


(人 (人 
了 了 /一 0 .十 了 TD 


定理 1 4 一 定 相合 于 


如 此 则 


”102 。 


而 4 十 工 4 世 是 一 关 一 2 行列 的 斜 对 称 方 阵 ， 因而 证 时 了 本 定 吾 
由 此 极 易 推 得 : 
定理 2 奇 次 斜 对 称 方 阵 一 定 是 非 满 秩 的 . 
定理 3 满 秩 的 斜 对 称 方 阵 之 行列 式 是 一 个 平方 数 ， 
限 记 ”这 上 几 我 们 仅 用 了 四 划 运 算 , 而 没有 用 上 上 开 方 - 


$ 3, 仿 射 几何 二 次 负面 的 仿 射 分 类 


定 兴 . 命 t= (is xX) y = (yo "yo 。 变形 
x JA+ ec, i4|<0 C1) 
称 为 优 射 变换 ,此 处 4 二 4 是 一 个 # 维 矢量 . 1 
一 《#9*** Wn》 所 成 的 空间 称 为 仿 射 空间 , 
仿 射 几何 学 就 是 研究 几何 图 形 在 仿 射 变换 下 的 性 质 . 如 果 有 两 个 图 形 ， 我 有 一 个 仿 
射 变换 把 其 一 变 为 它 一 ， 则 届 们 称 为 仿 射 等 价 ， 
仿 射 等 价 关系 是 一 个 等 价 关系 . 
例 1 和 任何 一 点 一 定 仿 射 等 价 于 另 一 点 ,这 称 为 仿 射 空间 的 避 弟 性, 一 直线 变 为 一 直 
线 ， .. ， 
们 2 一 个 平面 
ra 一 下 
经 优 射 变换 变 为 一 仿 平 面 
48 一 1 一 ea 
任 一 平面 可 以 变 为 
4 一， . 
和 例 3 任意 不 在 同 平面 上 = 士 工 个 点 可 以 变 为 
Oy ey eg ed 
证 中 先 把 一 点 变 为 0, 其 他 各 点 x Cp ” 机 一 1 2 #) 所 成 的 方 
阵 


是 满 秩 的 (由 于 = 十 1 点 不 在 一 平面 上 ), 变 搞 
四 x 二 yd 
把 * 一 x* 中 变 为 4 一品 。 . 
例 4 同一 直线 上 取 三 点 x x 外， x9 一 1x0 十 《1 一 zx 加， 他 们 经 (1) 变 为 


py 3 yy, 及 7 全 ， 
由 
XA + yAte) 
一 (zy 十 (1 yA te, 
即 得 


= ty 


=» 于 站 了 


a 


由 此 推 得 : xx3 间 ,zx9， 闻 距离 之 比 等 于 加， ) 闻 ，y， 2 疗 上 距离 之 比 ， 
(注意 经 过 仿 射 训 换 距离 是 可 变 的 、 ) 


二 次 曲面 的 一 般 形式 是 
zr 十 2br 二 YY 一 个 《2 
此 处 3 一 3 一 5 5 是 # 条 量 ,7 是 常量 ,对 应 于 一 个 二 次 曲面 有 一 个 十 1 行列 的 方 阵 
c=-(»“). G) 


当 (2) 经 过 (1) 而 变 为 
(yA eIstyAd + ee) 士 28 可 十 cy 十 了 
— yASAyY 十 20c8Sd + pd)y 二 ese 十 25c7 十 了 

它 所 对 应 的 方 阵 


ro 9)- (yg 2 人 ， (， “) 人 由] 
-etc 
由 此 如 果 G 与 所 代表 的 二 次 曲面 仿 射 等 价 , 则 5 与 相合 ;6 与 相合 ， 在 复数 范 


围 内 5 与 7 的 秩 相 等 , G 与 的 秩 相等 ， 在 实数 范围 内 5 与 了 的 标 与 秩 相等 , C 与 了 的 秩 
与 标 也 相等 。 


更 具体 些 , 在 复数 范 园 内 ,有 4 使 
ASA' 一 (和 2) 
0 0 
即 
+ Di 0 
次 方 
(十 7 十 二 2 britr'=0 Y=—7— 2 
分 三 种 情况 末 研 究 
Qi) 所 有 的 5G 一 + 十 1,"…,n) 都 等 于 0, 而 > 冯 0， 则 
二 BP Vr -Kb 一 wy 
把 {2) 变 为 
代 寺 十 六 十 1 一 0， 4 
Ci 所 有 的 BCi 二 rf 十 1,: 0 及 Y' 都 等 于 0, 则 (2) 仿 射 等 价 于 
后 十 : 寺 天 一 0, 【57 
《ii 并 非 所 有 的 而 企 一 ”十 下) 部 等 于 0， 风电 . 
Fi bp Bexi 十 Yn 
六 十 十 并 二 2p 一 0. C6) 


即 在 复数 范围 内 , 任何 一 个 二 次 方 曲 面 一 定 优 射 等 价 于 (4),(5), 6) 之 一 在 这 儿 也 
同时 证 明了 ,的 秩 减 8 的 秩 志 2, 


再 04 « 


定理 1 如 果 5 的 铁 等 于 G 的 秩 等 于 ，， 则 所 对 应 的 二 次 曲面 仿 射 等 价 于 《5); 如 果 
s 的 职 等 于 的 秩 城 1, 则 等 价 于 (4, 如 果 s 的 次 等 于 6 的 物流 2, 则 等 价 于 (6), 
再 在 实数 范围 ,首先 有 -4 使 


I 0 0 
434 一 |0 一 1 0 |. 


0 0 Oy 
即 (2) 实 仿 射 等 价 于 
和 十 bt (7) 
闭 方 ,得 
Gx 十 十 二 (二 区 一 (和 一 
7 2 十 by Bb3, 
守 (8) 


(ii) 如 时 bi 十 1 9) 都 等 于 0, fH 7 0, 则 由 
mtv, wb Vr x 


可 知 (2) 等 价 于 
二 一 土 1。 (9) 
(iiy 如 果 有 一 个 Gi 一 了 十 1, …，w) 起 0， 则 由 
mi 二 Br — br—> Xry > bix; + 到 一 人 
1 中 二 
可 知 (2) 等 价 于 
对 二 (19) 
由 此 得 出 绪论 


` 定理 3 如 果 3 的 特等 于 6G 的 秩 ,而 5 的 标 等 于 2s 一 r， 则 二 次 曲面 仿 射 等 价 于 (8). 
如 果 忆 的 秩 等 元 3 的 秩 加 一 , 则 仿 射 等 价 于 (9)， 和 如 时 台 的 秩 等 于 5 的 牧 加 二 , 则 仿 射 等 
价 于 (10)。 

特例 :在 实数 平面 上 , 即 ”一 2 时 ,二 次 由 线 仿 射 等 价 于 以下 几 种 曲线 之 一 


《过 和 十 好 二 活 点 圆 ， 

(ii) 过 一 好 一 0 斋 条 相交 的 直线 ， 
(ii 好 一 0。 一 直 条 线 ， 

(iv) 十 巡 一 1 -网 ， 

Cv) 从 十 太一 一 1 ”上 庶 图 ， 

(vi) x — xi= 1 双 曲 线 ， 

Cvii) 41 二 两 条 平行 的 直线 ， 
《vi 好 一 一 1 和 两 条 万 直线 ， 
(ix) 好 一 2 抛物 线 . 


= 103 = 


在 三 维 空间 中 ,二 次 曲面 仿 射 等 价 于 《只 考虑 G 满 秩 的 情况 )， 


(G1) 对 十 在 十 车 一 0， 点 球 ， 

(C11) 好 十 好 一 好 一 0， 圆锥 ， 

《ii 人 十 及 十 对 二 1， 球 ， 

(iv) 好 十 好 十 只 一 一 1 寡 球 ， 

《YY) 好 二 好 一 好 一 ]， 单 叶 双 曲面 ， 

{vi) x 一 2 一 x 一 1， 双 叶 双 茧 而 ， 

Cvii) rxtx = 0, 称 圆 折 物 面 ， 一 
Cviii) 好 一 好 凸 太 一 0， 双 曲 抛物 面 。 


习题 试 列 出 非洲 的 方程 并 且说 它们 的 几何 名 称 。 
$4 射影 几何 


定义 ”射影 变换 是 以 下 形式 的 变换 
y=— Cxd + ei (rc + 4). C1) 
此 好 4A4= 0 = [Aa te 一 cr， d= dm, 并 假定 . 


li 0" 
如 果 


2 一 {yc* 十 人]) 3 
_ [CrA FA p(xe tt dp] _ (Cx(AA* +t ch) + hbA* + db*) 
[C(x4 十 b)e™ + {xe + da*] (xr(Ac* + cd*) 二 pe* + dd*) 
也 是 一 个 射影 变换 ,而 且 它 的 方 阵 一 
AA* ep ‘Adet*tea* A A* 人 
(as + db* Be* 十 | 加 ( ps 2) ( 2 
即 连续 施行 两 次 射影 变换 所 得 出 的 依然 是 射影 变换 ， 其 对 应 方 陈 是 原 对 应 方 降 的 乘积 ， 因 
此 ,对 应 于 逆 方 阵 , 我 们 有 变换 (1) 的 逆 变 换 , 
注 这” 对 应 一 个 射影 变 焕 (1), 我 们 有 一 个 方 阵 (2)， 但 是 反 过 来, 不 同 的 方 阵 可 以 对 
应 于 同一 的 射影 变换 ， 例 如 pP 也 是 对 应 于 (1), 这 儿 Pp 是 任 一 不 等 于 0 的 数 ， 


进一步 ,研究 怎样 的 不 同 的 了 会 对 应 于 相同 的 变换 (1), 我 们 只 要 考虑 , 念 样 的 ?对 应 
于 恒 等 变 换 ， 在 (DD 中 以 


(yA* 十 5*) (人 c* 
oo 


圭一 了 > Fi em 
代入, 而 要 求 z 
省 一 由 5- Fis "sfry 
则 得 二 一 0 及 . 
: eifeif + d) = es 
ee 十 中 是 一 个 数 , 因 此 得 ，or 一 0: 在 天 门 ， 取 = 一 ?一 2eiy 则 对 任 4 壮 0， 
{ee 十 cei 一 apeia {ecIa td = fi, 


*» E06* 


HE th ep rr et rt me 


因此 eic 一 0， 即 得 “一 0， 并 且 sr 一 4 即 
| P= [dsds sd]. 
即 当 且 仅 当 了 二 pj 时 ,( 了 站) 代 宕 恒 等 变换 . 
不 难 证 明 , 邵 果 P 了 与 代表 网 一 变换 , 则 它们 之 间 相 差 一 个 常数 因子 ， 
射影 变换 也 是 把 线性 关系 变 为 线性 关系 ， 
仿 庙 变换 是 射影 变换, 所 以 在 庙 形 变换 下 不 变 的 性 质 ,在 仿 射 变换 下 也 不 变 ， 
身影 变换 有 了 以 下 的 一 些 狂 质 : 
1) 任意 = 二 2 个 点 ;其 中 任意 = 十 | 点 都 不 在 一 个 aa 维 的 平面 上 , 可 以 变 为 
Qe aoenry ec 十 十， eas 
证 明 ” 仿 射 变换 已 经 把 4 十 1' 点 变 为 


Dyer sy Gas 


还 有 有一 点 

(a “ ' ,As). 
由 俱 定 本 :av 所 0。 (因为 如 果 抽 一 0，。 则 此 点 在 0， cy 所 定 的 平面 上 上 )。 射 影 
变换 


如 


把 x; = a; 变 为 yi 到 1 ， 好 可 得 证 ， 
身影 变换 的 另 一 形式 : 命 ， 


(人 (人 区 -/ 
pp a oe a 


(xe Td) rd + b= (dtr — Bt) es + 十 A 
要 证 明 此 式 极 易 ， 因 为 它 就 等 价 干 
(xAd tC—etr tt A) O— Cre + ddr — b+) 
xtAc*+ cdt rt xCAdA* + cb) — Cbe* + dd*)x 二 A* 二 db 
w= 人 0, 
假定 xD x 2 ， rd 经 (1) 而 变 为 py, Y 2， yy yy, 
则 
4 加 __ yo pr 《ztoe 十 四 mx 十 — (atx — Bt) CetrD + 4 
= (xie a rDNA 于 有 [一 crx 十 dy) 一 《ze Td (dr — 5*)] 
xX {etxh TF 4 1 
一 Cx 十 dy x _ 全 六 一 ce {7 十 A*)-, 
一 p(x x Non, . 
假定 这 些 点 在 x*, x** 的 联 线 上 , 而 且 
Tn 一 Dy* 于 人 _ 起 站 了 条 来 
并 且 仿 点 4*， xz## 变 为 和 拓 ， 3 而 xz 变 为 y= 4209 十 《1 一 104 则 由 


ri) mm (zi 一 7 Cr 一 ez)]， 


则 


可 知 


* OF = 


(4D MP) Cy _ yy) 一 pO __， 2D Ce 四 全。 
*i 与 wi 的 距离 的 平方 等 于 (xi 一 (x' 一 x， 因此 r+, zi 之 节 离 的 平方 与 ji， [之 区 
离 的 乎 方 的 关 杀 是 : 
(20 四 A Cyt _ yy* _ yy a Cp HP _ 210 
, (Cs gt) OPOD Ct ~ rr) 
y 与 ?99 的 距离 与 氏 与 2 的 距离 的 比 等 于 
(10 一 0) 09 29) PP 9) 9 一 -189 


因此 : 得 : 
AD AD AAD DD 
A A 4 HD 加- 


1 ~ 2 2 -一 9 


1 i 2 FE A 


称 为 四 点 的 交 比 .由 此 可 见 射 影 变 换 使 贺 让 线 四 点 的 交 比 不 变 。 


$5, 二 次 曲面 的 射影 分 类 
二 次 曲面 
SB 
xzSx + 268 十 Y= 0， r=—( ) 
到 射影 变换 痰 汶 
CxAd tp)StrAd 十 十 20xce 十 dB 十 及 + rlre + dy 
= (xA t+ BSCrA 6) F(xre tt dbxd 4 BY" 
txAd brc ta tre tt dre rt dy 
= rdsSd 4 ebd + Ab'e tt rec) +t 2(BbSA' + dBA 
. Bae tt Yadc)x 十 8S5 十 28587 + rea. 
它 的 方 踪 
_ ( ASA' Tt ch + Ab'e + ree (BSA + dbA' + beb'e' tt ”4°)) 
bSA' + dbA ope rade bsb' + 2ad5b’ + YA 
A eV /SB /A ev ， 
~ 人 2) 机 ,| ( 一 
因此 ， 二 次 曲面 的 射影 分 类 特别 容易 ， 
在 复数 域 中 Ff 的 秩 是 唯一 的 不 变量 ， 任 一 秩 等 于 + 和 的 有 一 个 P 使 


iI" 0 
PEP' = ( 小 
0 0 


即 任 一 二 次 由本 一 定 射影 等 价 于 
共 十 "十 导 一 0， 如果 rr 之 ww， 
二 :十 x 一 1， 如 果 + 一 
前 者 称 为 退化 的 ， 基 此 非 退 化 的 二 深 曲 面 一 定 射影 等 价 于 球 ， 
在 实数 城中 ,如 时 EF 是 非 退 化 的 基 F 是 潢 秩 的 , 那 它 一 定 等 价 于 
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2 . - = 
二 1， 


在 平面 上 非 姑 化 的 二 次 晶 线 一 定 射影 筹 价 于 实 融 虚 圆 或 双 曲 线 ， 
$6 定 正 型 


现在 实数 范围 内 研究 问题 . 
定义 1 对 性 一 非 0 的 矢量 常 有 
x8x > 1D, 《3 一 9) 
由 5 或 其 所 对 应 的 二 次 型 称 为 定 正 的 ， 如果 对 所 有 的 * 常 有 
Sx 0 

则 s 称 为 淮 定 正 的 . 

显然 有 定 正 的 5 一定 是 满 秩 的 ,因为 如 果 s 非 满 秩 的 ， 则 有 xt 寺 0) 便 x#5 = 人 了， 因 
#3" 一 0。 

在 实 相 合 下 , 定 正 性 (或 半 定 正 性 ) 是 不 变 的 ， 即 如 果 5 定 正 , 而 了 一 PSP (PP 实 ， 
[Pi<0、， 则 工 也 是 定 正 的 . 

由 于 任 一 对 称 方 阵 一 定 实 相合 于 


1 四 0 0 
E 一 区 -9 :| ( 闪 二 十 对 一 x 一: 一 好 )》， 
0 0 六 
其 王 , 半 定 正 的 条 件 是 r+ = *， 定 正 的 条 件 是 一 和 一 2a。 即 如 果 S 是 半 定 正 , 则 
iI® 0 ， 
5 一 必 »)r : 
在 这 表达 式 P 的 第 + 十 1,……,n 列 部 不 起 作用 ， 如 果 把 P 的 前 + 列 写成 为 


Pus “3 Pir 
0 cm 3 0 pr OO", 


Pars 3 Prr 
则 得 
Ss= 90909, 
有 商 信 有 用 的 特例 ; 
1) 如 果 + 一 1， 则 
$= HH, 


这 几 * 是 一 个 半 纵 实 矢量 
2) 如 果 + 二 4， 则 任 一 定 正 的 方 阵 可 以 表 成 为 
1 $= PP' 
的 形式 ， 这儿 P 了 是 满 秩 方 阵 . 
反之 也 十 分 期 显 ,因为 y 一 xP， 则 


sir = yy = De=0. 
， 了 =1 
即 得 入 一 人 一 和 一 0。 因 而 一 … 一 各 一 0 


+ 了 0 。 


定理 1 半 定 正方 阵 的 主子 方 阵 也 是 半 定 正 的 . 
延明 十 分 容易 。 因 为 不 妨 假 定 主子 方 阵 就 是 第 1, 2…, 行列 的 元 素 记 成 的 方 阵 , 中 


中 的 S， 矢量 x 一 《sosti 0 0) 使 
XS 一 《so 
由 于 xSx' 关 0， 所 以 5, 是 半 正 定 的 。 
定理 2 半 定 正方 阵 的 行列 式 之 0， 
这 也 是 显然 ， 册 于 . 
detf PP = (datPY 守 0, 
由 此 也 可 推出 Schwarz 不 等 式 


CO 
还 有 更 广 的 不 等 式 : 
本 加 四 世 
2 SA BY BF 
等 等 。 . 


$7. 用 凑 方 法 求 最 小 值 


1) 骨 定 3 是 定 正 的 ,C 是 一 个 矢量 ,研究 函数 
了 ft 二 2 二 (1) 
的 最 小 什 ， 
出 
zsS# 十 2xzC 十 7 一 (人士 CSS 十 CS 十 7 一 CSTC DT 一 CSTEC 
可 知 Easto) 的 最 小 值 等 于 
7 一 CC ， (2) 
而 且 当 且 权 当 xz 一 一 CS 时 , 取 此 最 小 值 。 
人 和 则 (1) 有 景 大 值 ， 如 果 5 的 标 不 等 于 土 #， 则 (1) 无 景 大 最 小 值 . 因 
为 5 二 P[l1,1,: 一 1 5 一] 傅 雪 一? ， 则 


下 (za sr) m 了 二 一 人 i + 


i 


因 之 , 当 一 品 时 F000; 而 ys 一 0 了 时 下 一 一 co 《其 他 变数 取 常 数 可 也 ) 
2) 条 件 极 值 。 
在 条 件 


下 求 
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的 最 小 值 。 考 虚 
rdr 十 2ACxCO CO— 0) 
的 最 小 值 , 4 是 任 一 实数 ; 由 1) 可 知 


r 
2Pg-ie 一 __t 一 
x 十 24xC — 2ha 2 一 2 一 22CSTC Er ( 十 二 


en xz 一 一 205- 时 旋 等 号 。 利 用 约束 条 件 xC' 一 上 如 一 1C3T0 一 a 可 其 wx 这 
VS 
ze ce 且 仅 当 “一 号 时 取 等 号 . : 
由 此 即 得 ， 对 尾 一 定 正 的 3 常 有 不 等 式 
{x P= < Txt CGIC 人 
这 又 是 Schwarz 不 等 式 的 推广 ， 因 为 如 果 3 一 工 这 就 是 Schwarz 不 等 式 , 读者 试 由 
Schwarz 不 等 式 来 推出 这 不 等 式 ， 
3) 如 果 约 京 条 件 不 止 一 个 , 即 在 条 性 


+ 二 


Yee. 


下 求 


pF 
ER 


的 景 小 值 ,此 处 C = Cm a 是 一 个 1 维 的 矢量。 考虑 了 消 数 

xSx’ 2x0C oN = rHr' + 2x 2 
这 所 1 是 一 个 了 维 的 矢量 .由 1) 可 知 

sx’ + 2xC — oh S20 MACS-ICH’ 
县 权 当 * 一 一 2C4- 肝 取 等 号 ， 由 约束 条 件 

xC = —ACSC edo ats CY 
可 得 
一 


§8. Hessian 


一 个 函数 F(x"… ,xs)】 的 Hessian 是 方 阵 
页 (xi xy 下) 一 (a ) 


Brrr} 
经 变换 | 
入 一 FCy1s “ “ya 
后 - 
BF 一 号 OF Or 
Bx: ET DA Oxi ” 
BrDr; 胡 一 1 了 一 上 如 kB ax Bx =1 Oye Br 巷 . 
即 得 


Re 


= Tll» 


Oo 


如 果 变 换 是 线性 的 ， 


则 
Hr rs) = (A (mn ”5 天 


定义 。 在 区 域 吕 内 ,如 果 五 (my yx) 定 正 ， 卫 数 称 为 向 下 加 (成 锅 形 )， 


五 (xi xn) 定 负 ， 划 高 上 凸 C 成 由 形 ). 
由 上 可 知 ， 线性 变换 使 上 下 或 下 呀 的 性 质 不 变 ， 


. $9. 党 系数 二 级 偏 微分 方程 分 类 . 


有 全 在 过 各 各 


3 更 时 a -二 人 百 ; 一 + uw = 0, Ri = 让 二 
it=1 - 
经 变换 


XY 一 之 ， Jp < 一 地 
方程 (1) 变 为 


Sas Ou 2 to. 
rp | Oydy r=1 


我 们 现在 看 其 系数 间 的 关系 ， 
Bo __ Bu Bx Ou 
dy, i On Oy, i Ox 


及 
Hin © _On 
ByBy, i=1 Bx Oz PnPos 
因此 
DY a -十 3 > 弛 全 6 二 让 
了 中 一 下 6 
$ 一 Ou Spa 和 
dnj=l Bx,Oxs 了 好 一 =1 Ox, = 
见得 


Hi = sy 六 2 
Fat=1 
二 一 >, Bpsis 
二 去 二 


CE ce*, 


sz 


En rp a i 


如 果 


(1) 


(2) 


(3) 


到 
A=—P'A*P, 5 ~— 6*P, 
而 
A* PiAP!, Bb* bp, 
即 4* 与 4 相合 ;所 以 在 实数 范围 内 , 有 ?使 


| Lb) 0 0 | 
(Pd4P 一 10 1 0|。 
1 0 0 .0 


加 出 ,1 可 以 作为 . 
Fn 
十 2 bo 4 en = 0, ,4 
2 人 Oxi -6 Bx} > Bz 
命 
如 一 四 ET 下 rr 

则 

Bu = (ee 十 ce 2 er 

Hx Or; 

Pn 一 人 a: ps 十 20; 己 -二 a? DE 中 ttorre, 

Oxi | Bri 5 .， 
伐 人 G65) 得 

> - 人 二 + Gd 区 到 上 2 六 (a + 5) 
jmi tit 二 +1 8 让 一 让 了 了 一 此 十 已 
hs z | 
可 取 wm 一 一 六 在 一 1 2 3p)s Ci 一 bi 一 声 症 1 "A 
再 取 卫 使 和 
(brip PT 一 (10 07 
因此 得 由 标准 型 
Pip "By . ; 
一 十 十 0, 8 一 人 4, 5 
1 Bi 一 让 十 工 rs “Br Be 人 或 ) 


如 果 # 一 1, 可取 v 一 we "r+ 因而 可 把 c 化 为 0. 如 果 = 一 0， 可 用 和 一 | I- iy,, 
而 把 < 变 为 士 1 因此 我 们 有 以 下 的 儿 种 标准 于 


(9 > iw — 六 Bp 下 


#=1 Ox 一 中 十 在 寻 3 
» r 

,, By By 

1 一 士 # 一 用 

人 0 

. » r , 

Giii) DO > 2- 一 0。 
i=1 xi 1p+1 di Br 


§ 10， Hermitian 再 


现在 考虑 复数 域 , 7 表示 。 的 共 乞 复数 。，Hermitiaa 型 是 指 以 下 的 代数 式 . 


也 F133» 


好 
> RRB i — Gjis 


所 对 应 的 方 阵 ， 
HCaij) 
称 为 Hermite 方 降 。 它 适合 于 
HH=H'.. 
如 果 下 二 一 HH 则 天 称 为 条 Hermite 方 阵 . 显然 可 见 站 是 Hermite 方 阵 ， 因 此 与 
对 称 方 距 余 对 称 方 阵 的 情况 不 同 。 斜 Hermire 方 阵 的 研究 并 无 什么 新 鲜 之 处 的 ， 
Hermitian 型 可 以 写作 


2 
经 过 变化 
go wpP, 
珈 得 Hermitian 型 
wpPHPE 'w 
关系 
H: = PHP! 
是 一 个 等 价 美 系 , 称 为 相 联 《Conjunctive) 或 称 为 互相 合用 
HiuH 
表 之 . 


显然 如 果 4 是 Hermite 方 阵 , 而 BE4、 则 8 也是， 并 有 等 价 三 性 质 : i) 484, 记 ) 
一 AB8B 得 BHA4, 壤 ) 由 AHB，BEC 得 4HC。 
与 实 域 中 对 称 方 降 类 似 可 以 证 明 以 下 的 定理 。 
定理 1 任意 一 个 Hermite 方 耻 一 定 豆 相合 于 
FT -1 一 1 一 0 ro0 
这 儿 有 了 个 十 1 4 个 一 1,p 十 4 一 + 是 互 的 秩 , p 一 9 也 称 为 豆 的 标 。 
出 此 推 得 . 
定理 2 两 个 Hermire 方 阵 互 相合 的 必要 日 充分 条 件 是 他 们 的 秩 相 周 ， 标 相 同 ， 
定义 ”如 果 除 z 一 0 以 外 常 有 
gHz > 0 
则 瑟 称 为 定 正 。 和 如果 常 有 
zHs' > 0 
如 吾 称 为 半 定 正 . 
定 正 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 阶 等 于 秩 等 于 标 ， 


$ 1I1，Hermitian 型 的 实 形式 


把 z 写成 为 + 十 iy， 拒 到 写成 汐 
5 中 iK, 
这 儿 5 是 实 对 称 方 隆 , 玉 是 实 狗 对 称 方 阵 、 这 样 


* 14" 


sg 一 (于 JS 十 ie 一 区) 一 【xS 一 4 下 十 区 33 十 xsK))(r — iy') 
= (x5 — yK)z' + Cy5 + xEKYy’ — [x5 — yK)y' — CYS T xK)x li, 
由 于 | 
yky = 0 rRr 一 
及 . 
xzS 和 一 482” 
虚数 部 分 等 于 0, 因此 


mp | » 和 Ss K [i 
.2H xr + 2xKy' + ySy — tr, y) (_ ) 《zs 


因此 = 行列 的 Hermite 方 阵 可 以 看 成 为 24 行列 的 特殊 对 称 方 降 
(C's) 
—Ks “ 


有 一 oP 
也 可 以 写成 为 忆 一 4 十 iv, P 二 4 十 i8， 因 此 
zi=x Tio)(Ad+iB) -Hd — vB+i(vAd + wuB) 


Gp) a) (人 小 


(0g) 9 


CD 
可 交换 的 方 阵 一 定 是 形式 《1)， 即 由 
人 Ca 人) 
可 得 B= 一 0， 4 一 卫 . 


因此 Hermite 方 阵 的 理论 可 以 说 成 为 : 在 特殊 变换 下 研究 特约 对 称 方 隆 的 竹 质 的 理 
论 。 所 谓 特 殊 就 是 指 形 如 (1) 的 方 阵 ， 


而 变形 


方 阵 


可 以 用 以 下 的 方法 来 效 划 , 任 意 一 个 与 
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第 七 章 正 交 群 与 二 次 型 对 


$1 正 交 内 


我 们 现在 考虑 实 矢 县 空间 使 矢量 长 度 不 变 的 线性 变换 。 称 为 正 交 变换 ， 
即 


7 ~ xT, 9 
使 
zt yy (2) 
以 C1) 代入 (27 得 恒等式 
EF 
即 得 


7 一 7 | (3) 
适合 于 (3) 的 方 阵 了 称 为 正 交 方 阵 ,显然 连续 运用 两 次 正 交 变换 仍 得 一 正 交 变换 ,也 
就 是 两 个 正 交 方 阵 的 乘积 仍然 是 正 交 方 阵 。 所 有 的 4 行列 的 正 交 变换 (或 方 阵 ) 称 为 正 交 
群 。 由 (3) 可见 iT 一 土 1。 
我 们 现在 在 正 交 和 群 下 研究 问题 。 正 交 变 铭 使 矢量 的 长 度 不 变 ， 也 使 二 矢量 的 夹攻 余 
蔬 不 变 , 即 如 果 二 矢量 x 中，x 同时 变 为 yy 则 
L(x x ) mm x Dx 


一 一 一 一 一 一 ， 
Vv Pt pe 四 ro 


亚 然 变 为 
yy 
AAA yy Dy 
正 交 条 件 (3) 也 可 以 改写 成 为 : 命 一 《cj)， 则 
之 ， cH Bite | . (4) 
这 几 车 1 二 出 da = 0, 而 Si 一 出 
TT 1 | 
可 知 T' 也 是 正 交 的 , 因此 还 有 一 组 与 列 有 关 的 方程 。 由 《分 也 可 以 推 得 一 个 正 交 方 阵 是 
由 + 个 两 两 正安 的 单位 矢量 所 组 成 的 ; 即 
eh Cop s Cp) 
再 看 # 二 2 的 情况 ,由 
人 十 ce 一 ] 
可 以 取 su 一 cosg， 如 此 则 ea 一 士 sin8， 并 不 妨 假 定 co 一 sin8 ( 若 不 然 换 日 为 一 8 
即 得 7)。 由 


“a 116s 


_ Cuca 十 ciaca 一 上 
可 知 cx 一 一 psin 09， ca 一 pcosd 再 由 
cut esl 
可 知 p 一 土 I。 因 此 二 维 的 正 交 方 阵 一 定 可 以 表 成 为 
( cosd 30), (0 本 


—sin cos 晶 sinB 一 cos 日 


前 者 荐 旋转 ,行列 式 一 1， 后 者 是 反射 , 它 的 平方 等 于 单位 方 阵 , 即 

cos0 sin Oi 1 0 

(mo gj =- 1 小 
而 行列 式 等 于 一 1， 反 射 是 一 个 旋转 蒋 以 一 个 特殊 芭 射 
. . 0 ') . . 

0 一 1 “i 

而 成 的 . . 
.一 般 的 讲 来 ， 考 虑 出 


a = cosd, 


a 一 Sn， 


4 一 一 Sngs 
Hii 一 Cos 日 
及 其 他 的 
fi Be 
所 定义 的 方 阵 是 (i,j) 平面 上 的 旋转 ， 
考虑 feus -sy Ci cos 上 日 sin 0 :+ 0 
Ca rs Cn —sing cosB 0 -..- 0 
Es 0 0 0 1 


可 以 到 9 使 (2, 1) 地 你 的 元 素 等 于 0 ( 即 解 ccos6 一 casin0 一 0 即 得 )， 再 乘 以 
cosd 0 sing 0 -0 
0 1 0 0.-.-.0. 
—sing 0 cosd 0 “0 
0 0 0 0:… 111， 
”可 使 (3,1) 地 位 的 元 素 等 于 0， 连续 运 用 ， 可 得 一 方 陈 其 中 ca 一 …' 一 cm 一 0， 办 此 
ra 一 土 1。 由 于 正 变 性 质 ，c 一， ea 一 0。 


再 乘 以 
1 0 0 0-…90 


0 cos sing 0 :+ Db 
0 — sing cos 0D +-- 0 
od 0 0 0 1 
可 以 使 7 了 , 2) 地 位 的 元 素 为 0 等。 因此, 任 一 正 交 方 阵 可 以 乘 以 平面 旋转 方 阵 合 它 变 为 


11l7+* 


[证 1, 土 1 二 1] (5) 
又 腾 9 一 x 
cos0 sinp 一 1 星人 
( sinF cs) ( 1) 
在 (5) 上 和 猴 以 平面 旋转 的 方 阵 可 以 得 儿 . 
[1 15…1] 或 [1 1 一 1] 
视 其 行列 式 是 十 1 或 一 1 而 定 ， 
总 之 ， 尾 何 一 个 行列 式 为 1 的 正 交 方 阵 闸 以 表 为 平面 旋转 的 乘积 ， 而 行列 式 为 一 1 
的 正 变 方 阵 可 以 表 为 以 上 的 习 积 外 再 习 以 一 个 反射 [1, 1,…, 一 1], 
定理 1 给 了 任意 mw 个 互相 正 交 的 单位 矢量 #9,…，w”， 我 们 一 定 可 以 找到 # 一 
1 个 拓 量 HL He™ 使 


成 一 正 交 方 阵 ， 
征明 1) 先 证 , 任 一 单位 矢量 * 有 正 交 方 阵 了 使 
ul = 21 
这 一 点 的 证 明 极 易 。 因 为 可 以 定 出 8, 使 
cosO sinh 0 
一 sin cosd 0 + 0 
【app 0 0 1-..0 


Bi 


的 第 二 个 支 量 一 0， 续 行 此 法 可 得 所 证 . 
2) 屋 定 已 知 xm 一 a 则 


下 
, so 
a ji 
由 于 pptmi 与 正 交 , 其 第 一 支 量 绕 等 于 0， 再 行 此 法 可 得 
a 人 


TT 加 TL,», = ‘2 


我 们 推广 正 交 知之 定义 
定义 ” 命 3 是 一 定 正 对 称 方 阵 ， 凡 适合 于 
TST"=5 
的 方 阵 了 称 为 3 正 交 方 阵 。 显然 3 正 充 方 阵 滋 积 仍然 是 8 正 交 方 阵 。 
由 于 尾 何 一 个 定 正 方 阵 可 以 表 成 为 5 一 PP', 因 此 
TPP'T’ 一 PP'， 
即 | 
(PTP) (PTPY 一 了， 
即 P77TP 是 正 交 方 阵 . . | 
因此 3 正 交 方 阵 的 研究 并 没有 什么 特别 之 处 ， 可 由 普通 正 交 方 阵 的 结果 推 短 之 . 
但 如 果 8 非 定 正 , 则 情况 大 有 不 同 ,其 中 如 了 仅 有 一 个 负 和 号 ,就 是 所 谓 Lorentz 群 ,这 
儿 不 谈 ， 


$ 2， 定 正二 次 型 的 平方 根 作 为 距离 函数 


在 车 通 几 何 贝 ， 两 点 
(xs ny 一 Cy a) 
的 距离 等 于 


> {x pi, 


3=1 


da(z 力 一 VC 一 7)Gz 一切 一 


这 函数 d(x,y) 适合 于 以 下 的 四 个 条 件 ， 
i) 定 正 性 ， dCx,y) 尘 0， 且 仪 当 * 一 7 了 时 取 等 号 ， 
地 对 称 性 ，4Cx,y) 一 dy,x)， 
十 ) 等 比 性 : 4a(4554,) 一 144dCr,y)， 
iy) 三 角 不 等 式 
d(xsy) tt dys2s) Crs (C1) 
而 且 仅 当 三 点 共 线 时 取 等 号 . | 
三 角 不 等 式 的 代数 证 明 是 : 命 x 一 一， yi 一 zi 一 B，(1) 式 等 价 于 
Maa 十 Vi PV ath t 6). 
aa'bb’ = (nr6')}, 
这 就 是 Byssxogcrgii-5chwarz 不 等 式 。 
余弦 定律 给 与 ， 
dts a) = dx) + dy + 2d(r ,yady, 2) cosd, 
] 


‘cos 一 


(#0) — 2) ,0) 
| VDOT —a) 
这 儿 6 是 (x, 9 边 与 (9，x) 边 的 夹 角 。 


sl1Il9. 


问题 是 否 还 有 其 他 的 两 点 *> 的 西数 仍然 有 性 质 站， 雇 ， 进 )，iy)， 这 裕 的 函数 
很 多 ， 最 显然 的 例子 是 : 

命 5 是 一 定 正 对 称 方 阵 ， 则 

dx) = Mr — Sr — yy) 。 
也 适合 于 切 ， 动 ， 让)，i)， 这 些 性 质 的 证 明 并 不 难 . 只 要 写成 3 一 如 ， 命 二 一 zP， 
二 J， 一 4P， 则 六 刻 可 由 以 上 的 (1) 绪 果 推出 新 性 质 来 。 

再 举 一 个 例子 ， 当 了 空 1 时 ， 


d(x,y) 一 2 yil? 。 


$3, 空间 的 座 量 


在 上 节 的 研究 中 ,不 难看 出 *5y' 起 着 十 分 重要 的 作用 , 这 引出 了 以 下 的 峰 念 ， 

命 R 是 实 的 7 维 儿 量 空间 ,我 们 定义 其 两 个 条 量 *， 了 的 内 积 (或 称 无 向 积 )。(x, y): 
它 是 适合 于 以 下 性 质 的 函数 

1) (x,9) 一 《yat | 

2) Cx, 一 Mrs y), 1 是 任意 实数 ， 

3) (zz 十 yos) 一 【ra) 十 (ye)。 

再 此 立刻 推出 

2°) (zshy) 一 h(x,y), 

3 try 二 #) 一 《x% | 士 (r， z)， 诺 数 (x, *) 定义 为 * 的 范 数 ， 用 N(x) 表 之 ， 

如 果 

4) N(x) > 0, 而 且 仅 当 《一 0 了 且 ，NGa 一 0， 这 样 的 函数 称 为 矢量 空间 的 欧 几 里 

得 度量 . 

有 欧 几 里 得 度量 的 实 儿 量 空间 R 称 为 欧 几 里 得 空间 : 

Ce 天， 共计 的 和 站 人 和 和 任 一 


矢量 * 可 以 化 为 单位 矢量 一 一 一 Ve 


如 果 (x,y) 一 0， 与 ?互相 正 交 , 用 * LY 起 之 。 
如 果 《x,y) 一 6， 则 由 1), 2); 3), 立刻 推出 

Nix + yr y= (r+ yr + y= (rx) t (ys) 
— N(x,x) + NGO,)), 


这 就 是 高 高 定理 . 
这 是 = 维 的 实 矢 量 空间 。 假定 4 人 ae， 是 二 个 线性 无 关 的 矢量 , 则 
x 一 - 2 Xi 一 2 ya", | 
由 2), 3), 2”) 与 3) 可 知 
《xy = (> #0 ya ) 一 (e 机 D3 yi4 an) 
i=1 j=1 £1 


CE 


120 + 


-> > 站 aD) 一 > 5 iy 


一 本 j=l 


此 处 《ee 人 一 Sr。 而 
MKCxy 一 > Sl sr ie 


答 质 4) 的 意 凡 为 5 一 Cs 人 是 定 正 的 ， 因此 这 个 抽象 的 处 理 所 色 含 的 具体 内 容 ， 与 害 义 
{xy) = rHy" 
无 异 ， 和 虽然 如 此 ， 这 样 的 抽象 定义 却 有 很 多 的 局 发 性 ， 
定义 区 归 CE Sem 适合 于 
0 
Ce oD) ~85 ~ 1 jf 一 1 
1 当 7? = 1 


这 匣 个 矢量 称 为 相互 正 交 的 单位 矢量 或 称 就 范 正 交 矢量 ， 当 坟 一 # 时 ， 称 为 就 范 正 交 基 
底 . 
由 于 4 一 PP ， 作 - 


即 Ceise;) = Hip 因此 E13" "son 就 是 一 组 正 交 就 范 的 基底 . 


$4. Gram-Schmidt 法 


命 zz 是 ms 个 任 则 线性 无 关 的 舌 量 ，Gram-Schmidt 法 是 指认 这 训 个 所 最 
拒 样 求 出 这 子 空 间 的 亚 个 两 两 正 交 的 单位 矢量 。 
首先 ， 取 


tn 一 1 zn 


VY (x, x 人 7) 


中 


是 一 个 单位 天 量 。 其 次 ， 作 
- 下 四 一 aan 十 pr, 


如 果 它 正 交 于 wa， 则 得 


9 一 aa 十 pzoyr)y 一 w 十 a x x), 
x, x) 
取 
一 《xi xb) ， 
are 


再 则 如 果 wx 是 单位 矢量 , 则 


a 3231»* 


] 一 (af ,we)) -一 (Cau 十 二 于 Br), 
gt + 2a8Cut ,x0) 十 B(x, xD 
(1) 2 
mw- i. (x :X00) (3) (2) 
Fr( (xr, x) + (x 2 )) 
(Crd ,rl (x Cr ,4 )? ， 
Cx wo 


fx 人 ,rt 


即 得 


= 一 ”一 一 


”然后 俏 取 
Hd 十 pu 十 7+, 
而 从 wo = wy 一 0，weuar 一 1 中 定 出 a, 8，7 来 ， 继 行 之 ,最 后 得 出 


DD 一 oz ， 


中 
如 人 = Wn!) 十 a 


和 


. WT) = oat at 十 * + ot 
时 
这 是 m 个 两 两 正 交 的 单位 矢量 。 也 就 是 
a a 
mo 13 0 0 xd) 
: Cl C2 1 
本 3 
a 如 
， mL m2 Umm} 
a wD 
Lm -一 ; 全 3 
We we} 
0 
Qn 0 日 x gl) ca 0 
一 府 庆 好 2 各 Ky " [i Biz 0 
证 (四 )》 em) 
ml Wm mp dm Cm mm 


可 知 以 上 的 问题 一 变 而 为 先 作 定 正 对 称 方 降 


x x 

| :| : | 

Tm) 和 

再 用 “于 方法 ”把 它 化 为 单位 方 阵 ; 因 此 ai; 的 数值 在 上 一 章 中 已 经 算出 了 1 


这 上 几 还 颁 补 充 一 点 : 
定理 1 (Gram》， 计 个 矢量 ix 线性 独立 必要 且 充 分 条 件 基 


x 四 wl ' 
上 
Ye 和 (下 7 


=。 22。 


是 定 正 的 ， 
证 明 首先 这 样 形式 的 方 阵 总 是 举 定 正 的 ， 原由 是 : 


rl x 
《pa : . Ss : (uy tm) 
Ym) x 


一 (az + et ta Ss + nk), 
如 果 这 个 矢量 是 线性 相关 , 则 有 非 全 为 零 的 声 ,… zm 使 wx 十 二 wr") 一 10 
即 方 阵 是 兴 定 正 (而 非 定 正 的 ), 反 之 ,如 果 方 阵 是 半 定 正 的 , 则 有 非 金 为 零 的 (xn) 
使 (wx 十 十 Ww) SC 二 + swtm》 = 0。 由 5 是 定 堪 推 得 
mitt 十 十 和 0 一 


所 网 xs si 是 名 性 相关 的 ,定理 证 完 ， 


5 正 投 闵 


假定 中 是 欧 几 里 得 空间 ， 假定 是 一 个 子 空间 ， 这 个 子 空 间 的 基底 是 #2,… ,x'. 我 
们 要 证 朋 ， 企 一 矢量 * 可 以 表 为 
xX ret ry Xs€s, XLS。 . {1) 
而 *s 称 为 矢量 * 在 子 空间 3 上 的 正 投影 ,而 xx 称 为 射出 矢量 ， 
例如 : 及 是 三 维 空间 ，3 基 通 过 0 的 平面 。 所 有 的 矢量 都 是 以 原点 为 起 点 ，xy 是 矢 
量 在 8 平面 上 的 正 投 影 ,而 wx 是 从 矢量 末端 到 平面 5 二 的 至 线 而 jxwi 就 是 天 量 末 端 到 
平面 的 距离 。 


把 xs 表 成 为 
下 -x= cr) 十 .十 ee 
处 “是 实数 ， 
从 正 交 性 出 发 . 
妈 (xr ost) Oo DOD, (R12 ,mm), 
(Cr, x)e, 十 :十 Cr re 十 (Cx, x —1) =— 0， 
(Cx ,re 二 十 CF es 十 C(x,x™ CO—1) = 0， 
xc 十 。。 十 Ye 十 xs(—1) = 0, 
由 此 推 得 
《zi a zt x 
Cx x) DY) | 一 0, 
民 总 {x rt),- (rx ) ,ks 
1 解 得 0 
TI » 
x 
ss es, (£2), 1 


I 


2 


其 中 rr, yt) 是 矢量 z+, J 的 Gram 行列 式 ， 而 
x 
rp ， 


rm 


xy Tt 二 ， 
命 上 表 舌 量 zw 的 长 魔 , 则 
(x, #) 


Cam 
， 《 ， 1) ye Ts ， C ,x r TD 
= Cxws tw) 一 (xn 2 一 He 一 a 。 
这 在 有 了 以 下 的 几何 意义 : 四 
(zr 十 1) 个 各 量 x 全、… x 四 ,x 作成 一 个 (wm 十 1) 维 的 单纯 形 , 抬 由 区 Dr 

所 成 的 m 维 单纯 形 作为 床 ， 上 由 * 的 末端 到 这 个 底 的 高 就 等 于 上。 
假定 3 是 5 中 的 任 一 矢量 , * 是 尺 下 的 任 一 矢量 ,都 是 由 原点 引 忠 的 矢量 ， 由 

N(x y= Nn tt zs —y) — Nrw) + NGxs — 9) > N(zw) 一 大 


了 


可 知 
Ixr—yi 衬 |*— xs| = 6b, 
即 高 不 大 于 斜 高 ;因此 ,在 $ 中 的 所 有 的 y 中 ， 用 矢量 rs 逼近 的 的 偏差 最 小 而 有 一 
N(x 一 xs) 可 以 作为 近似 x = xs 的 测 差 平方 。 
引进 Tp 一 了 (zDD) p= 1 2, 


VT 一 lx 一 请 


则 


是 x 中 矢量 的 长 度 ， 
| VT = Fh = 及 
是 由 x**，x 信 所 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 ,又 
VT, = VV 
是 x 中 zx。，x#3 汶 边 所 构成 的 平行 六 面体 的 体积 。 继续 定义 
VD = Fh = Vs 
一 般 有 加 
VT Vaan Va, 
很 自然 地 , 称 Fw 为 由 x 中 ,x 为 边 所 构成 的 操 维 平行 体 的 体积 。 
中 中 取 一 正 交 就 范 基底 ， 写 


| 
tm ris ni) 区 二 ， js 
Tr 


了 一 | 有 RR'|, 


则 


因而 得 


二 了 二 


"hi = 


上 


. 了 
“ils 


T2 一 了 -一 i Rid "3 ti 
Lane em | vee 
iml? ims EA 
因此 得 出 以 下 的 儿 和 何 性 质 : 
定理 平行 多 面积 的 体积 的 平方 等 于 在 所 有 维 举 标 空间 上 射影 的 体积 的 平方 
和 . . 
特别 是 一 下 ?3 
， 1 PE 
7 一 | ,| 的 绝对 什 ， 
下 回 到 投影 分 解 式 
(xx) rs tt wwsts t wy) = (xssxs) FF (rwsxn) Cxns tw) — A, 
即 得 


TD 一 ht) T(r), 
而 且 等 号 戌 立时 的 必 变 且 充 分 的 条 件 是 + 与 t,x 正 交 ， 册 此 立 得 Hadamard 不 
等 式 
T(z, i) < Tx)T CY).. -Tri™), 
其 中 当 且 仅 当 二 xz” 两 两 正 交 时 取 等 号 ,这 等 式 的 几何 意义 是 : 
平行 多 面体 的 体积 不 超过 其 边 长 的 茨 积 ,而 且 仅 当 其 为 长 方形 时 等 于 这 一 乘积 . 
Hadsmard 不 等 式 的 普通 形式 是 : 


本 


男 证 如 次 : | 
1) 如 果 8 了 基 定 正 : 则 8 十 工 也 是 定 正 , 而 5 十 了 | 之 站. (化 为 S=1, T= 
[hd 


2) 
Hadamard 不 等 式 乃 其 特例 ， 


5 Lk oo, 
5 |- [5s.11s; 一 LsnL’| 1511s, 
1 : - 


在 复 矢 最 空间 中 , 我 们 定义 两 个 矢量 wo 的 内 积 为 
使 zz 不 变 的 线性 变换 称 为 本 变换 ， 即 
zy 一 -Ar 好 地 一 了 


+ 125. 


而 区 也 称 为 西方 阵 . 
当 # = 1 时 ,西方 阵 就 是 ci 在 = 维 空间 
| 
是 芋 方 阵 。 实 正 交 方 阵 显然 是 西方 阵 . 
0 一 (wij) 有 次 之 条 件 


bd 
人 wii — Bite 
1=1i 


由 好 了 一 了 可知 六, U', 5 都 是 西方 阵 。 
命 
#1 一 Pie 各 ln Piseier。 
则 
Eee a se io] 
的 第 一 行 是 实数 , 即 得 一 个 方 阵 , 其 


四 中 相生 


定理 1 任 一 西方 阵 可 以 表 为 平面 旋转 及 一 维 西方 阵 之 积 。 
注意 I。 [一 1,1] 是 一 个 ~- 维 西方 阵 ， 
2. 西方 阵 的 行列 式 是 绝对 值 等 于 1 的 数 、100'| 一 1,101101 一 1， 故 云 。 
定理 2 《Gram),m 个 复 矢量 
2 ， 加 a 
线性 无 关 的 必要 日 充分 条 件 是 Hermite 方 阵 
Ca DY ,2 
是 定 正 的 ， 
证 法 与 前 原则 同 , 从 略 。 读者 自己 推广 Gram-Schmidr 方法 。 
局 样 不 难 证 明 ， 如 果 有 了 z* 个 矢 最 适合 于 
HB By ff = 2 


则 可 雇 补 部 # 一 吾 个 使 


成 为 西方 阵 ， 
把 以 上 的 结果 作 一 些 不 难 的 推广 ， 
在 复 舌 量 空间 中 定义 内 积 (#,#x)。 它 适合 于 以 下 的 一 些 性 质 


"136" 


1) (x,9) 一 《ysz 3 

2) (ery) alr y), 

3) Cx TT yz) = x4) 二 (yz) 
由 此 扒 得 

2°) (xycy) 一 Br) 

3°) xsy 十 8) 《zs 《xs 2), ， 

4) Nx = (xz，x) 之 0 而 且 仅 当 * 一 0 时 取 等 号 ， 这 样 的 空间 称 为 本 空间 试 推广 
忒 上 所 得 的 全 部 结果 。 


$ 7. 盟 数 内 积 空间 引 


我 们 现在 考虑 在 区 间 (a, 8) 上 所 有 的 可 平方 求 积 的 实 图 数 x) 类 。 称 为 空间 ， 
我 们 定义 


(8) ~ | fa Car 
为 二 函数 f(<)gC*) 的 内 积 ,如 果 内 积 等 于 0, 此 二 汪 激 称 为 正 交 ， 如 果 
人 f(x) dar 一 1， 
则 称 为 就 范 (或 正常 )。 而 
才 Wa 
GD 一 (小 Foaz ) 


称 为 通 数 空间 的 度量 ， 
如 果 有 一 组 不 全 为 零 的 实数 ci …， co 使 
cfitxz) 十 十 | 和 二 人 
几乎 处 处 等 于 0 则 7),， ,fotx》 称 为 线性 相关 ,不 然 称 为 线性 独立 . 
定理 1 (Gram) ”个 函数 jz， “f(x) 线 性 独立 的 必要 且 充 分 条 件 是 对 称 方 阵 是 
(ff Hi 


(343- -+ i ) 和 a Cys a) 
| fhar, 5 | 太太 dx - 


~ (Gh tet tf, | Guah 十 十 sre) : / 
s . . Wy 
一 | 《为 二 十 wafn) Ax, 
和 如果 思 ,…" ;fs 是 线性 相关 , 则 有 非 全 为 0 的 wm,… sw 使 
[ Cw 十 “十 uf Jdx 一 0, 


反之 ,由 此 得 出 让 二 :二 wolf 上 儿 平 处 处 为 0。 


方 阵 
(六 方 D<pjas 
称 为 gramian, 
用 痰 方法 有 三 角 方 阵 使 
ga 0 a 0 +: 
Ta Wa Chis hr)ierian Da C2 "7 
如 此 得 吊 一 组 函数 
B= Yo， 
吕 一 中 十 0 六 
Em = mf 十 mh 十 
它们 是 正 交 而 且 就 范 的 ， 


例 - 取 站 一 一 1，5 一 1。 
函数 1x,# 下 ,的 gramian 等 于 


1 . 
| EE 
一 上 


1t 上 0 工 0n 
3 5 
1 1 I 
一 ?| ° 0F07 
EL nn 0 
3 5 
由 于 
1 0 1 OV /1 
1=11,|, 1)=|, 1 0 
. 马 3 
1 0 工 1 0 0 
3 
1 I 
0 5 0- |=| 0 73 0 
io (1 02 
3 5 3 3 3 
1 
10 二 0 1 0 0 0 
3 
oiot 0 -tt. 0 0 
3 5 加 AA 3 
- 工 0 工 0 i 0 — 2. 0 
3 5 3 3 5 
0 工 0 工 0 V3 0 2. 
3 了 5 sv 7 


= 1284 


+ 十 mm ms 


-一 时 
3 
0 
1 
一 一 一 [0 
3 
2 
0 — 
3 5 
0 0 
1 
一 - 0 
AA 3 
2 
0 — 
3Y5 
V3 0 
5 


或 


因此 得 经 Gram-Schmidt 法 所 得 出 的 正 交 就 范 函 数 是 ， 


1 0 0 0 rt 
0 1 0 0 

1 (1 2 ) V3 2 

lr" 二 0 0 

V2 3 35 ? 
ovV3 0 2... 

5 5 /7 
以 上 的 概念 显然 可 作 多 种 的 推广 


1) 用 Lebesgue Stiddje 积分 的 概念 , 命 ow) 是 [4， 5] 中 不 弟 沽 的 实 本 数 ,而 且 不 是 
党 数 , 则 可 以 定义 内 秩 分 z 
z 0) Jda). 
2) 考 碟 筑 函 数 ,而 定义 | 

(0) = | FDdal). 
3) 多 维 积分 
G8) = J fs), 
4) 在 ” 维 空间 的 mm 维 流 形 3 上 和 
0 8) ~) |e em) 


这 儿 do 基 5 上 的 测度 , 
5) 更 抽 诅 的 所 渭 “ 内 积 空间 ”。 
有 主要 的 方法 的 岗 要 就 是 从 以 上 记 讲 的 开始 的 。 
上 后 我 们 还 将 择 要 介绍 ， 


§8， 特 征 根 


定理 1 任 一 方 阵 4 可 以 唯一 跑 宕 为 
A—H+K, HH, K=—E'. 
命 ay 1 大 代表 4, 防 , 天 中 元 素 的 最 大 绝对 值 . 者 a 一 a 十 fi 是 4 的 特征 根 ,如 
lel 志 na, Jel |B 
证 明 申 于 ?是 特征 根 ， 所 以 有 一 个 非 0 矢量 * 使 


sA = gs, 
由 此 可 推出 - 
| OE" = HF', 
厅 2 一 dd 
相 加 及 相 减 得 


oz8 一 到 :4 +A)z' = > > 2 Ce + 22, 


Ff 
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baz 一 二 全)z 一 De Kaj. 


因此 : 
lolsa’ < Bloallsl 1s < a5lsl | -~ “人 (已 [sl) 
oa GNTE 
所 以 
lol San. 
司法 
|a| zs 反 Dbl EEE EA 
及 ， 
181s3 < nhz2, 
这 定理 有 了 以 下 的 一 些 推理 : 


定理 2 Hermite 方 阵 的 特征 根 是 实 的 . 
证 明 下 一 0， 所 以 让 一 0， 因 此 8 一 0, 
定理 3 实 对 称 方 阵 的 特征 根基 实 的 . 
定理 4 和 斜 对 称 方 阵 的 特征 根 是 纯 虚 的 . 
定理 3 如 果 定 理 1 中 的 KK 是 实 的 , 则 


18| < i Dk 
证 明 我 们 有 


4; 
2 = eK 
i 


Pr 4 


出 于 下 是 实 的 ,所 以 久 是 实 的 余 对 称 方 了 泗 、 因 此 
EE 全 gi 


Be 一 > 刀 7 3 


[| 


| 


EH 一 


181z8" 所 ,多 


禁用. Sdhwarz 不 等 式 


加 


EE Hi 一 SE] 


; <4 Dy 
= 一 二 nn —1) > (Big, 一 53 


di 


= 了 (x 一 (CD sR) 一 PE 之 村) 


< 2 7), 


因此 得 


-了 了 :二 


18| < 2 2 
具 记 ”这 定理 给 出 斜 对 称 方 阵 特 征 根 的 较 优 上 界 ， 
定理 6 命 w 一 “十 市 表示 4 一 好 十 玉 的 特征 根 。 则 有 
坟 过 MH， 
这 儿 m 是 五 的 最 小 特征 根 ,而 村 是 最 大 特征 根 . 
证 明 命 总 一 (Ch)s 及 = 是 对 应 于 o 的 4 的 特征 矢量 , 则 有 


wag' = gHz', 


即 
Sr 


2 一 一 一 。 
把 zH3'/zz' 看 为 一 个 函数 f(z)， 则 显然 有 
| minf(#) Ew < marf Co). 


现在 只 须 证 明 minfks) 与 maxj(x) 都 是 号 的 特征 根 即 是 , 命 一 x 十 iy;， 从 


8 _ af_ 
Bx Oy; 
立刻 推 得 
3 - 0 af - [ 
Sz; Os 
及 . 
Bf ea < 
Ky ZE i == 0, 


极 值 光一 xHz'/z3') 适 

eH — 41)3' = 0, 
到 

(HBH — 417)2' ~ 0.. 
即 (FAO. 1 
由 此 也 顺带 地 证 明了 。 
定理 7 如 果 5 是 实 对 称 , 则 最 小 (大 ) 的 特征 很 等 于 


ER 


的 最 小 (天 ) 值 ， 也 就 是 在 球 se = 1 上 ，xSx” 的 最 小 (大 值 )。 轩 

几何 语言 ，zSx' = 1 是 一 个 籽 蒜 ,而 球 xx' 一 1 与 权 球 相 切 的 情况 是 4 是 5 的 特征 
根 。 如 果 1 小 于 最 小 的 特征 根 ， 则 球 全 部 在 精 球 之 内 ， 如 果 % 大 于 最 大 的 特征 根 , 则 球 包 
有 实 球 . 

定理 8 二 村 位 和 1 


证 明 ”如果 x 是 如 的 特征 根 , 则 x 十 二 是 Hermire 方 阵 品 十 UJ 一 VU 十 5' 的 特 
征 根 ,而 二 (一 十) 是 上 (UD 一 丈 ) 的 特征 根 ， 都 是 实 的 ， 即 


x 十 二 一 27， #— ~ 2is 《rs 实数 )， 


= Fi es 


,arr -ensumerm 一 一 一 - 


划 
二 一 # 十 8 二 一 # 一 1。 
x 


因此 rr? 十 + 一 1， 即 得 所 证 . 
由 此 推 得 
定理 3 实 正四 的 复 竺 钙 要 成 对 出现 . 


$ 9. 积分 方程 的 特征 根 


我 们 再 把 实 对 称 的 情况 更 简化 地 说 一 下 : 如 果 是 实 对 称 方 阵 的 符 征 根 ， 则 有 一 冬 
量 * 使 


ES 一 Es 
由 此 得 
| | . wR" 一 0G38 
由 于 sx58 一 %3z 是 实数 ,所 以 “十 实数 . 
用 这 个 原则 来 处 理 积分 方程 的 特征 信和 问题 ， 
假定 K(x, yy 一 KK(y, *)》 是 一 个 实 连 续 国 数 。 其 范围 是 a 所 x* 志 6g 所 yY 夺 汉 
求 血 征 值 4 使 


jx) = 4) KCrsy)iCy) dy 


有 解 蕊 *)。 
定理 1 特征 值 着 实 的 。 
”证明 乘 以 f(x) 而 积分 之 得 
人 gp par = 2 [705 ax) Kr, Cay, 


| | KC DFC) 1C9) de dy = | | KC PH TOD az dy 
= G7 dray = | Kesy) TD) de dy 
是 实 的 ,因此 4 也是 实 的 


习 着 1 把 本 定理 推广 到 复 隙 数 空间 . 
习题 2 诬 研 究 Kt{x,y) Klys2) 的 情况 ， 参考 §5 之 法 。 


$10. 对 称 方 阵 的 正 交 分 类 


定理 1 在 正 交 变换 下 , 一 个 二 次 型 可 以 变 为 
2 十 


的 形式 ， 是 人 何 -个 对 次 有 正 交 作 了 全 
TST* = [1s ,hs,]s 


这 此 bh "ha 是 实数 ,是 Ss 的 特征 很 。 


» 132% 


Fm EEE 


证 明 ， 对 应 于 特征 根 5， 有 一 特征 矢量 =。 不 访 假 定 它 就 是 单位 矢量 , 即 zx ~ 1 
. ER . 

有 正 交 阵 了 化 * 为 第 一 行 ,因此 ，s 一 =， 

el ST = ey 


所 以 PT 的 形 闫 是 
A 0 jt : 
(0 5) SS, 
这 证 明了 本 定理 . 
记 此 定理 可 知 


NS Kit 二 7 + nt) 


. 一 了 
此 处 T= (Cos), 斯 
$= Th IT, 
而 sz 是 3 的 特征 矢量 , 即 《ea ，- “Gm) 是 5 的 特征 概 入 的 特征 矢量 。 
定理 2 对 应 于 不 相等 特征 根 的 特征 矢量 是 正 交 的 
证 明 如果 
| 9 = Lx, Ly er hd, 2 于 3 
出 
和 xxz oe DIA = hr, 
由 此 推 得 x 人 x 一 0. 
由 定理 1 不 难 立 剂 推 得 ; 把 1 排 成 为 
1 


由 显然 有 
Ct i sl 1 
ti 
[a . 
ii 2， 
好 十 十 妈 
min 2 十 二 — he 
ER XY 
换 符 号 得 ; . 
定理 3 我 们 有 
min 3 和 
了 
当 x 一 s 吕 时 取 等 号 而 
| 
区 了 一 ay 
#1 二 本 
且 当 > 一 5 全 时 取 等 号 ; 湾 
CE 


[| 


"133= 


be I re mr pF RP mm ' 


$ 11. 二 次 曲面 的 欧 几 里 得 分 类 


变换 
v= Tie 

称 为 欧 几 里 得 变换 ,此 处 了 是 实 正 交 方 阵 , “ 是 一 实 矢 重 ， 在 旋转 ， 反 射 之 外 ， 还 有 平移 
-一 # 十 ec。 所 有 的 欧 几 里 得 变换 成 一 欧 几 里 得 群 。 欧 几 里 得 几何 学 就 是 研究 欧 几 里 得 
群 下 的 几何 和 性质. 不 变性 质 。 

首先 是 清点 x 候 ,z 中 的 距离 是 不 变 的 ;其 理由 是 : 

Cy _ yO CyD — yoy 一 {xD — x 2) TT fx .一 了 
一 《xi x CD oo xy, 
叉 性 一 - 超 平面 ad 一 和 经 过 欧 几 里 得 变换 一 定 可 以 变 为 sx 一 0。 
现在 看 二 次 曲面 


#dr 2x6" 二 7 =0. 
的 分 类 ， 
可 以 取得 了 使 T4T = (i is)， 即 经 过 x 一 yT 可 变 为 


pH 12 3 by tr = 0, 
如 时 庄 和 次 不 等 于 0， 则 由 
2 二 划 tr 一 
可 知 一 般 的 二 次 曲面 可 以 变 为 
bE si 
如 果 % 关 0， 则 可 以 变 为 
-0 -! 
的 形式 ， 
如 果 4 一 0， 即 得 退化 汪 次 其 面 
| > re fx * 
的- 
如 时 有 些 ir = 0， 不 妨 取 


人 十 DY br 0 0 
=r+ 


如 果 非 所 有 的 5 都 等 于 0 我 们 可 以 把 它 再 变 为 


> Aiys 十 yr = 0, 


( “ 
Bb yA 


总 之 ， 党 看 


。f34 。 


如 果 是 奇异 的 , 则 原 二 次 曲面 称 为 退化 的 ; 非 撑 化 的 二 次 曲面 一 定 欧 几 里 得 等 价 于 以 下 的 
标准 型 


将- 的 -~ : 0 
-+ 0 


当 p 一 s 时 ,所 得 出 的 曲面 是 糖 蒜 ,而 a4,01,"…* ,an 是 其 主轴 的 长 度 ， 
读者 试 自己 写 册 退化 二 次 曲面 的 标准 型 。 


912. 方 阵 对 


先 复习 一 下 方 阵 对 的 相抵 关系 ， 
方 阵 对 4, 4, 与 B.， 8; 称 为 相抵 ;如果 有 二 满 牧 方 阵 P, 0 使 
A =— PhO, .4 一 PBO 

有 部 下 的 芋 要 结果 ， | 

定理 1 和 如果 4,，B,， 是 满 秩 的 ， 则 方 阵 对 相抵 的 必要 且 充 分 条 件 是 A 十 4 与 
B, 十 3 有 相同 的 不 变 因 子 【《 或 初等 因子 )。 | 

此 定理 已 经 证 过 了 ， . 

我 们 现在 研究 4,，A， 可 能 非 满 秩 的 情况 ， 由 较 对 称 的 形式 

AA nd og 

较为 方便 。 如 果 有 4, 使 1444 十 pA4sl 关 0, 则 这 些 方 阵 称 为 非 奇 泪 方 阵 束 ， 显 然 定理 
1 可 以 推广 到 性 瘟 的 非 奇异 束 . 

我 们 现在 回来 考 虚 对 称 方 隆 ， 

定理 2 如 果 

4 一 PBD 

及 4 与 8B 都 是 对 称 的 (或 都 是 斜 对 称 的 )。 了 与 0 都 是 满 秩 的 ， 则 有 一 满 牧 方 阵 RR， 与 
P, 日 有 关 , 但 与 4, 8B 无关, 使 4 一 R'BR. 

证 明 1) 由 4 一 P88, 可 知 

A~— 0'BP'~PBO. 
命 U 一 9p， 则 
. UB= BU,, 
又 了 的 任 一 多 项 式 常 有 
蕊 Z8 一 BOAD)Y, 
2) 满 秩 方 阵 品 的 平方 根 。 我 们 现在 证 有 明 有 一 多 项 式 (x) 存在 ,使 
(KDY=U. 
”如 果 这 个 对 了 , 则 命 多 = KV), 而 

. XB = BX',. 

取 R= X'9， 即 得 
R'BR= OXBX'O = ONO OUBO PEOS—A 


即 得 所 求 . 

命 g(2) 是 0 的 特征 多 项 式 ， 如 果 能 证 明 有 AC2》 存 在 使 

fC1): = 4Cmodg (2)) 
也 就 证 明了 2) 所 提出 的 结论 
3) 将 g(x) 分 解 为 
gx) = (x— a — B(x— er.. 

.此 处 ay 56, 。，*… 两 两 不 相等 ,月 不 为 零 . 

把 Vx 展开 成 (x 一 a)》 的 第 级 数 


Vx 一 wa 了 全 (一 四 一 这 二 全 二 
命 F(x) 为 展开 式 的 前 * 项 之 和 。 则 WwW x 一 F(x) 可 被 (x 一 a) 所 整除 . 同样 将 wx 
展开 成 (z 一 5) 的 第 级 数 。 G(x) 为 这 一 宕 级 数 的 前 项 。 网 wx 一 G(x) 可 以 被 
(x 一 了 整除 。 如 此 等 等 ， 
把 Te 展开 成 部 份 分 式 得 : 
F(x) _ 4 . | 一 一 一 
gy) Gt Tre t RT 
同样 由 GCx) 定义 B(x) 等 等 , 命 
rm 人 cy 有. 
f(x) re Ft ) 
易 知 Vx 一 f(x) 可 以 被 g(x) 整除 。 即 
* = f(s) modg(tx)) 


由 此 极 易 推 得 
定理 3 . 如 果 
PAO= A PBO = B,, 
而 4 与 少 且 都 是 对 称 的 或 斜 对 称 的 ,了 3 与 Bi 剖 基 对 称 的 或 射 对 称 的 ， 则 有 满 秩 的 使 
RAR~= 4, R'BR = BP, 
定理 4 恨 定 |4| 了 二 0， 有 满 牧 的 了 使 


A=— PBP 
的 必要 量 充 分 条 件 是 
Md tnA' SAB+nB’ 
有 相同 的 不 变 因 子 。 
证 明 外 若 A4=PBP， 则 : 

A' = PB'P', 

所 以 * 
{d+ pt) = PCAB + wRBIP', 

满足 条 件 ， 


2) 如 果 条 件 适 合 ， 则 有 . 
QA+ pA4)— PB + 4B')O, 


a 136 


而 
4 二 由 一 PCB 二 3BD7D， 4 一 4 一 MB 一 了 )9， 
4+4 与 B 十 B' 都 是 对 称 的 ，4 一 4' 与 B 一 B' 都 是 斜 对 称 的 ， 因 此 有 只 使 
A A ROB BIR',A— A = R(B— BOR', 
阶 记 当 |41 一 0 时 ,本 定理 仍 正确 ,但 证 明 较 长 不 录 . 


§ 13. 和 斜 对 称 方 阵 的 正 交 分 类 


在 实数 范围 内 一 对 对 称 方 阵 的 相合 性 ， 是 并 不 简单 的 问题 。 我 们 已 经 讨论 过 的 在 正 
交 群 下 二 次 型 的 分 类 就 是 这 问题 的 一 个 特例 。 也 就 是 方 阵 对 
《TS7 C1,T) 
的 相合 问题 。 可 以 稍 加 推广 ;如 时 方 阵 对 中 有 一 个 是 定 正 的 , 则 可 以 化 为 
(7, [ts]) 
的 标准 形式 ， 如 果 方 隆 东 内 有 一 个 定 正 的 ， 也 可 以 同时 化 为 对 第 线形 式 . 这 些 推广 是 不 


” 难 的 。 但 如 果 没 有 定 正 的 存在 。 问题 变 为 很 复杂 、 这 儿 不 讨论 了 ， 


”局 样 的 情 视 对 Hermite 对 也 存在 ， 有 些 书 上 错误 地 处 理 Hermite 对 的 问题 ， 
如 果 一 个 是 对 称 41， 一 个 是 射 对 称 心 ， 我 们 也 只 准备 着 重地 讲 一 下 4 是 定 正 的 铺 
况 , 也 就 不 炉 假 定 4 一 了， 即 在 正 交 群 下 ， 斜 对 称 万 陈 4; 一 KK 的 分 类 问题 ， 
当 m 一 2 时 : | 
ge 上 旺 0 1 a Bb 0 1 
CS 4 Li 0 ) 人 人 ~ (ed — br) 人 路 
因此 , 伍 一 二 行 二 列 的 斜 对 称 方 阵 一 定 正 交 等 价 王 
( 0 站， > 0, 
定理 1 任何 一 个 射 对 称 方 阵 一 定 正 交 等 价 于 


(Ct 1 404. +'0 


而 名 六 训 字 > 0. 
由 前 已 知 , 斜 对 称 方 阵 的 特征 根 是 纯 虚 的 ,名 有 一 矢量 巡 使 
wh = iis 
这 上 儿 尼 是 复 矢 量 , 命 ww 二 w 十 iv， 则 得 
uk 一 hv, vEh oo kw 
由 Ku 一 0 了 0， 可 以 推 得 wv’ 一 0， 即 # 与 vz 正 交 . 
基态 之 8， 则 由 此 推出 


(2)#=-( 人) 


Eun’ = ogKg' — — uv oe Ruv'y 


所 以 ww 一 vy’ 命 的 一 /Vuh 一 V/V vv 则 得 


区 


而 137 二 


(2)#-G oy 


而 wt 一 vv 一 1 ww 一 0 把 (人 补充 成 为 正 交 方 阵 T, 则 得 


0 一 下 0 
mr 0 } 
0 kK, 


同样 可 以 处 理 志 守 0 的 情况 , 依 此 续 行 ,可 以 推出 定理 来 。 


$14. 举 群 与 辛 分 类 


定义 ”使 一 个 满 容 斜 对 称 方 阵 不 变 的 方 阵 称 党 辛 方 阵 , 即 如 果 KK 一 一 K',|K| 所 由 ， 
使 

PKP" 一 站 
的 方 阵 P 称 为 辛 方 阵 , 
为 了 简单 起 见 , 我 们 可 以 固定 


k=—( 0 站 了 = 1, 0 = 0, 
一 了 如 


二 


把 PP 写成 为 


则 由 
-0) 
可 得 . 
AB' = BA',: CD = DE', AD'— BO=1. 
立刻 可 以 看 出 | 
人 


都 是 辛 方 阵 . 命 王 一 7: 而且 是 对 角 线 方 阵 , 即 了 的 对 角 绕 上 若干 是 1 着 干 是 0， 划 


J — 
(up - J ) 


也 是 辛 方 阵 ， 
不 难 证 明 任 一 辛 方 降 也 可 以 表 为 这 些 方 阵 之 积 ， 


$15. 各 式 分 类 


我 们 有 了 一 批 群 : 正 交 群 , 辛 群 , 西 群 。 我 们 在 了 一 批 被 分 类 的 对 象 。 
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对 称 方 阵 : 斜 允 称 方 阵 ，Hermite 方 阵 , 正 交 方 阵 , 辛 方 阵 ,西方 阵 . 

因此 出 现 了 一 系列 的 问题 ,在 其 一 个 特定 群 下 ,把 每 种 特定 的 方 阵 分 类 。 例如 : 对 称 
方 阵 的 辛 分 类 , 西 分 类 等 等 ， 如 果 再 加 上 “ 数 的 范围 > 就 出 现 了 种 种 的 问题 。 关于 这 些 问 
题 的 专门 研究 ,我 不 在 此 一 一 列举 了 。 

”但 是 我 们 必须 指出 ,这 样 的 问题 中 有 不 少 是 有 实际 意义 的 ,而 且 是 互相 相关 的 ， 

俩 如 ， 射 对 称 方 阵 的 正 交 分 类 。 就 可 以 用 来 处 理 正 交 方 阵 的 正 交 分 类 ， 妈 求 出 正 交 
方 阵 的 标准 型 。 也 就 是 给 了 一 个 正 交 方 阵 F， 我 们 一 定 有 一 个 正 交 方 阵 了 使 


TTTY- 一 


cost 1 。 。 ( cosb, 9 LJ 
— sinB cosB, 


一 Sin， Cos 人 7 
证 明 使 
了 一 人 一天) 于 天 ) 
由 TT' 一 了， 可 得 天 一 一 天 


由 前 已 知 有 正 交 方 阵 工 使 
eT OF 人 Tot 
由 此 得 出 
TTT' 二 时 介 干 对 包干 
此 处 
上 
vn (ts) 人 A 1 *) 
1 人 ( 几 4 1/ 1 
一 下 0 
1 一 下 
1 1 十 ;i 
(i /ar a 人 
1 十 下 工 十 让 
即 得 所 求 。 
916. 分 于 振 动 


在 质点 系 的 经 典 力学 处 理 时 ， 动 能 等 于 


和 . 
2T = 2) da ay = a 
El 


位 能 等 于 


Dg ja; ii = biis 


fi 


这 儿 是 广义 坐标 ,而 a, 是 与 时 间 + 及 9 无 关 的 函数 ,这 都 是 实数 ; 4; 一 < 
命 二 二 《ep B= C87) 
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及 好 一 《aa ” "ss 如 此 则 得 


2T = #4A4 C1) 
2V 一 gqgBa', (2) 
由 于 动能 决 不 会 是 负 的 ,而 是 仅 当 不 动 时 才能 为 0， 即 仅 当 4 一 0 时 才能 为 0, 因 此 4 
是 一 定 正 方 阵 ， 
我 们 已 知 有 中 使 . 1 
Pd4P' 一 了 ， (3) 
PBP' 一 A. 


轩 来 考 上 质点 系 的 运动 方程 这 系 的 Lagraagian 是 
2L =27T — 2V — #414 — ¢Be', 


因此 运动 方程 是 
-了 (中 ) 一 并 
dg; dg; ” 
写成 方 阵 形式 : 
44+gB—0 


命 4 一 9P， 则 得 
Ep4P'.+ BPBP' 一 0， 
即 | 
d+0A—0., 
单 开 来 写 ， 就 是 
2 二 Mi 一 0， i=1, 2,* 
如 果 是 周期 振动 (或 这 系统 的 平衡 位 置 是 闻 定 的 ), 这 样 4 > 0， 即 也 是 定 正 的 . 
命 一 好， 如 此 得 出 
,= Aisin (pit + oi), 
再 由 gq = 反 ， 我 们 得 轧 


qi 一 > Ap sin (pet 十 On) vai 
te1 


全 ”两 个 连 在 一 起 的 调和 振动 。 
命 x 代表 质量 mi 的 物体 从 平衡 位 置 向 右 移 动 的 肥 启 ,而 x 是 m; 移动 后 的 距离 , 根 
据 三 弹 筑 的 Hooke 定理 


了 = hx 十 Thr, 
2V = Ex + Ee + lt — Hy) 
™ Rxt + Ex 一 2Rx ty. 


4 BR 
运动 方程 是 
pp 


a 
mm + hr kx = 0, 


现在 


.440 。 


Le eH i pt ri 


因此 


此 处 


当 


Zk mms 


B20 一 Ra rm 一 Rm 


ns0 2 sin 6, 
ms iz 
ty 一 0 sin 十 CO— cosd., 
m3 mL 
do 中 
了 + 十 4.0, = 01, FE 十 20 0, 
本 0! 二 cos 刘 一 3 os8 sin 十 下 sin 浊 ， 
ri Dir - ma 


A wi Oo— 丰 sin 引 十 2 cos 昌 Sin 十 ER 


rs 7111; a 


* 14141 。 


第 八 章 体 积 


$1. ” 纹 流 形 的 体积 元 表 


在 ” 千 空 间 到 w 个 以 原点 为 始点 的 矢 最 


.Ds ss dm, 


以 这 二 个 关 量 为 达 作 出 二 从 的 平行 2m 面体 .前 已 算 出 , 它 的 体积 等 于 
EE 


a a 
中 中 | 
的 数值 。 
说 得 更 消 车 些 ,这 个 平行 2 而 休 有 以 下 的 参 变 数 的 表达 式 : 


1 


a AD yr 
2 hs hy) : : Ch hy 
a a 


所 导出 的 二 次 型 的 行列 式 的 数值 。 
更 一 般 地 说 ， 在 # 维 空间 有 一 加 维 的 流 形 
Ti 一 As "hs i= 12 "an 
并 银 定 其 有 和 连续 微 商 ， 在 一 点 有 缴 分 矢量 
Bt 
dx > Bi dl;s 


这 儿 & 是 行列 式 (Gramitan) 


村 一 


而 G 就 是 由 焉 离 


即 
dx = di 8tx 
B02)” 


所 以 在 一 点 附近 ， 这 个 mm 维 流 形 的 体积 元 素 等 于 二 次 型 


ce) (0) 


eT 
用 do 天 这 w 维 流 形 的 体积 元 素 , 则 
|) Ce) 


的 行列 式 的 平方 根 ， 即 


二 


ra rr | Te 1 Tr 
ar Tp i i me 
Pe 


(2) 


(3) 


因此 ,如 果 要 求 由 mm 维 流 形 D* 的 体积 ,而 当 ze D* 时 章 划 出 这 块 流 形 来 , 则 体积 等 于 


,OC ABC ， 
| O02) Ahm (4) 
换 变 数 
hi = Nf “tn), 
则 得 
(x) 80) De 
dC4) He) d{1)” 
-因此 得 出 
CD 78C | 18co /8 
B80) (oe) 2 2 一 S07) 局) 看” :atm。 


当然 以 上 的 叙述 有 不 少 需 要 严格 化 的 地 方 , 首 先是 六 维 流 形 的 定义 ,我 们 必须 引进 所 
谓 “" 区 域 坐 标 "。 因 为 ,这 个 流 形 可 能 在 基 一 范围 内 可 以 表 为 一 种 形式 ,而 男 一 范围 内 男 一 
种 形式 (不 一 定 有 统一 的 表示 式 ). 其 次 必须 定妆 体积 向 ” ,如 果 以 对 4 的 惩 分 所 量 作 为 基 


熙 ,而 收 为 变数 * 的 时 候 ， 的 正 负 号 必须 注意 ,如 果 是 正 号 ,体积 是 同 向 ,不 然 是 异 


向 ,也 就 是 如 采 国 定 了 :; sew 所 成 的 平行 2m 体 的 体积 是 正 的 : 则 
A 一 之 | Piiei, 
mm 个 天 量 所 成 的 平行 2 om 面体 的 体积 。 当 |pil 之 0 时 为 正 , 而 当 | zi| 之 0 时 为 负 。 
我 们 还 是 洁 举 些 全 于: | 
俩 1 求 # 维 球 的 表面 积 ， 即 求 


A 


， wt = 
的 表面 积 ,微分 之 ,使 
二 dz” 一 = 站 
解 出 
时 TA 一 
此 处 六 二 Cx )。 因此 | 
人 . 
drdx' 一 (<) + dXdX' ~— dX ( 和 
二 1 
这 个 二 次 型 的 行列 式 等 于 
| 十 二 XX| 一 1 + 
. Xi Xl 1 | 


(这 儿 用 了 [1 二 wvl 一 1 十 wv',) 因此 表面 积 等 于 
2 人 Gry xn 


一 0 |x Pi V7 一半 一 一 碟 
天 pre 
这 是 一 个 Dirichlet 积分 , 在 下 节 中 我 们 将 第 出 它 的 数值 等 于 
2 3 nh 
(9) 


4530 


它 等 于 ”= 维 球 的 体积 
mE 
i 灶 
rll+ 了 | 
对 半径 的 微 商 ,读者 恩 考 一 下 ,怎样 的 图 形 有 此 性 质 。 
全 2 = 维 空间 的 由 线 


rT 


ti C= 


的 长 度 等 于 


| Ver 一 [2 i, 
例 3 球 坐 标 系 : 


r=pa, 4 = 1, 


dar = dpn T pe 


所 以 
adrdx' = dp’ + 20dpudu’ + pidydu’ = dp + pidudn'. 

球 坐标 ; | 

Hl = cos fh, 

Hr = sin ,eosd,, 

Wr Sand slinb,_ ;cosB, ty 

Hn = Hn sin d,s sin d,s 

0 

因此 


ar = dp + pa + sim Hai+ sin2g,sinzb da 十 -二 sin'9,* Sin xD 
所 以 球 坐 标的 体积 元 来 等 于 
0 lsin* 0sin” 0. + sin fapd0 "dO, 
球 表面 的 体积 元 素 等 于 《op 一 常数 ) 
plsin™iO sin’ 浊 sin 晶 20D dd, 
《用 此 来 回答 例 1 所 提出 的 问题 ). 
求 球面 上 两 点 向 的 晨 短 距离 ,不 妨 考虑 单位 球 , 而 两 所 是 
《1 0 -000)，(cosay sings0 0 < < 扫 下 
因为 经 过 旋转 后 任何 球面 上 的 两 点 一 定 可 以 达到 这 个 地 位 ， 球 面 上 任 一 曲线 可 以 写成 为 
06, 一 0,0)，0 雪上 安 1， 由 于 过 这 二 点 ,所 以 
0.00) 一 .C0) 一 ”一 8 (0 一 0 
QO = Oo) = 0, 


而 这 晶 线 的 长 度 

2 2 ” 1 gad 

ee) in ma + ) 4 >| 
而 且 反 当 由 二 0 时 到 等 号 , 即 在 (cos6,，sin6,0，……， 的 的 平 而 上 ,因此 ， 证 明了 ,球面 


1 


+ sing < 


上 两 点 的 耻 离 以 这 两 点 与 球 心 作 平面 交 此 球 于 “大 弧 ” 最 短 ， 
52, Dirichlet 积 分 


游 虑 ? 重 积分 
了 = 二 Ge 十 十 下 
求 积分 的 范围 是 


> 0， 坟 十 于 二 二 守 1， 
如 果 了 是 连续 函数 ;而且 a 之 Uv 二 1,52"*' 51) 则 积分 工 可 以 化 为 单 积分 。 
先 简 代 积分 


F(1) 一 有 + T+ TdaT, 
命 1 一 T(l 一 上 /rv， 则 | 


1=4 
F(2) 一 | fl? 十 工 ) [IE — oT da 
人 


4， 


1 FO—Ais T 
一 | | ia 十 工 】 (1 — wiv Tate1d Tdy 
vv 


《 换 积 分 次 序 )。 
再 命 了 一 vi， 出 得 . 


1 F121 
F(AY = | | fA 十 | ,一 vrai lg ott Tigardy 
do 
1—X 1 
一 | fC% 十 rr 《1 一 twigdyp 
wo 0 


rla 十 有 | 1 十 ra)22 dr 
因此 ， 


一 | te fan dts" "din 
ti 
1 1- ft “ 
Xx | | fa -十 to) lg lard 
ov 站 


一 | 


站 a 
| EE 


Toad)T Ce) | Fas-1 
XX- Bt 十 十 TT dt 
TCm, | i) 0 i 让 1) 2 了 


一 了 erta) | ， | 1 ts dtd dia 
Tm 十 oa | 
re 


仿 此 续 行 ， 最 后 得 


‘ Tm 十， 二 oi) CDs ttenrlgr, 


这 就 是 Dirichlet 积分 。 


45 4 


= 十 hoa 
1 如 之 


二 
加 


1 mfrl 
dl dls 一 lol slar 
Tim) Jo ， 


AAA 
站 [3 
1 cl 
. | Tm + 1) m! c ， 
即 得 m 维 单纯 形 的 体积 等 于 张 此 形 的 me 个 矢量 的 ganmian 的 平方 根 ,再 除 以 mm] 
男 证 提示 : 


" 1 1 . 
1-|…| dx rn | | dri "drn 了 人 di dine 
9 Dt 下 十 二 ?ac 
fe 


(ry 一 三 一 加 十 为 wy taf) 
后 2 
QT 十 i) 
J 
Ld 工 人) 
PEAT ( 产 
f= 


把 此 积分 分 为 2* 决 ,其 每 一 决 的 积分 等 于 
-| dri dr 一 7 人 dr rs 


. p32 a 
， “0 
换 变 数 se 一 y,， 则 
对 1 1 
3 
Dy 
"0 


”Tr( 十 iY 
多 


dr 一 3 
自 
rf(1 士 二) 
p 


特别 取 p 一 2， 则 ”为 半径 的 * 维 球 的 体积 等 于 


mp” 


rt + 二 ) 
2 


一 8nf 


4 


俩 3 


| J* sd deo 一 rl 

Er | 十 之 

如 果 ?所 1 易 证 
| | "Js. -dx 二 从 


Xara 


( 即 措 x 一 一 + 即 得 ), 另 一 方面 


| 52 I -| ya 
和 2 
rT ( 1 六 r (2) : 
pt 2 2 1 dr = pat a IT 
2 (二 二 r(E 十 荆 ] "+? 


妈 得 所 求 。 


$ 3, 正 态 分 布 积分 
定理 1 如 果 5 是 定 正 的 , 则 


[ 二 "|e . dry, 一 (C2) 2 尘 寺 汪 斤 
v15| 


” Em i | 2 
[Ea Ct 一 IT olyry dx, 


一 加 


-I Wc) -Ga 


在 一 般 情况 下 ， 命 


- Ss— TY’, y = x*T} {= nT"!, 
则 得 


” " x" | ” yr 1 [Da 
人 人 tr 一 pn 一 dy says 


_ Cn) a C2) ee 
sj Vs| 
定理 2 5 仍然 假定 是 定 正 的 。* 与 。 " 是 两 个 线性 无 关 的 矢量 , 册 


征明 把 8 写成 为 5= TT +T>+ wT Ti rT 则 原 等 式 一 变 而 为 
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| Ee 
[Ee dx "dra — Ca) TE ny, C1) 


HEE 
Lb er 


这 儿 uno 表示 二 矢量 wm，v 的 夹 衣 ,. 
显然 可 见 ,不 妨 假 定 an, v 都 是 单位 矢量 , 有 正 交 方 阵 T 使 
uT = 0, T= (cosw, sng, 0 + ,0), 


这 儿 gg 一 w*v。 命 一 杂 '， 则 得 


” rr | ” . 
人。 Ee yds = {| e 2 dy: -adys 


一 如 一 如 


PD 
Pir 不 区 村] 十 einay rn 


™ 3 人 
一 | g -和 01 dydya Cm) ] 


0 


Yr 
CO ny rd 
命 yy 一 psin0, yy 一 pcosD， 则 


了 | i 工 性 
| | egydy, — | er oapof do—a, 


一 ca 内 ay 
即 得 所 求 ， 即 得 (1). 
(1) 式 的 几何 说 明 是 函数 。*” 在 过 不 点 两 平面 间 的 积分 ,与 这 两 平 血 的 夹 角 成 比 
例 . 立刻 可 有 以 下 的 推广 , 求 过 原点 三 平面 间 积 分 ,我 们 可 以 猜测 一 定 与 “立体 角 * 成 出 例 ， 
这 是 事实 ,切实 些 说 ， | 


” re | 
1 < dm drs — TC27) 《Ka 中 及 十 了 一 一) 


HT 1 


这 儿 a pg, 7 是 这 三 矢量 的 夹 角 , 更 一 般 些 。 


虽 


了 :9 于 一 
人 dt dts 一 地 (27) 5 sl (cos”: 


—ns lr 


AA HS Div 


LE hE) 
ed | 
—1_ Pr lr 
- ye _ 9 
cos i DS 加 
Ar ya We lw HD" 


§ 4 正太 Parent 分 布 


在 研究 正 术 Parent 分 布 时 用 到 以 下 的 积分 ， 对 称 方 阵 和 一 (xy 可 以 看 成 为 
Tn 二 1) 维 空间 的 一 点 ， 所 有 的 定 正方 阵 X 所 成 的 区 域 以 X 沁 0 表 之 ， 
.定理 1 恨 定 不 > ws 对 任 一 4 > 0 常 有 


» 148 。 


和 


工 -一 才 一 了 El 
1 一 估 ) -etdr) 况 


> 


—e TD) rt 2) )-… 7 (FE QR) ja, 


此 处 时 一 I dxii. 


1 
证 明 命 4 二 T 了 TT’, 命 T'XT 一 了 ， 册 由 
| | 了] ?总 一 全 
《证 明 风 $5) 可知 


1 Ho 站 过 [下 一 可 | 
[ia 3 ?oot4X) 各 ee ed Be TI x ee Y) I TI 


过 Yo 


1 1 一 
oo | 了 一 可 二 二 fy 二 (一 de-e)y, 


FO 


即 不 妨 假 定 4 一 了 时 进行 研究 。 即 待 证 ， 命 
全 中 zl 二 -e00 况 一 Cu 


| 
则 


yta—i) 


sk rc rt 


换 变 数 光 计 一 JW 于 > 命 


13 Var 3 1 


= 
[= 


六 二 DYrYD, D= [xn Vs sr, ]。 
由 此 得 {| 一 |¥ |xae ss 而 Jacobian 等 干 


41 ~ 
Cx " ‘roy 到 " 和 


六 此 
Cn 一 | ” | 《ta “ “8 Ei oe A * * “Xn 
' 和 - 


| 一 上 一 z) 
4 ff 上 好 9 


一 r( (RC— 1) ) 7 
此 处 


四 
EE ut yy dy 2 


Y>0 


r (+ Di 人 RD)r(t KC—)). 


» 149 4. 


用 归纳 法 来 算出 此 积分 的 数值 ， 显 然 有 四 
"(GD) 


"GD 


大 一 人 C1 Co 7) 3 dy = 
用 行列 式 的 展开 可 知 
1, Pi Ts Yintr | 


2 
= iYI— >) 了 Jie 


= 


youlis 本 i 


此 处 Yi 表示 ys 在 Y 中 的 余子 式 ， 因此 
Jo 一 Ye gy dymen. 
此 处 肉 积分 过 所 有 的 适合 于 
i¥| 一 > Yoyoariyim > 0 


的 jn aa 这 个 积分 是 可 以 用 Dirichlet 积分 算出 的 ;从 而 得 出 
1 
rR))., 


r(T -DD) 
因此 得 出 本 定理 . | 
由 于 定理 1 中 表达 出 来 的 是 4 的 整 栈 数 。 把 aj 换 为 oj 一 iejt 也 对 ， 此 处 sf 
一 1 者 i 一 ?， 而 si 一方 阁 i j， 因 而 得 出 : 
定理 2 命 


ntl = Tn 


gp 
j(X) = [ Coal Ali™ |K| BN, x 0, 
友 四 . 

" 0 LE 不 然 ， 
则 声 ( 祥 》 的 Fourier transform 等 于 


EHF ' , |41 Tp 
PeT) 一 | | falX)e 总 DH CRY drudxn drm (1 一 iT| * »， 


这 上 几 了 一 《sp)， 


$ 5. 矩阵 变 痪 的 行列 式 


一 个 m X * 抵 阵 可 以 看 成 为 mz 维 空间 的 一 点 ， 两 个 m X x 矩阵 ，Y 间 的 关系 

XPYO, P=P", OD OW (1) 

可 以 看 成 为 这 个 ma 从 空间 的 一 个 线性 谈资 现在 算出 这 个 线性 变换 的 行列 式 ， 这 个 变 
换 是 由 以 下 的 两 个 变换 而 合成 的 

区 一 ZO (2) 

ZzZ=—PyY, (3) 


" 0. 


把 (2) 分 行 写 出 ， 得 
‘ris + sti) 一 《suy。 "3 


FP 


Cym mn smn) 一 《sy » ge 人 


因此 , 线 住 变换 (2) 的 行列 式 等 于 191”"。 同 法 ,将 (3) 分 列 写 出 ， 得 线性 变换 C3) 的 行列 


式 等 于 |P|*"。 因 此 10 所 定义 的 线性 变换 的 行列 式 蚌 
lIPl"Iel™, 
特别 当 Wo 村 ,变换 
X=PYP’ 
的 行列 式 等 于 |PE'|* 一 abs|P|™”. 
再 考虑 Hermitian 方 阵 , 一 个 Hernrtian 方 阵 
H(th)y B= has B= ik js 
可 以 看 成 为 zs 维 空 间 的 一 点 ， 从 名; 变 为 站 的 变形 
Bi — Ri + ks 
Ri = Ry < 
hi = Ri — iRii 


的 行列 式 等 于 
1 ny Bc) 
] | 一 《一 25 加 
因此 由 Hermitian 关系 
HH 一 PHE' 
所 定义 出 的 线性 变换 的 行列 式 等 于 
. abs|P|™., 


又 # 行 列 的 对 称 方 阵 5 成 一 二 a(n + 1) 维 的 空间 ， 而 由 


= pTP’ 
所 得 的 S 与 工 的 元 素 间 的 关系 也 成 一 线性 变换 ,这 变换 的 行列 式 等 于 
| 已 | +。 


这 结果 的 证 明 简 述 如 次 ,如 果 了 是 平 延 ,不 难 证 明 所 求 的 行列 式 的 值 等 于 1 


P 一 [2 1: 1]， 
出 由 
人 一 Ap a ht hs ns 
(其 它 不 变 ) 可 得 所 求 的 行列 趟 之 人 等 二 1 天 弄 得 由 本 统 论 。 
斜 对 称 方 阵 K 成 一 nn 一 1 维 空间 ， 由 
KkK~POP 
所 得 的 线性 变换 的 行列 式 等 于 
| 已 | 于 。 
读者 自 证 之 ,读者 落 碟 由 瑟 一 PYP' 也 推出 
K+ XN =P(Y FY)P', Xo X=PY — YOP, 


Oh EE Te pp er re : 


(4) 


(5) 


《6 
(7) 


(8) 


(9) 
如 果 


《10) 


C11) 


二 了 5 


因 前 看 出 《92 乘 (11) 等 于 |P|” 的 道理 ). 
凡 记 1) 把 届 ) 中 的 Xx 的 元 素 排 成 为 


同样 排 好 Y 的 元 素 , 所 得 出 的 方 阵 用 


P.xO 
来 表 之 ,而 R* X 定义 为 pz 行列 的 方 阵 


riD, ***， 
raO, ?yy 玉昌 


称 为 丸 与 8 的 直 乘 积 。 公 式 (4) 也 可 以 写成 为 |P: x 81 一 1P|"|91"。 

2) 把 《8) 中 的 元 素 写成 为 

030 
并 相仿 地 排 好 工 的 元 素 。 这 样 (8) 所 定义 的 方 阵 用 BE 表 之 ，(9) 说 明了 
IP | = Pl. 
同样 由 斜 对 称 定 义 所 得 移 方 阵 用 PS 表 之 , C11) 说 上 明了 
12 一 | 
3) PX P,pa,Po 有 次 之 性 质 
PAOY 一 (pO, PDO 一 (PO)® 


及 
(PpP'» x PO. XO 一 (Po XPO。 
这 些 性 质 是 群 表示 论 中 最 原始 的 例子 ， 


§ 6 酉 群 上 的 积分 元 素 


把 = 行列 的 复元 素 方 阵 Z 看 成 为 22 维 实 空间 的 一 点 ,并 且 有 Euclid 度量 


> > 《dx3 + dy 3 ， Bi = ii ije 


以 上 的 Euclid 度量 也 可 以 写成 为 
olazZ ZE 人 
的 形式 , 这 儿 oA4) 表示 方 阵 4 之 和 迹 。 


《17 


(2) 


所 有 的 西方 阵 成 为 这 空间 的 一 个 流 形 ,现在 先 证 明 宅 的 维 数 是 只 , 作 Cayley 变换 


U = {+i iH), 
可 以 解 得 

五 一 上 一 BT 十 UU), 
枉 方 阵 所 适合 的 条 件 一 变 而 为 

T=— UU'= (1 ti HU + BIC iH'Y 
即 
CH tiH) = (1 + iH)(T — iH'), 

即 


"152* 


《3 让 


(4) 


Ho=H'. 


(5) 


由 此 可 知 ,一 个 使 17 十 U| 所 0 的 西方 阵 对 应 平一 个 Hermite 方 阵 鼠 .站 中 有 天 个 生变 
数 , 因 此 西方 阵 所 成 的 流 形 是 tt 维 的 ;但 须 注意 ,适合 | 十 U| 一 0 的 西方 阵 成 一 较 低 维 


的 流 形 ， 


互 可 以 看 成 西方 阵 所 成 流 形 的 参 变数 ， 反 过 来 , 西 群 流 形 也 可 以 看 为 “Hermitian” 方 


阵 所 成 的 空间 的 扩张 空间 ,好 加 上 一 无 窃 远 点 的 流 形 所 成 的 空间 ， 
理 群 流 形 上 的 度量 当然 是 
ofaraerr)。 
微分 
7 一 了 
得 
arE + UdU’ = 0, 
命 50 一 U40， 则 80 一 一 8U'， 央 而 
oldUdU') 一 —oal8U6U"). 
另 一 方面 让 Cayley 表述 式 
dU = —(T + HA i HITAHCT + iHY Ti) 
= oil Fi) AT + (+ i iH)] 
= 2 HC tiHY 
由 此 得 出 
g(aUdDy = 40 FIED-WMHC 4 iH x CT ~ IHYaHE — iH)-) 
= 40CAHIT + HO-IIH( + HD ), 
命 人口 十 下 站 1 二 PP' 及 色 一 P'4HP， 则 得 
olaUaD') = 40CXD) = 4 Sir)’, 


1sf=1 
由 于 Rj 一 xy 命 一 二 一 203 十 3)， 因 此 二 次 型 
4 PE 
的 行列 式 等 于 
半生 本 2 和 一 了 一 pi 


由 于 只 一 PF'4HP 及 上 疗 (6),《7) 可 知 由 X 变 为 9 的 线性 变换 的 行列 式 等 于 
IPF'|*= | + | 


办 此 ,人 《8) 式 的 行列 式 等 于 
Qnt3—1) 17 十 | 天， 
久 此 西 群 上 的 体积 元 素 等 于 . 
D2 2 P| TTa TT et。 


、 i=1 了 性 丰 
这 儿 百 一 Ch) hi 一 和 Big = Bt 二 整个 配 群 的 积 公 范围 是 
一 o 所 而 之 6， 一 90 二 有 10。 
定理 1 尊 群 的 体积 等 于 


C6) 


(7) 


C8) 


" 134" 


Cou) 


TD 
由 以 上 的 推 时 可 知 
9。 一 | 人 一 2 ， 2 .1 + Ta TT abd 克 
[i 二 加 j=1 站 去 是 : 
这 个 积分 的 算出 见 下 节 ， 
$7，《 续 ) 


在 算出 上 池 所 要 求 的 积分 之 前 ， 先 算出 以 下 的 定 积 分 . 
定理 1 命 。>0， pac < 0 >， 风 

| 
re 一 动 


” dr gao NE 
J + 264 + cy)" ee 的) V ITC} “ 


证 明 命 


dr 一 Ye 和 dy 
及 
tbe t em TE 41). 
于 是 
Ty — eac — BE a 
i rT(e— #) 
一 perifec 一 2) ~ “ry 


定理 2 设 a># 一 十 ,日 表 "行列 的 Hermite 方 阵 , 则 


Hs) 一 EE 
s CdetCT fF HOY 

r(a 一 7 一 十】 
一 ”了 /nr Tf2w 一 闫 一 大 
;6 Te 一 让 ic T(26 一 2 一 D? 
此 处 HH 一 Gh) i 一 后， 半生 )， 

ne 2 三 rE 
Ho2 2 工人 了 Te 
t= 二 


+ ]5 半 间 


rR ep I He PET Pr pr rr 


证 明 命 
H=(, %) Ch 一 A,) 
其 中 本 为 一 一 1 行列 的 Hermite 方 阵 , * 为 一 # 一 1 维 矢 量 ,五 为 一 实数 , 则 
( FH+ow Hi +o ) _ 
vFH 十 Av lt 六 十 ve' | 
刊 用 等 式 + 


Ce ODO Y(t hy) 
—pA™! 1/ \Y 1/ \—pAd: 1 0 了 一 Pd 可 局 


可 得 


I+H ~ 


dett 1 = (a+ 28a + cedetl TT Hts), 
此 处 
和 一 了 一 区 十 天 十 区 3D, 
28 一 一 zz 本 (十 二 区 人 27 十 mi + Bp) Hy 
c=1l+ew — wvH tT Ht ow Hr,. 
因 本 为 Hermite 方 阵 , 故 存在 一 再 方 阵 U 使 
Hi 一 本 [入 :zy 42]U', 


命 
TUMITR, Vi, M+ BD’, 
划 
T=T, THh=HT, TI+H= 7, 
再 作 蛮 换 
5 TT 

出 

j= TdetTI = det 人 7 十 A)a, 

7 十 天 十 玉 y = TO + Nn)T, 
又 因为 


于 -rr Co ep 一 {wa 
i i 十 踊 天 1ge 二 一 
1 wi ( ) lua 


此 处 ”为 一 ” 维 天 量 ， 故 可 知 


{I + HE 


_, 1 
a— 1 — ul iHu) HH = (0 
I + Ww) 1 (>0), 
; i me 
一 a RR 
发 *) 1 ton’ 
， 一 7 了 
c= 1 aT HH + HR 1 + 


. 1 士 WH 
四 于 wz 是 实数 , 故 得 


由 定理 1 可 得 


v1 


FH a TT 本 Errarcauaererr 困 
CE 村 | rr 


万 sw. 一 es 


一 2 | . aa 十 HOY 十 wi) -8 | Ca + 208 + c} -ah 


dH 


of 


a 


r(e 一 1)r Ce — #2) 
一 rr i ~ I Oo 1) 


继续 应 用 此 式 ， 并 直接 算出 


mT (a 一 下 二 十 | 
一 I E 
ee i |- (1 十 aa)erot Te 一 * 十 上 7 ( ~ 2) 村 
即 得 定理 . 和 
附 记 ”1》 上 节 所 定义 的 本 积分 元 素 UV 有 它 的 不 变性 , 即 如 果 
Ui 一 VUW，T 了 ,下 是 西方 阵 ， ~ 
则 
old ~ oldUadU'), 
因而 六 一 三。 
这 是 不 变 积 分 的 一 个 例子 。. 
$ 8. 实 正 奖 方 阵 的 体积 元 如 
我 们 现在 叙述 一 下 实 正 交 群 的 积分 元 索 及 其 体积 ， 
现在 先 研究 ?行列 的 实 正 交 群 0,, 即 赣 合 以 下 关系 的 ”行列 的 实 方 阵 了 ; 
TT=1, ti) 
”显然 有 detT 一 土 1， 行 到 式 为 十 1 的 正 交 方 阵 所 成 的 群 用 0# 表示 。 对 应 于 一 个 工 可 以 
做 一 个 方 阵 
K=C ~ TC + TT), (2) 
但 derC1 十 TT) 一 0 的 情形 必须 除外 。 现 在 对 det{7 十 了 ) 一 0 的 情形 我 们 不 能 说 “一 
般 说 来 不 成 立 ”。 因 为 任 一 行列 式 为 一 1 的， 一 定 使 det 《1 十 了) 一 0 (此 点 可 由 det ' 


人 十 人) 一 det(TT' 十 全) 一 detTdet(T' 十 71) 一 一 det(1 十 了》 得 知 ), 所 以 现在 限 定 工 
属于 0#。 由 《1) 立 得 


一 一 KR (3) 
解 (2) 立 得 .. 
T= (0 -R(T+ KK); (4) | 
动 于 det(T 一 天 ) = det 人 — K') = det{I + KRY), 也 可 知 detT 二 十 1 
微分 (4 可 得 


* 156. 


dT 一 一 207 十 玉 ) RCIT 十 天) 
因此 | : 
oaTdT’) 一 一 4oCdKCT — KAKCT — KY), (5) 
把 4 写成 《9 其 中 dh 一 —adkis 把 CI 一 KD)"! 写成 《ac) 其 中 Wi Hess 则 
C5) 蛮 成 为 
8 人 人 《je 一 二 本 1 
改 得 出 积分 元 素 


3ntn—1) sl) 


2 det (7 — K’) K, (6) 
此 处 六 一 2 人 本 dkiie | 


$9. 实 正 交 群 的 总 体积 


定理 命 p 沁 2. 车 a> 二 (24 一 3)， 则 


1 0 | re 
r(20 -s+t C+1)) 


凡 
= Fn nl) 一 一 一 一 
1 TL26 一 和 十 3) 


en 一 11 


些 处 玉 过 所 有 的 ”行列 的 实 斜 对 称 方 阵 。 玉 一 (4)， 玉 一 2 4 [ak 
证 明 把 K 写 成 
EK! —t#" 
k=-(, 中 


此 处 总 为 一 关 一 工行 列 的 实 才 对 称 方 阵 ,上 为 一 # 一 1 维 矢 量 , 于 是 
了 士民 天 十 Kr ) 
2K 1+ 2 


7 十 玉民 一 
不 难 证 明 
det(T 十 KK = (1 + i RT + KK 二 dt 士 KK 十 i), 
有 一 正 交 方 阵 T 使 - 


rs er 


“CO 一 机 蜂 一 如 0 
DD 1» 0 sl 
3 中 最 后 一 大志 为 【六 下 为 (1 Ge， 各 入， 为伍 才 而 
机 2 
合 ， 
了 一 TIV1 十 姑 ，wWT 二 妊 ，WVT 十 基 ，wVTL 十 是 ]1， 
则 
和 一 人 天 一 了 二 


= TS7 。 


又 命 :一 wT， 则 

i (detT)w = (detl? + KROSS, 
， TR 一 T+ Tw wT C= 了 (7 十 wr tw) T, 
所 以 


1 + te — RT 二 本 TF #2) Rt 
一 1] 二 ww C— wTRIT™ (I ww) TR Tw 
wriw 一 wT wow) Kw 
一 二 十 如 此 一 CE) 一 1 www, 

Wt 
于 是 
改 
Ta 。 re + KK))" . 
-2 |).…| KR et ww EF 
gx; dt 十 本” yw 
r(2a 一 于 (一 D ) 
一 3 1) ” 扣 i 
2 er J 2) 
` 连续 应 用 此 式 并 最 后 算出 
， I bs 一 素 十 2) 
入 一 和 2 1” ar 1 
一 za 2 i 人 
* ( 2 ) V a 二 jt “ TOQa—n+2) 
(s > 1 (2n 一 2)) 
4 
即 得 定理 。 所 以 有 


定理 2 ， 正 交 群 07 的 总 体积 是 
| 让 二 2 一 Keyrie-0 放 
，， r 人 (二 fa 一 1) ) 
二 名 TC 1 


je— Qa nal) dn 1) 


习题 1 试 算出 辛 再 群 的 总 体积 . 
习题 ?3 试 算出 对 称 西 方 阵 所 成 的 流 形 的 总 体积 . 
习题 3” 试 算 出 斜 对 称 本 方 阵 所 成 的 流 形 的 总 体 稚 。 


a $8 汪 - 


第 九 章 非 负 方 阵 


$1， 非 负 方 阵 的 相似 性 


定义 1 如 果 一 个 方 阵 90, 其 中 每 行 每 列 只 有 一 个 正 元 素 ， 其 他 的 元 索 都 是 0, 则 称 
名 为 广 广 换 位 方 阵 . 

例如 ; 对 角 线 方 阵 4 一 [和 0 之 0) 即 为 广义 换 位 方 距 .又 如 换 位 方 阵 P， 
它 的 每 行 中 与 每 列 中 只 有 一 个 元 素 为 1, 其 他 元 素 都 是 0, 也 是 广义 换 位 方 阵 , PA 也是 广 
义 换 位 方 阵 ， 不 难看 出 ， 此 外 没有 其 他 广义 换 位 方 阵 了 . 

定义 2 命 4, 8 是 院 个 非 负 方 阵 , 如 果 有 一 个 广义 换 位 方 洪 如 使 


AQ0T= B, 
则 4 与 8B 称 为 相似 ,用 符号 4 ~ BB 表 它 ， 
显然 有 以 下 的 性 搬 . 
yA~4,. 


2) 如 果 A4~8, 则 B~4， 

3) 如果 4~B,B~C, 则 ~ | 

引进 符号 4 兰 0， 表 未 岩 阵 4 的 元 素 部 是 非 负 的 而 4 盖 0 表示 4 的 元 素 都 是 正 的 ， 
同样 定义 矢量 = 之 0 及 “>0， 进 一 步 引 伸 ，4 之 好 表示 4 一 B 室 0 等 等 ， 如 此 则 显 
然 有 

4) 4 守 B, BC 则 A 宇 0 

5) 4 宇 0, BC 则 4B 宇 AC 及 BA 宇 04., 

6) 如 果 4 ~~ BB, 4 宇 0 (或 >0), 则 了 0 (或 >>0). 

这 一 性 质 的 证 明 依 束 于 广 浆 换 位 方 阵 和 其 道 方 峰 都 是 非 负 的 .反之 ,有 

定理 1 如 果 一 个 可 逆 非 负 方 阵 的 逆 方 阵 也 是 非 负 的 , 那 末 它 一 定 是 广义 换 位 方 阵 ， 

证 明 命 


B= (bi), Bi>0 
是 

4 = (a), Hy 宇 0 
的 北方 阵 , 则 当 i 丫 半 无 时 ， 


Zi abn — 0. 


f=1 


由 此 得 出 , 当 i 半 克 时 ;对 任 一 了 党 有 


anbx = 0, 
如 果 4 的 第 i 行 中 有 两 个 元 寨 sj, 关 Da 所 9， 则 对 所 有 的 入 所 站 常 有 
Pik Bik— 0, 


也 就 是 吾 的 第 产 :六 行 中 除去 2r，5 二 元 素 外 都 等 于 0, 这 样 的 B 是 奇异 的 ， 与 假定 相 


" lS39 +* 


了 矛盾 ,因此 4 中 每 一 行 只 有 一 个 非 堆 元素 :同样 每 一 列 中 亦 只 有 一 个 非 零 元 素 , 定 理 


习题 1 对 任何 非 负 方 阵 4， 
TAT™! 
仿 是 非 负 方 阵 , 则 了 一 定 是 广义 换 位 方 阵 ， 


定义 3 如 果 
A A 
4 ~( 0， 各- 
则 4 称 为 可 分 拆 的 ,不 然 称 为 不 可 分 拆 的 ， 
$2， 标 谁 型 
我 们 现在 讨论 不 可 分 拆 的 非 负 方 阵 ， 
定义 1 一 个 不 可 分 拆 的 非 负 方 阵 4 如果 适合 于 
A= Ca), 2 A 4 
则 称 为 标准 型 ,而 9 称 为 高 标 ， 


基本 定理 .任何 一 个 不 可 拆 的 非 负 方 阵 一 定 相似 于 一 个 标准 型 方 阵 ， 如 果 不 计 其 重 


排 所 得 的 情况 ,标准 型 是 唯一 的 ， 


方法 ，。 
假定 


len t+ et nn — Gr, 
及 在 宇 守 于 qr) 而 gq 4 
取 4 使 | 
gu 二 :二 dn 于 


人 = han tT ds) + finns 


一 和 Cg ann) 十 (nns 


有 一 Hr 十 - 


即 
1C2) 一 VC Gnn) 十 (ann 十 Hn 一 GD4 一 8 一 0。 


如 果 fn 一 人 则 4 一 一 por 一 由 万 是 可 分 拆 的 方 阵 了 ,所 以 dn > fane 


证 完 ， 


在 证 明 这 定理 之 前 , 先 介 绍 一 个 方法 , 这 个 方法 是 证 明 的 源 束 , 但 也 是 进行 计算 的 好 


《1) 


(2) 


由 于 


去 co) 0 7 一 一 摇 达 0。 所 愉 有 % 交工 适合 于 (2)， 出 于 4 守 1, 所 以 旋 阵 


些 
Ry Hias it 一 
1 lA A 2 
[ 3 3 1 [ » 3 :4] Gis a2 gly a 


a 


Adri Adnas "dls fan 


aléde. 


的 行 和 都 <9 (有 俩 外 , 例如 am 一 0 9 一 和， 
”所 以 一 般 讲 来 ,可 以 用 这 个 办 法 来 逐步 威 少 maz (gq,,***, qs)。 一 直到 所 有 的 行 和 都 
相等 为 止 。 
 $3, 基本 定理 的 证 明 


上 节 中 所 述 及 的 计算 方法 , 便 是 基本 定理 证 明 的 根源 ,引进 


0(4) 一 max(gi 9o)。 (1) 
向 证 明 如 时 有 ,gs 不 全 相等 ,我 们 可 以 取 4 使 
24444 0) < 9(4), (2) 


假定 经 过 重新 排列 , 方 阵 4 的 行 和 g1，""*， qs 可 以 排 成 为 
全 一 一 
我 们 证 明 可 以 取得 4 使 444 中 和 和 等 于 gq, 的 行 数 和 *。 其 他 的 行 的 和 疾 小 于 到 把 
方 阵 4 拆 成 为 


4, 分) 
一 | = 0 等 。 
人 本 一 4 等 和 
取 
I 全 
4 一 ( 4 有 一 [2 
如 此 得 
44471~( A 4 ) 
Ads AAAr! 


由 于 4; 在 0， 所 以 有 4 " ,7 使 
A!t 才 4, 但 4 关 4 

同时 使 444- 的 后 "一 * 行 的 和 仍然 小 于 4。 由 4 人 区 二 及 hs 4， 可知 
444- 的 前 * 行 中 至 少 有 一 行 之 和 < 4。 因而 A444 中 利 等 于 和 的 行 数 <x 一 直下 
去 , 一 直到 没有 一 行 的 和 六 g,。 这 证 明了 《2) 式 . 

其 次 我 们 考虑 集合 S: z 

. A 0 C3) 
(由 于 4447 一 (4) 4 ( 土 4) ”我 们 实质 上 已 经 讨论 了 所 有 的 4 了 )。 对 应 于 每 一 
4(e 9)， 有 一 个 数值 

DC444- 1 
命 a 代表 这 集合 的 确 下 界 , 如 果 有 4 使 
QCAAAT) ~ gq. 

则 由 (2) 可 知 ，4447 的 各 行 之 和 都 等 于 4, 即 4 相似 于 一 个 标准 型 


由 4 的 定义 ,在 85 中 有 一 组 方 阵 贯 


和 5 ， (4) 
使 


0 (AAMF) < gq + 十， (5) 
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由 于 3 是 闭 集 , 所 以 14,} 有 一 极限 点 4 在 (4) 中 可 以 饮 一 子 贯 趋 于 ho， 不 妨 假 定 
limAr 一 Ao, 


了 他， 


先 证 明 由 一 [ii 40] > 0， 如 果 有 些 加 一 9。 但 由 罗干 … 十 20 一 1 
可 知 东 能 全 部 为 0， 假定 其 中 和 一-… 一 和 一 6， 而 和 349 部 非 零 , 由 


Pa 二 


人 十 1 So 一 1 2 
可 知 志 一 一 一 a 二 GG 十 1 甩 j 近 a), 即 4 是 可 分 折 的 了 ;此 为 矛盾 ;所 蓉 机 之 0， 
命 4 一 11 田 【5) 可 知 


max[ Mea 十 AA] gt =F 


， no 1 
CR 


命 i 一 0。 则 得 - 
(ai + A) Sg 
即 
OMAMD) = gq 
即 得 定理 的 前 半 部 ， 
最 后 证 明 唯 一 性 ,假定 4 是 标准 型 ,其 行 和 是 4, 而 444- 也 是 标准 型 ; 行 和 是 名, 则 


nA! 十 二 一 qu, (6) 
即 对 所 有 的 站 常 有 
Sminf Hs a) GAT SE qmaxt i's hi!), (7) 
取 本! 一 maxQGQTls 5h》 及 min( 和 0, 寻 1!) 立 得 9g 一 gy， 代入 (0) 式 得 
ga + tami = Can on) (8) 


如 果 重 新 排列 成 为 
HA 
则 由 (8) 可 知 妆 ;一 十 1 时 ， 
gm 一 0 


这 谨 明 4 是 可 分 拆 的 ， 因 此 得 出 玲 一 性 ， 


$ 4 基本 定 哇 的 男 一 形式 


AAAm (bi), Sbi—g 
i=1 


可 知 


"1624 


机 


day _ 4 
pr A 
见得 
AT! 31 
"i 
Lr! la! 
由 起 立 启 推 得 ; 


定理 1 不 可 分 拆 的 非 贷 方 阵 , 有 一 个 正 特征 根 g, 并 且 对 应 于 它 有 一 个 正 特征 矢量 
《 列 )， 

关于 正 特 征 很 4 与 正 特 征 矢 基 我 们 还 有 以 下 一 些 世 质 ， 

定理 2 不 可 分 拆 的 非 负 方 阵 只 有 一 个 非 负 特征 《 列 ) 矢量 《如 果 不 计 其 贡 数 因子 的 
话 ), 它 是 正 笑 量 而 且 对 应 的 特征 根 是 高 标 ,其 他 的 特征 根 的 绝对 值 都 不 超过 高 标 。 

证 明 ”不妨 假定 原来 的 方 阵 就 是 标准 人 前 ， 即 


4 一 (87) » Sas 一 了 。 
j=1 


显然 有 (1,1， His “1Y 为 其 特征 列 矢 量 , 它 是 正 的 车 有 另 一 非 负 特征 列 矢 量 (2， sn) 
《三 0), 则 


qari 十 十 pinte Gti f= 2 a) 
出 此 推出 qj > 0， 因而 得 
qiminfe sxa) SE qx EE Tmax Tn) (2) 
如 果 六 中 有 一 些 为 0, 例如 一 … 一 一 0，#shi 之 0,.… ,xs 之 0, 则 由 
CE 卡 -十 it 


可 知 gst 王 一 an 一 0 1 志 i 生 sz， 央 4 是 可 分 拆 的 ;因此 x 都 是 下 的. 
出 (2) 推出 gq 一 gq, 再 由 (1) 得 
ai 十 二 re 
可 推 得 mx: 一 -… 一 x,。 因 而 得 知 非 负 特征 矢量 的 唯一 性 , 即 只 有 一 个 非 负 特 征 矢 最 它 对 
应 于 特征 值 为 高 标 9。 
命 4 是 4 的 任 一 特征 根 , 它 对 应 的 列 矢 量 蚌 x 一 《x ,xs) 《可 能 是 复 虚 的 ), 即 


Dn ger 
则 
EA [xl 之 | x; | A qmaxt |z,| 3 "3 ED 
取 1 | 一 maxC zxzs|)， 则 得 
EA 去 9 

定理 证 完 ， 

定理 3 对 应 于 高 标 4 的 特征 ( 列 ) 矢 量 只 有 一 个 (如果 不计 一 个 常数 因子 的 话 》, . 

证 明 着 在 。 一 (1,1,°. :317 之 外 ,还 有 一 个 x'， 则 * 是 实 矢 量 , 对 于 充分 小 的 &， 


“1 各 3 。 


eaxr’ 
仍然 是 一 个 非 负 的 :而且 对 应 于 特征 值 9 的 特征 和 关 轩 因此 e 十 or 一 8 如 > ”是 
2 的 常数 们 ,因而 得 出 本 定理 ， 
$5, 标准 型 方 阵 的 四 则 运算 


定理 1 其 个 标准 型 非 负 方 阵 之 和 仍然 是 标准 型 ,其 高 标 等 于 两 高 标 之 和 ;其 积 仍 为 


标准 型 ,其 高 标 等 于 次 高 标 之 积 ， 
证 明 如果 
> i 9 D3 by— 7 
则 ~ 
之 Cass 十 bi 一 gt Fs 
DP) (Pa) 
如 果 暂 未 管 非 负 性 , 则 4 的 行 和 等 于 六 证 明 此 点 是 不 难 的 ， 原 因 是 
1 1 gft1s1 3517 
所 以 


A (11 1) = GT 
因而 4 一 的 行 和 等 于 4 , 
定理 2 如 果 4 守 0 及 (1 一 4)"! 守 0， 则 4 的 高 标 <<1, 而 且 U1- 一 4) 也 与 4 同 
为 标准 型 ,高 标 是 (1 一 gq) 
证 明 从 
A sd) = qf,ls 1) 
CT— AY I = (~ 1), 
如 果 (1 一 47 0， 则 < 过 1. 因而 得 出 定型 
同 法 不 难 推 得 ,如 果 4 之 0, 其 高 标 等 于 9, 则 sx: 的 高 标 就 是 。*。 而 县 4 与 扩 的 正 
转 征 天 量 相 局 ， 
雇 上 所 说 的 虽然 是 关于 列 特征 矢量 的 ， 但 间 样 运用 于 行 特征 矢量 . 
秀 别 命 一 个 非 贷 不 可 分 拆 方 阵 4 的 一 个 正 特征 ( 行 ) 矢 量 及 一 个 正 特征 ( 列 ) 矢 量 汶 x 
及 ys 如 


#4— gx, Ay— yge 
如 此 则 
BL Ri Bn Taye 
是 经 过 AAAT' 的 运算 而 不 变 的 ， 
行 和 相等 的 标准 型 ,其 列 特 征 矢量 等 于 (1,1,.…,1》， 而 行 特征 矢量 是 (gs ze)。 
同样 如 果 研 究 列 和 相等 的 标准 型 , 则 其 行 特征 矢量 等 于 (1, 1，-'… 1)， 而 列 特 征 矢 量 基 
(si " “3 
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3$6. 方 阵 大 小 


定理 1 命 
C 一 《co) (1) 
是 一 个 复元 素 方 阵 ， 如 果 . 
Tesl yj C2) 
而 4 一 (az) 是 不 可 分 拆 的 非 负 方 阵 ， 其 高 标 等 于 4?， 则 C 的 任 一 特征 根 Y 的 绝对 值 都 
不 超过 gq, 唱 
171 < 9， (3) 
如 果 y 一 eg， 则 | 
[C= RE sa AT sy ip 
征明 
1) 并 不 失去 普遍 性 ,我 们 可 以 假定 4 是 标准 型 。 命 了 与 区 关 叫 是 C 的 特征 根 及 其 
对 应 的 将 征 《 列 )》 矢量 , 即 


由 假定 可 知 
> | 六 | 过 > | ca Ix:| 志 > a | x;| < gmaxt | zl s** 3 |x,|), C4) 


取 lz| 一 max(|z|,… ,1x,1)， 即 得 || 所 gq, 
2) 假定 y 一 “za， 我 们 现在 检查 不 等 式 (47) 的 各 个 环节 , 不 类 普遍 注 可 以 假定 
[| 一 [i > | x1 
于 是 , 当 i 2 时 ,{4) 式 左边 等 于 右边 ;因此 


a 一 Il 


最 后 一 个 等 式 仅 当 
di = dy 0 laics 
时 才能 成 立 ， 也 就 是 4 是 可 分 拆 的 ， 这 与 假定 相 违 背 ， 因 此 
‘a= | = zol. 
并 且 不 着 恨 定 | 二 | = 1。 因 此 
x 一 ee 
方 降 
Ci 一 [co et] C[eto yet] 
是 以 (1,1,…,1)' 为 其 特征 《 列 ) 矢量 的 。 我 们 不 妨 假 定 5, 就 是 C, 即 盆 定 C 对 应 于 特 
征 根 Fi de, 有 一 -特征 ( 列 ) 矢 量 (1,1,* " “1》， 因此 


nn 下 
Y= ge*— 了 ea 1 一 ei Sai qe 
i=1 


i=1 
到 
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了 一 1 #4=L 
由 此 得 出 
Ey 一 Aarne, 
即 得 所 证 ， 


定理 2 命 4 是 一 个 不 可 分 折 的 非 负 方 隆 , 4 的 性 一 主子 方 阵 的 高 标 一 定 小 于 有 4 的 


证 上 命 
eT am 0 0 
A i nem 0 3 
0 0 


a 


显然 4: 所 4 而 4 4， 由 比 由 定理 1 可 知 4 的 高 标 小 于 4 的 高 标 。- 
定理 3 命 4 汐 一 不 可 分 白 的 非 负 方 阵 ; 则 它 的 高 标 不 是 它 的 特征 方程 的 重 根 ， 
证 明 ”特征 多 项 式 


ti— au fa sg 一 


{C4) | aR A » Tr 
or 和 
sy 可 ng 
的 微 商 等 于 
1， 1 “0 4 一 8 一 fi ”一 人 tn 
六 条 一 Hn 下 一 #9 “人 十 和 工 ， 了 nD 二 i s 
ep a das an 
甘 第 一 个 行列 式 是 主子 方 阵 
攻 “ 
Maay "ss fnn! 


的 桂 生 多项式。 由 定 强 2 可 知 它 的 高 标 小 于 4 的 高 标 9。 也 就 当空 4 时 ， 它 的 数值 是 
正 , 同 样 处 理 其 它 各 项 ， 因 出 得 出 : 当 4 兰 人 附 
fA 0 


也 就 是 3 是 藉 和 的 单 根 。 
定理 4 如果 4 还 有 绝对 值 等 于 4 的 特征 根 , 则 它们 是 
ex 7 一 0)1:23 -一 1 
这 几 大 是 一 个 关 2 的 正 整 数 ， 
证 明 玻 y 一 4e8， 则 由 定理 1 的 第 二 部 份 可 知 ( 取 和 一 4)， 
A = [ee .veciBa]4Teie eye。 (5) 
因此 得 出 ; 如果 由 其 4 的 特征 娄 : 则 sex 也 是 ,因而 


EE 


® lib- 


都 是, 但 不 可 能 有 无 穷 个 特征 根 , 因此 有 六 使 妇 是 2r 的 倍数 . 命 * 是 其 中 的 最 小 正 数 ， 
外 于 无 重 根 的 性 质 , 立 肇 可 以 推出 ; 4 的 所 有 的 绝对 值 等 于 4 的 特征 根 如 定理 记述 . 

鲁 于 4A? 出 现 了 重 根 , 因此 

定理 5 如 果 4 除 4 之 外 , 还 有 绝对 信 等 于 9 的 特征 根 , 则 有 正 整 数 使 4* 是 可 分 
拆 的 ， 

再 进 一 步 考 虑 (5) 式 : 


: tri 
4 es [evs el [ee - (6) 


壕 代 次 ， 得 
. A= [ee A aid, ern], 


如 果 有 一 个 j, 使 e091 ss 1， 则 4 可 分 拆 , 因此 < 所 也 都 是 1 的 4 次 方 根 ， 假定 e939，……， 
ci9y 中 及 个 1 pi 个 em 个。 等 等 ,经 排列 后 假定 


了 
[eis e's] 一 - a 1a) 0 ， 
把 4 拆 成 为 . 
下 
| 人 ) 
A jas "3 nh 
代入 (6) 式 可 知 
4 一 oe . m9 . og ~- 。 te A 


即 当 21 十 :时 ,di 一 0 即 4 形 如 
0，.4 0， ** 3 0 


人 


$ 7 强 不 可 拆 方 阵 


定义 1 一 个 任 童 塞 都 不 能 分 拆 和 的 方 阵 称 为 强 不 可 分 拆 的 。 
活 于 强 不 可 分 拆 方 阵 有 上 以 下 的 性 质 ; 
定理 1 如 果 4 是 强 不 可 分 拆 的 非 负 方 阵 , 而 4 为 高 标 , 则 
{AY_ ， 
im( 4) ~ Hv vu = 1, (1) 
这 九 w* 与 # 分别 是 4 的 正 的 列 特 征 矢 量 与 正 的 行 特征 矢量 . 
证 明 ”由 于 强 不 可 分 拆 , 在 4 中 & 以 外 的 其 他 特征 根 的 绝对 值 都 二 9。 因此 4/g 有 
一 个 特征 根 等 于 1, 而 其 它 的 都 之 1。 所 以 


4 上 
jm (4 ) 
f=*m 
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是 一 个 方 阵 , 有 一 个 特征 根 等 于 1{ 而 且 是 单 概 )、 其 它 的 等 于 0, 因此 


命 。 是 任 一 矢 景 命 


Ve 和， | | {2) 
则 
lm, — (ey dy, (3) 
到 不 管 < 如 何 , ;的 极限 是 5 乘 上 一 个 常数 因子 , 又 从 
区 
de wd 
了 
民工 一 o 可 知 
| qr 一 yA, 
即 "是 行 特征 矢量 。 
同 革 证明 
qu' = d's 
因此 sp 都 是 正 矢 量 。 
由 此 立刻 推出 ; 
定理 2 对 任 一 强 不 可 分 拆 方 阵 4, 有 一 正 整 数 :存在 ,全 
A > 10 


即 4 的 每 个 元 数 都 是 正 的 ， 
$8。 Maproz 链 


定义 1 一 个 适合 于 . 
zi 十 一 2 
的 天 量 + 一 《x1s*……， +) 称 为 概率 矢量 ,一 个 方 险 
P= (poeniess pi 0, 2 z7 一 1， 


称 为 , Mapxoa 方 阵 . 
Atapxoa 方 阵 把 概率 列 矢 量变 为 概 变 列 矢 量 , 即 Px* 仍然 古 概率 列 矢量， 理由 是 由 


-> PiiXis 


可 知 
之 六 一 Dom Dl 


我 们 现在 研究 一 个 物理 系统 ,这 个 系统 只 可 能 有 有 限 种 “起 ,而且 只 可 能 在 某 些 一 定 
的 时 间 变 坊 . 
我 们 用 1,2,,…,n 来 表示 这 些 不 同 的 坊 , 而 当 :二 0, 1, 2，… 时 变 “ 祥 "在 时 间 * 这 
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个 物理 系统 是 态 j, 而 到 时 间 上 十 1, 这 个 物理 系统 变 为 态 宇 的 可 能 性 以 概率 
站 2 一 工 
表 之 ， 
命 si 的 去 东 在 时 间 ts 第 i 态 嘲 现 的 概率 ,如 此 则 有 
z(t+ 1) = 3 Po。 


写成 方 阵 符号 则 

xz 十] 一 PC 
并 假定 初始 坊 是 

sO 3 一 《ee 十 二 ceo 一 1 
Miapgoa 的 基本 富 理 是 : 
定理 1 如 果 P> 8， 则 
limx*(e) 一 )。 

?y 仍然 是 一 个 概率 矢量 , 它 是 P 的 唯一 正 特征 矢量 ,而 与 初始 态 xC0) 无 关 . 

证 明 ”这 是 定理 7.1 的 显然 推理 , 由 于 了 是正 的 ,因此 是 强 不 可 分 拆 的 . 所 以 

Im 严 一 wp va' = 1, (1) 


i—*o 


由 于 P 是 MapxoB 方 阵 ,以 (1,1,…,1) 为 其 ( 行 ) 特 征 矢量 ， 因 此 ,vz 一 《1,1,.…,1)， 
lim zxCe)” 一 fimP'x(0) = vr) = 


其 得 
. lmxtt) = #, 


Le 


以 上 的 定理 不 仅 对 正方 阵 卫 正确， 显然 对 强 不 可 分 拆 的 方 阵 也是 正确 的 ， 关 于 不 可 
分 折 方 陵 , 由 于 己 可 能 有 绝对 值 等 于 1 的 特征 扫 eo 一 ,I 2 一 4。 因 出 不 
能 得 出 结论 (1) 来 ， 虽 然 如 此 ,我 们 考虑 算术 平均 


二 > < | C2) 


由 于 
:如 果 开除 不 尽 大 


Hm -一 Cam = 
ro Li 2 i 如 果 记 除 得 尽 久 . 
因此 , 当 工 一 2，{2) 也 是 一 个 秩 等 于 1, 而 且 有 1 为 特征 根 的 方 阵 。 因 此 


fm DP ws, vn' = 1, 


五 了 一 


由 此 立 得 
. 1 Lr 
lm 之 uP 一 vy, 
因而 Py, 即 z 111I)。 所 以 | 
Bm SY Pix(0) = wyx(0)) = w, 
Lo 121 


wi 


ml 


上 
.1 
fm >, xa) = Hs 


了 二 1 


定理 2 如 果 了 是 不 可 分 拆 的 Mapwoa 方 阵 , 则 


? 仍然 是 一 个 概率 矢量 , 它 是 了 的 唯一 的 正 特征 关 量 , 而 且 与 初始 术 x(07 无 关 ， 
$ 9. 连续 随机 过 程 


我 们 现在 把 上 节 的 工作 从 离散 的 情况 转化 为 连续 变化 的 情况 ,把 上 时间 分 为 
i= 0,A,2A+' 1, 
为 了 村 使 连续 的 过 程 有 意义 ,我 们 假定 当 叶 间 愈 小 时 , 愈 接近 于 不 变 ; 也 就 是 我 们 假 
定 ( 当 人 是 充分 小 时 ): ”oA 是 系统 8 由 时 间 “的 了 变态 为 时 间 十 入 时 的 i 访 的 概率 
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